Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. oktéber 8.

5. Gyakorlat
Eloszlasfiiggvény, siirtiségfiiggvény, abszolit folytonos valdszinliségi valtozok, eloszlasok transzformacidi

Eloszlasfiiggvény és strtiségfiiggvény

Definicié (Eloszlasfiiggvény) Legyen X valdsziniségi vdltozo. Ekkor Fx : R — [0,1] az X eloszldsfiigg-
vénye, ha

Fx(z) =P(X < x).
Az eloszldsfigguény minden valdsziniiségi vdltozo esetén létezik.

Tétel Az F : R — [0, 1] fiigguény pontosan, akkor eloszldsfiggvénye valamilyen valdszindiségi vdltozénak, ha
az aldbbiak teljestilnek

1. F monoton nd

2. F jobbrol folytonos: lim, .o, F'(x) = F(a)
3. limy oo F(2) =0

4. limgy oo F(z) =1

Definicié (Stirtiségfiiggvény) Legyen X wvaldszindségi vdltozo. Ekkor fx : R — [0,1] az X stiriségfiigg-
vénye, ha

Fy(z) = /OO Fx(s) ds.

Amennyiben létezik, akkor X abszolit folytonos valdsziniiségi vdltozo. Ekkor tetszéleges (mérheté) B C R
esetén (nekiink a legtobbszor egy intervallum)

P(X € B) = /B fx(s) ds.

Tétel Az f : R — R pontosan akkor stiriségfigguvénye eqy valdsziniségi valtozénak, ha teljesiilnek az alabbiak

1. f>0
2. [% flz)de =1

Varhaté érték abszolit folytonos esetben

Definicié (Varhaté érték abszolut folytonos esetben) Legyen X valdsziniiségi vdltozo fx siriségfiigg-
vénnyel. Ekkor X vdrhato értéke
(o)
E(X) :/ x- fx(x)dx,
—00

amennyiben az integrdl abszolut konvergens.

Allitas (Transzformalt varhaté értéke abszolut folytonos esetben) Legyen X wvaldsziniségi vdltozo
fx striségfigguénnyel. Ekkor g(X) vdrhaté értéke (amennyiben abszolit konvergens az integrdl)

E(g(X)) = /Oo g(x) - fx(x)dz.

—00

Nevezetes abszolut folytonos eloszlasok

Az [a,b] intervallumon egyenletes: Uni(a, b). Az exponencidlis eloszlds A > 0 paraméterrel: Exp(\).

X ~ Ran(X) F(z) f(z) E(X) D?(X)
Uni(a,b) |a<z<b|(x—a)/(b—a)|1/(b—a) | (a+b)/2] (b—a)?/12
Exp()\) 0<uz 1 —e @ e 1/) 1/3?

Megjegyzés Az exponencidlis és a geometriai eloszlas drokifju. Az X orokifit, ha minden s,t > 0 esetén
PX >s+t|X >s)=P(X >1t).

Masfeldl az exponencidlis az egyetlen abszolit folytonos drokifji eloszlds.
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Feladatok

1. Eloszlasfiggvények-e az alabbi hozzarendelési szabalyt R — R fliggvények?

b) Flx)=1—¢e* (c) F(z)=¢¢ (d) F(z) = 2 arcsin(/)

1 ha i Z O 2 —T
(a) F(z) = _~y
0 egyébként s

2. Tudjuk, hogy az alabbi f fiiggvény az X valdszintliségi valtozd striiségfiiggvénye.

a2z —2?) ha0<x<?2
flz) = .y
0 egyébként

Hatarozzuk meg « értékét.

Adjuk meg X eloszlasfiiggvényt.

Adjuk meg a P(—1 < X < 1) valésziniiséget.
Szamitsuk ki X varhaté értékét és szorasat.

3. Egy benzinkut hetente egyszer kap benzint. Ha a heti eladéds (ezer literben mérve) egy valésziniiségi
valtozé

Fo) 5(1-2)* ha0<x<1
€Tr) =
0 egyébként
stirliségfiiggvénnyel, akkor mekkora méretli tartaly sziikséges ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkut
0.01 valdszintiséggel fogyjon ki a benzinb6l?

4. A [0,1] intervallumon taldlomra kivalasztunk egy P pontot. Jelolje X a P és a 0.3 pont koézotti
tavolsdgot. Hatarozzuk meg X eloszlas- és stirliségfiiggvényét.

5. Hullécsillagra varva kémleljiik az eget egy kora augusztusi éjszaka. Tudjuk, hogy annak az esélye, hogy
az els6 20 percben latunk hullocsillagot 1 —e™ 3. Feltehetjiik, hogy egy hulldcsillag észleléséig hatralévd
id6 nem flgg az eddig eltelt id6 hosszatdl (azaz az eloszlds abszolit folytonos, 6rokifja).

(a) Mekkora eséllyel latunk hullécsillagot az elsé éraban?
(b) Mekkora az els6 hullocsillag észleléséig hatralévé id6 varhaté értéke és szérdsa?
6. Tegytk fel, hogy egy adott mosogéptipus atlagosan 2 évig birja az els6 meghibasodasig, és az els6

meghibasodés idépontja abszolit folytonos, 6rokifju eloszlast kévet. Mi a valésziniisége, hogy az elsé
3 év sordn nem hibasodik meg, ha tudjuk, hogy az els6 2 évben hibatlanul mkodott?

7. Tudjuk, hogy a busz 10:00 és 10:30 ko6zotti egyenletes idoben érkezik a megalloba, ezért 10:00-ra a
megalléba megytink.
(a) Mennyi a valdsziniisége, hogy legaldbb 10 percet kell a buszra varnunk?
(b) Ha 10:15-kor még mindig varjuk a buszt, mennyi a valdsziniisége, hogy még legaldbb 10 percet
fogunk a buszra varni?

8. Legyen X ~ Exp()\) és Y = X? Adjuk meg Y siiriségfiiggvényét és varhaté értékét.

9. Legyen X ~ Uni(0,1). Adjuk meg az alabbi valésziniiségi valtozok siiriiségfliggvényeit.

(a) Y = V2X (b)V=In ()1() (¢c) Z = arctan(X)



