Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. oktéber 8.

5. Gyakorlat
Eloszlasfiiggvény, siirtiségfiiggvény, abszolit folytonos valdszinliségi valtozok, eloszlasok transzformacidi

Eloszlasfiiggvény és strtiségfiiggvény

Definicié (Eloszlasfiiggvény) Legyen X valdsziniségi vdltozo. Ekkor Fx : R — [0,1] az X eloszldsfiigg-
vénye, ha

Fx(z) =P(X < x).
Az eloszldsfigguény minden valdsziniiségi vdltozo esetén létezik.

Tétel Az F : R — [0, 1] fiigguény pontosan, akkor eloszldsfiggvénye valamilyen valdszindiségi vdltozénak, ha
az aldbbiak teljestilnek

1. F monoton nd

2. F jobbrol folytonos: lim, .o, F'(x) = F(a)
3. limy oo F(2) =0

4. limgy oo F(z) =1

Definicié (Stirtiségfiiggvény) Legyen X wvaldszindségi vdltozo. Ekkor fx : R — [0,1] az X stiriségfiigg-
vénye, ha

Fy(z) = /OO Fx(s) ds.

Amennyiben létezik, akkor X abszolit folytonos valdsziniiségi vdltozo. Ekkor tetszéleges (mérheté) B C R
esetén (nekiink a legtobbszor egy intervallum)

P(X € B) = /B fx(s) ds.

Tétel Az f : R — R pontosan akkor stiriségfigguvénye eqy valdsziniségi valtozénak, ha teljesiilnek az alabbiak

1. f>0
2. [% flz)de =1

Varhaté érték abszolit folytonos esetben

Definicié (Varhaté érték abszolut folytonos esetben) Legyen X valdsziniiségi vdltozo fx siriségfiigg-
vénnyel. Ekkor X vdrhato értéke
(o)
E(X) :/ x- fx(x)dx,
—00

amennyiben az integrdl abszolut konvergens.

Allitas (Transzformalt varhaté értéke abszolut folytonos esetben) Legyen X wvaldsziniségi vdltozo
fx striségfigguénnyel. Ekkor g(X) vdrhaté értéke (amennyiben abszolit konvergens az integrdl)

E(g(X)) = /Oo g(x) - fx(x)dz.

—00

Nevezetes abszolut folytonos eloszlasok

Az [a,b] intervallumon egyenletes: Uni(a, b). Az exponencidlis eloszlds A > 0 paraméterrel: Exp(\).

X ~ Ran(X) F(z) f(z) E(X) D?(X)
Uni(a,b) |a<z<b|(x—a)/(b—a)|1/(b—a) | (a+b)/2] (b—a)?/12
Exp()\) 0<uz 1 —e @ e 1/) 1/3?

Megjegyzés Az exponencidlis és a geometriai eloszlas drokifju. Az X orokifit, ha minden s,t > 0 esetén
PX >s+t|X >s)=P(X >1t).

Masfeldl az exponencidlis az egyetlen abszolit folytonos drokifji eloszlds.
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Feladatok

1. Eloszlasfiggvények-e az alabbi hozzarendelési szabalyt R — R fliggvények?

b) F(z) =1—¢ (c) F(z)=¢¢ (d) F(z) = 2 arcsin(/)

1 ha i Z 0 2 —T
(a) F(z) = _~y
0 egyébként m

Megoldas

(a) Abrézolva

0.2 1

0 ‘ 1
—10 ) 10

o
ot

Ekkor

i. F' nyilvanvaléan monoton né
ii. F folytonos a nulla hely kivételével, de itt is jobbrdl folytonos:

lim F(z)=0= F(0).

CEA)O_%
iii. limy oo F'(z) =0
iv. limy_yoo Fi(z) =1
Az F fuggvény valdban eloszlasfiiggvény.
(b) Abréazolva
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Lathato, hogy nem lesz eloszlasfiiggvény, mert példaul

lim F(z)= lim 1—e* =1-0=1#0.

T—r—00 T—r—00

(¢) Abrazolva

Ekkor

i. F' monoton nd, hiszen minden z-re

—x

Fllz)=e¢ (e ™) (-1)=¢e° e *>0
ii. I folytonos fliggvény, igy jobbrdl is folytonos
iii.
lim F(z)= lim =e ¢ =e ¢ =e®=0.
Tr—r—00 T——00
iv.
lim F(z)= lim =e ¢ =e ¢ =e=1.
T—00 T—r00

Azt kaptuk, hogy F eloszlasfiiggvény.

(d) Nem lehet eloszlasfiiggvény, hiszen az = — /x fiiggvény csak a nemnegativ valds szamokra
értelmezett. Tovabba x — arcsin(z) csak a [—1, 1] intervallumon értelmezett. Ezért F' értelmezési
tartoménya [0, 1], de egy eloszlasfiiggvénynek minden val6s szamra értelmezve kell, hogy legyen.

2. Tudjuk, hogy az alabbi f fiiggvény az X valdsziniiségi valtozd striiségfiiggvénye.

f(z) a2r—2%) ha0<x<?2
xTr) =

0 egyébként
(a) Hatdrozzuk meg o értékét.
(b

)

) Adjuk meg X eloszlasfuggvényt.

(c) Adjuk meg a P(—1 < X < 1) valészintiséget.
)

(d) Széamitsuk ki X varhatd értékét és szorasat.
Megoldas

(a) Amennyiben stirtiségfiiggvény, akkor

1:/ f(x)dac:/ a(2x—x2)dx—a[x2_3x3] -z
oo 0
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Innen a = % kell, hogy legyen. Ez a valasztas jo, hiszen ekkor a fiiggvény nemnegativ marad:

§(2SL‘—.’E2):%$(2—JT)>O, ha 0 <z < 2.

4
Azt kaptuk, hogy
3
a=.
(b) A siirliségfliggvény definicidja szerint
x
F(x) = f(s)ds
— 0o
Vizsgaljuk meg az alabbi eseteket
i. Hax <0 .
F(z) = 0ds =0
—o0

ii. Ha0 <z <2

ii. Ha2 <z

Azt kaptuk, hogy

0 haz <0
Flz)=q222— 2% ha0<z<2
1 ha 2 <z

(c) A keresett valésziniliség a stirliségfiiggvénnyel kifejezve

]P’(—l<X<1):/llf(;v)dm:/oli(Q:L‘—mQ):i[:EQ—?’:Er:l:;

De ugyanigy ki tudjuk fejezni az eloszlasfiiggvénnyel, kihasznalva, hogy X folytonos valdszintiségi
valtozé (ezért P(X = x) = 0 minden z € R esetén)

P-1<X<1)=PX<1)-PX <-1)

:IP’(XS1)—IP’(X§—1):F(l)—F(—l):;12—513—0:%.

(d) A varhat6 érték folytonos esetben
e 2 2 1 =2
E(X) = /_OO zf(x)dx = /0 x%(%} —2?%) = 1 [Bx?’ - 4m2L_0 =1
A masodik momentum
o 23 301 1 1"=2 6
2) _ 2 _ Qg .2y_°2|1 4 15 _°
E(X)—/_ooxf(x)dx—/()x4(2w x)—4[2:z: 5:6}:1::0_5.

Innen a variancia

Amibdl a széras
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3. Egy benzinkut hetente egyszer kap benzint. Ha a heti eladéds (ezer literben mérve) egy valdsziniiségi
valtozé

51—2)* ha0<x<1
flx) = .y
0 egyébként

stirliségfiiggvénnyel, akkor mekkora méretli tartaly sziikséges ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkut
0.01 valdszintiséggel fogyjon ki a benzinb6l?

Megoldas Legyen X a heti fogyasztas (ezer literben), tovabbd 0 < C' < 1 a kapacités (ezer literben).
Ekkor a keresett egyenlotlenség

0.01 > P(kifogy a benzinkit az tizemagyagbdl) = P(X > C).
Hasznaljuk X striségfiggvényét

r=1

P(X > C) = /COO f(z)de = /X1 5(1—a)'de = [-(1- x)ﬂﬁc = (1-C).

Amibdl
0.01 > (1 - C)°.

Atrendezve azt kapjuk, hogy
C >1- v0.01 =~ 0.6019.

Vagyis egy legalabb 602 literes tartaly mar megfeleld.

4. A [0,1] intervallumon taldlomra kivalasztunk egy P pontot. Jelolje X a P és a 0.3 pont koézotti
tavolsagot. Hatarozzuk meg X eloszlas- és stirliségfiiggvényét.

Megoldas Legyen X a P pont és 0.3 tavolsiga. Ekkor vegyiik észre, hogy P(0 < X < 0.7) = 1, hiszen
a legtavolabb akkor lehetiink, ha P = 1.

Az X eloszlasfiiggvénye definicié alapjan

Ekkor a korabbi megallapitas alapjan trivialisan

(i) Ha = < 0, akkor Fx(x) =0
(ii) Ha 0.7 < z, akkor Fx(z) = 1.

Miésfeldl vegyiik észre, hogy {X < x} pontosan az az esemény, hogy a P pontot a 0.3 pont = sugaru
(zart) kornyezetébdl valasztjuk. Ekkor két tovabbi esetet kell megkiilonboztetni

(iii) Ha 0 < z < 0.3. Ekkor azon P pontok halmaza amire {X < z} teljesiil az alabbi.
003 —=x 0.3 0.3+=z 1

Ekkor annak a valdszintisége, hogy egy pont a halmazba esik a hosszak ardnya lesz (geometriai
valésziniiség), vagyis

2
Fx(z) = T:r: = 2.
(iv) Ha 0.3 <z < 0.7. Ekkor azon P pontok halmaza amire teljesiil az aldbbi.
1
Ekkor annak a valészintisége, hogy egy pont esik a hosszak ardnya lesz (geometriai
valésziniiség), vagyis
3
F X (x) = =T+ —

1 10°
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Ekkor az (i)-(iv) pontokat 6sszefoglalva az X eloszlasfiggvénye az alabbi.

0 ha x <0

Fy(x) = 2x ha0§x<13—0
a:+% ha%§x<1—70
1 ha%gw

Mivel Fx folytonos fiiggvény és véges sok pont kivételével differencidlhaté, ezért az X stirliségfiiggvénye

fx(a) = T Fx(2) = Fy(o).

Ekkor a differencidlas utan azt kapjuk, hogy X stirtiségfliggvénye az aldbbi.

2 had0<z< 13—0
fx(z) =<1 ha%§x<%
0 egyébként
5. Hullocsillagra varva kémleljiik az eget egy kora augusztusi éjszaka. Tudjuk, hogy annak az esélye, hogy

az els6 20 percben latunk hullocsillagot 1 — e 5. Feltehetjik, hogy egy hullocsillag észleléséig hatralévo
id6 nem fligg az eddig eltelt id6 hosszatdl (azaz az eloszlds abszolut folytonos, orokifja).

(a) Mekkora eséllyel latunk hullécsillagot az els6é éraban?

(b) Mekkora az els6 hullocsillag észleléséig hatralévé id6 varhato értéke és szérdsa?

Megoldas Legyen X az els6 hullocsillagig eltelt id6 percekben. Ekkor mivel felthetd, hogy X folytonos
és Orokifju, ezért ez pontosan azt jelenti, hogy

X ~ Exp()).
Tovabba tudjuk, hogy

1—e3 = P(az els6 20 percben latunk hullécsillagot)
=P(X <20)
=1—e
Az egyenletet megoldva azt kapjuk, hogy A = %.

(a) A keresett val6sziniiség

P(latunk hulldcsillagot az els6 éraban) = P(X < 60)

—1_ 67$-60
=1—e?
~ 0.8647.
(b) Mivel X ~ Exp(A = 45), ezért
E(X)=+=30 & D(X)=+=30.
A A

6. Tegyiik fel, hogy egy adott moségéptipus atlagosan 2 évig birja az elsé meghibasodasig, és az els6
meghibasodés idépontja abszolit folytonos, 6rokifju eloszlast kévet. Mi a valésziniisége, hogy az elsé
3 év soran nem hibasodik meg, ha tudjuk, hogy az els6 2 évben hibatlanul mikédott?

Megoldas Legyen X az els6 meghibasodasig eltelt id6 években. Mivel tudjuk, hogy X folytonos és
orokifju, ezért
X ~ Exp()).
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Tovabba tudjuk, hogyy atlagosan 2 évig miikodik egy moségép hibatlanul, igy
2=E(X) =+
( ) )\’
amibol A = 2.
A keresett valdszintiség hasznalva az orokifjusagot (és, hogy X folytonos)
PIX>3|X>2)=P(X>2+1|X>2)

=P(X >1)
=1-P(X<1)
=1-Fx(1)

7. Tudjuk, hogy a busz 10:00 és 10:30 kozotti egyenletes idoben érkezik a megéalldba, ezért 10:00-ra a
megalléba megyiink.

(a) Mennyi a valésziniisége, hogy legalabb 10 percet kell a buszra varnunk?

(b) Ha 10:15-kor még mindig varjuk a buszt, mennyi a valdsziniisége, hogy még legaldbb 10 percet
fogunk a buszra varni?

Megoldas Legyen X a busz érkezéséig eltelt id6 percben. Ekkor a feladat szdvege szerint
X ~ Uni(0, 30).
(a) A keresett val6sziniiség

P(legaldbb 10 percet kell varnunk) = P(X > 10)

=1-P(X < 10)
=1-P(X < 10)
=1— Fx(10)
10 —
_,_10-0
30
1
—1— -
3
_2
=3

(b) A keresett valoszintiség

P(X > 25,X > 15)

P(X > 15+ 10| X > 15) =

P(X > 15)
_ P(X >25)
- P(X > 15)
1 -P(X < 25)
C1-P(X < 15)
~1— Fx(25)
~1- Fx(15)
_ 2
_ 30
_ 15
30
5
— 30
15

Wl
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8. Legyen X ~ Exp()\) és Y = X? Adjuk meg Y siirfiségfiiggvényét és varhaté értékét.
Megoldas Az Y eloszlasfiiggvénye

Fy(y) =P(Y <y) =P(X2<y).

Ekkor
(i) Ha y < 0, akkor
Fy(y)=0
Ekkor a sfirtiség
d
= —F =0
fy(y) i v (y)

Ekkor a stirliség

d d 1 1 1
W) =—Fy)=—Fx(9) =Fx(V9) ——=fx(VY) == =re WV . —.
()dy()dy (V) X(\[)Q\/ﬂ (W)Q\/ﬂ NG
Vagyis Y slirliségfiiggvénye
2= Y ha 0 <
e a Y
Frly) =4 2v" o
0 egyébként
Az Y varhaté értéke
9 9 9 1 1 2
E(Y) = E(X?) = D*(X) + E(X) -5+ =7

9. Legyen X ~ Uni(0,1). Adjuk meg az aldbbi valésziniiségi valtozdk stiriiségfiiggvényeit.
1
(a) Y =v2X (b)V=In (X) (¢c) Z = arctan(X)

Megoldas Hasznaljuk minden esetben, hogy Ran(X) = [0, 1]. Illetve, hogy

1 hato<z<1
0 egyébként

fx(z) = {
(a) Mivel Y = v2X, ezért Ran(Y) = [0,v/2]. Ekkor 0 < y < /2 esetén
y? y
Fy(y) =P <y) = IP’(\/ZX < y) = ]P’(X < ) = Fx <2>
Amibdl a striiség

2 2 2
= vt = o () = rx (5 ) v =rx (5 ) o=

Azt kaptuk, hogy Y silirliségfliggvénye

y ha0<y<+2
fy(y) = .y
0 egyébként



Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas

2025. oktéber 8.

(b) Mivel V =1In (%), ezért Ran(V) = [0, 00). Ekkor v > esetén

Fy(v) =PV <w) = P(ln (;{) < v) = }P’()l( < e”)

Amibdl a stirliség

d d

fr(w)=—-Fy(v) = —-(1 = Fx(e™")) = —Fx(e ") - (- ") = fx(e™") e " =e".

dv
Azt kaptuk, hogy V siirliségfliggvénye

e’ haO<w
0 egyébként

fv(v) :{

Megjegyezhetjiik, hogy ekkor V' ~ Exp(1).
(c) Mivel Z = arctan(X), ezért Ran(Z) = [0, §]. Ekkor 0 < z < 7 esetén

Fz(2) =P(Z < z) = P(arctan(X) < z) = P(X < tan(z)) = Fx(tan(z)).

Ekkor a stirtiség

d d 1

f2(2) = - Fz(2) = ——Fx(tan(z)) = Fx(tan(z)) - cos?(z)’

Azt kaptuk, hogy Z stirliségfiiggvénye

1 s
fz(2) = { ©5* () ha 0 <2< 7%
0 egyébként

= fx(tan(z))

1

Ccos?(z)  cos?(z)



