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6. Gyakorlat
Poisson-folyamat

Poisson-folyamat

Definicié (Poisson-folyamat) Jelslje N(t) annak a szamdt, hogy az A esemény a t > 0 ideig hdnyszor
kovetkezett be. Ekkor (N(t) :t > 0) egy Poisson folyamat A > 0 intenzitdssal, amennyiben

1. N(0)=0
2. N(s+1t)— N(s) ~ Poi(t - \)
3. 0<ty<ty < - <ty esetén
N(t1) = N(to), N(t2) = N(t1), ... , N(tn) = N(tn-1)
fliggetlenek.
Tétel Legyenek 11,72, 73... figgetlen Exp(\) valdszindiségi vdltozok. Tovdbbd
T,=T1+To+...T,.

Ekkor
N(t) =max{n>1:T, <t}

Poisson-folyamat X\ intenzitdssal. Mdsfel6l minden Poisson pontfolyamat elédllithato, igy.
Megjegyzés Ez pontosan azt jelenti, hogy az A esemény két bekovetkezése kozitt eltelt idé Exp(\) eloszldsi.

Allitas Az n-edik bekiovetkezésig eltelt idé eloszldsa Gamma(n,\) (vagy Erlang(n, ))). Az eloszldsfigguénye

n—1 . k
Fit)=1-> e (t k?) .

k=0

Poisson-folyamat ritkitasa

Allitas Egy \ intenzitdsd Poisson-folyamatban az A esemény minden bekdvetkezését eqymdstdl figgetleniil
p valoszindséggel tartjuk meg. Ekkor az uj folyamat eqy Poisson-folyamat p - A intenzitdssal.

Fiiggetlen Poisson-folyamatok Gsszege

Allitas Legyenek Ni(t),...,Ni(t) figgetlen Poisson-folyamatok \i,...,\, intenzitdssal. Ekkor Ny(t) +
... Ni(t) egy Poisson-folyamat A1 + -- - + A\ intenzitdssal.

Feltételes valdsziniliség Poisson-folyamatra

Allitas Legyen N(t) egy Poisson-folyamat. Ekkor minden 0 < s <t és 0 < k < n esetén

P(N(s) = k| N(t) = n) = <Z> (j)k <1 - j)nk

Vagyis a feltételes eloszlds N(s)|N(t) =n ~ Bin(n, 7).
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Feladatok

1. A budapesti 12. keriileti Zugligeti iton atlagosan percenként 6 aut6é halad Poisson-folyamat szerint.
Egy vaddiszné az erd6bol kilépve megprobal atkelni az titon. Mennyi a valésziniisége, hogy a vaddiszné
iutkozik egy autdval, amennyiben

(a) 6 mésodpercre van sziiksége az dtkeléshez?

(b) 3 mésodpercre van sziiksége az atkeléshez?
Megoldas Legyen N(t) a t > 0 mésodpercig érkezett autok szama. Ekkor a feladat szovege szerint
ez egy Poisson-folyamat. Tovabba, mivel percenként atlagosan 6 autd érkezik, igy masodpercenként
atlagosan A = %, igy ez lesz a Poisson-folyamat intenzitasa.

(a) Amennyiben ¢y idépontban indul el a vaddiszné, akkor pontosan akkor lesz titk6zés, ha ty és to+6
kozott érkezik autd, vagyis a keresett valdsziniiség

P(N(tg+6) — N(tp) > 1) =1—P(N(top +6) — N(tg) = 0).
Azonban tudjuk, hogy
. 1 (3
N(to+6) — N(to) ~ Poi (6) = Poi () .
Vagyis
P(N(to+6) — N(tg) > 1) =1— e~ 3 ~ 0.4512.

(b) Teljesen analég médon, mivel

N(to+3) — N(to) ~ Poi <3 . > — Poi (3) ,

ezért ,
P(N(to+3) — N(tg) > 1) = 1 — e 10 ~ 0.2592.
2. Egy buszmegalloban annak valésziniisége, hogy a kovetkezo t percen beliil jon busz, 1 — e‘ét.
(a) Mennyi annak a valdészintisége, hogy tobb mint 10 percet kell varakoznunk?

(b) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy tobb mint 5 percet, de kevesebb mint 10 percet kell vara-
koznunk?

(c) Mennyi a varakozési idénk varhat6 értéke?

(d) Mennyi annak a val6sziniisége, hogy ha mar sikerteleniil vartunk 4 percet, akkor kell még varnunk
legalabb 10 percet?

(e) Mennyi annak a valésziniisége, hogy 1 éran beliil legaldbb 5 busz érkezik?

Megoldas Legyen X a busz érkezéséig eltelt id6. A feladt szerint

P(X <t)=1-¢ 5,

1
X ~ Exp (8>

A tovabbiakban hasznaljuk, hogy X folytonos, vagyis P(X < z) =P(X < z) = Fx(z).

amibdl

(a) A keresett valdsziniiség
P(X >10)=1-P(X <10)=1— Fx(10) =1 — (1 — e 810) = ¢~ ~ 0.2865.
(b) A keresett valoszintiség

P(X <5< 10) = P(X < 10) — P(X < 5) = Fx(10) — Fx(5) = e7§ — e~ 1 ~ 0.2488
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(c) Az atlagos varakozasi id6

E(X) = +— = 8 (perc).

ool—| =

(d) Az orokifjusdgot hasznalva
P(X >4+10|X >4)=P(X > 10) = e 1 ~ 0.2865.

(e) Mivel a buszok kozott eltelt id6 egymastdl fiiggetlen exponencidlis eloszldst % paraméterrel, ezét
at > 0 percig érkezett buszok szdma N (t) Poisson-folyamat lesz § intenzitéssal. Vagyis, ha N(60)
az elsé 60 percben érkezett buszok szama, akkor

1 1
N(60) = N(60) — N(0) ~ Poi (60 . 8) — Poi (25) .
Ekkor a keresett valdszintiség
4 Lo (8)
P(N(60) >5) =1-P(N(60) <4)=1-> P(N(60)=k)=1-) e 2 1~ 0.8679.
k=0 k=0 :

3. A buszmegilléban a buszok egyméas utdn exponencidlis eloszlast idStartamonként érkeznek, melynek
varhato értéke 5 perc. Bedllok a megalléba, és varok valakit, aki a harmadik busszal érkezik.

(a) Varhatéan hany percig allok ott, mire megérkezik?

(b) Mi a véarakozasi idém eloszldsa?

(c) Feltéve, hogy az elsé busz 4 perc milva megérkezik, mi az ezutdn kovetkez6 varakozasi idém
varhato értéke és eloszlasa?

Megoldas

(a) Legyen 71,72, T3 az elsd, méasodik és harmadik buszra sziikséges varakozési idé percben. Ekkor a
feladat szerint fliggetlenek és Exp(\) eloszlastak. Tovabba tudjuk, hogy

1 )
5=E(r) = X (1=1,2,3),

ezért \ = % Mivel a baratomra pontosan 7 + 7 + 73 percek kell varnom, ezért varhatdéan
E(r1 + 72 +73) = E(r1) + E(12) + E(3) =5+5+5=15

percet kell vairnom.

(b) Mivel amennyiben N(¢) a t > 0 idé alatt beérkezett buszok szama, akkor mivel két busz kozott

eltelt id6 fiiggetlen exponencidlis eloszlasiu % paraméterrel, igy ez egy Poisson-folyamat lesz %

intenzitassal. Ekkor az els6 harom bekovetkezésig eltelt id6 eloszlasa Gamma ((vagy Erlang)
eloszlasu lesz 3 és % paraméterekkel

1 1
Gamma <3, 5) = Erlang <3, 5) .

(c) Mivel a buszok kozott eltelt id6 fiiggetlen, igy ez a rész teljesen azzal egyenértékii, mintha a
bardtom a mésodik busszal érkezne. Igy az el6zoek alapjan a varakozési idom varhato értéke

5+5=10

és a varakozasi idom eloszlasa

1 1
Gamma (2, 5) = Erlang (2, 5) .

4. Az M1 autopéalya szélén hetente atlagosan két elhagyatott autot taldlnak. A talalt autdk felén mar
nincsenek rajta a kerekek. Mennyi a valdsziniisége, hogy
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(a) janudr els6 hetében egy kocsit sem talaltak, akkor a mésodik héten sem fognak?
(b) az idén elsének megtaldlt kerék nélkiili autéra tobb, mint 8 napot kellett varni?
) 20 nap alatt tobb, mint 4 kocsit taldltak?
)

(c

(d) nem lesz meg a 6. kocsi még janudrban?

Megoldas Legyen N (t) az évben a t > 0 hétig taldlt autok szama. Ekkor feltehet8, hogy N (t) egy
Poisson-folyamat. Mivel egy héten atlagosan 2 autét talalnak, igy az intenzitdsa A = 2.

(a) A keresett valdsziniiség

P(N(2) — N(1) = 0| N(1) = 0)

Mivel Poisson-folyamat A = 2 intenzitassal, igy
N(1) ~ Poi(1-2) =Poi(2) és N(2) ~ Poi(2-2) = Poi(4).
Ekkor
P(N(2)=0) e

—2
D= C o2~ 0.1358.
P(N1)=0) e2 °©

(b) Legyen Ni(t) az évben a t > 0 hétig talalt kerék nélkiili auték szama. Ekkor mivel atlagosan az
autdl felén nincsen kerék, ezért a Poisson-folyamat ritkitdsa miatt Ny (t) is egy Poisson-folyamat
lesz A\ = % -2 = 1 intenzitassal.

Ekkor az els6 8 nap alatt megtalalt kerék nélkiili autok szdma

8 (8 (8
N]_ <7> ~ Poi <7 . 1) = Poi (7> .
8 _8
IP’(Nl (7) = 0) =e 7 = 0.3189.
20 20 40
JR— ~Y P 1 —_— pu— 1 .
N(7) 01<7 2) P01(7)

20 20 4 w01 [40\F
P(N(7)>4>:1—]P’(N<7)§4>:1—Ze 7k:!<7> ~ 0.6749.

k=0

Ekkor a keresett valészintiség

(¢) Tudjuk, hogy

Ekkor

(d) Mivel januar 31 napos, tovabba
31 31 62

31 31 . ezl (62)\F
PIN(—=)<6|=PIN|—)<5)= "7 —(—=] =0.1246.
(r(F) <o) =2 (%) =) = X %5 (5)
5. A campus kozelében spotolt kutydk szama Poisson eloszlasu 3/nap varhaté értékkel, a kacsdké szintén
Poisson, 2/nap varhat6 értékkel. Mennyi a valészintisége, hogy

(a) két nap alatt tobb, mint 3 kacsat latok?

Ekkor

(b) az elsé két dllat felbukkanasa kozott tobb, mint egy nap telik el? (dllat = kacsa v. kutya)
(c) ha 6 éraja nem lattam kutyat, még tobb mint 2 érat kell virnom, mig latok egyet?
(d) a 4. kacsa 3 napon belill bukkan fel?
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(e) ha valaki izgatottsdgaban csak azt tudja elmesélni, hogy 5 allatot ldtott egy nap alatt, mennyi a
valésziniisége, hogy abbdl 4 kutya volt?

Megoldas Legyen Nj(t) és Na(t) campus kozelében spotolt kutydk és kacsdk szdma a ¢ > 0 napig.
Ekkor a feladat szerint Poisson-folyamatotok A1 = 3 és Ao = 2 intenzitassal.

(a) Mivel Ny(2) a 2 nap alatt latott kacsdk szdma, ekkor tudjuk
N3(2) ~ Poi(2 - 2) = Poi(4).

Ekkor a keresett valdszintiség
P(No(2) >3)=1—-P(Ny(2) <3)=1— Z e*‘*— ~ 0.5665.

(b) Mivel amennyiben N(¢) a t > 0 napig latott allatok szama, akkor N(¢) = Ni(t) + Na(t). Ekkor
N(t) egy Poisson-folyamat A = Ay + Ao = 3+ 2 = 5 intenzitdssal. Ekkor amennyiben 7 az elsd
két allat felbukkanasa kozott eltelt id6 napokban, akkor

T ~ Exp(5).
Ekkor a keresett valdszintiség
P(r>0)=1-Pr<1)=1-(1-e) =e"~0.0067.

(c) Legyen 1 két kutya észlelése kozott eltelt idS. Ekkor tudjuk, hogy 7 ~ Exp(3), amibdl az 6rokif-

jusdgot hasznalva
6 2
— =P il
24) (Tl ~ 24)

6 2
P
(Tl 2 " 24

(d) A 3 napon belill észlelt kacsak szama
N5(3) ~ Poi(3 - 2) = Poi(3).

Ekkor a keresett valdszintiség
P(N(3)<4)=1-P(N(3)<3)=1-) e °— ~0.8488.

(e) Mivel amennyibe K az 5 allat koziil a kutydk szama, akkor K ~ Bin(5,3/5), ezért a keresett

valoszintliség
5\ /3\* /2 162
P(K=4)= - - | = — =0.2592.
( ) <4> (5> <5> 625

6. Egy adott régiéban évente varhatéan 3 foldrengés van.
(a) Mennyi a valdsziniisége, hogy 4 hénap alatt tobb, mint 2 foldrengés lesz?

(b) Menni a valdszintisége, hogy ha egy foldrengés utdn méar eltelt 1 hénap, akkor még legalabb egy
hoénapot kell varni a kovetkezdére?

(c) Ha az év els6 felében volt mar egy foldrengés, mennyi a val6sziniisége, hogy a mésodikban is lesz
legalabb egy?

(d) Mennyi a valészintisége, hogy az 5. foldrengés 8 hénapon beliil lesz?

Megoldas Legyen N(t) a t > 0 évig bekovetkezett foldrengések szama. Ekkor feltehetd, hogy N (t)
egy Poisson-folyamat A = 3 intenzitassal.
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(a) A 4 hénap alatt bekovetkezett foldrengések szdma

¥ ()~ por (2 3) =it
Ekkor a keresett valdszintiség
4 4 2 1
IP(N (12> > 2) =1- IP’(N (12) < 2) =1- kz:%e—lﬁ ~ 0.0803.

(b) Amennyiben X két foldrengés kozott eltelt id6 (években), akkor X ~ Exp(3). Ekkor az 6rokifja-
sagot hasznalva

N

~ 0.7788.

1 1 .
Pl X > — —X P( X =1-P(X<—)=1l—-e3T2=1—¢"
( > 12+ ‘ 12) ( = 12) ( 12) e r

(¢) Az els6 és mésodik félévben bekovetkezett foldrengések szdma

y(D~ra(®) e vaow () ~ra(d).

Ekkor azonban a két valészintiségi valtozé fiiggetlen. Ekkor a keresett valdsziniiség a fliggetlenség
miatt

CIORINORIEEOR

(d) A nyolc hénapon beliili foldrengések szdma

8 (8 .
Ekkor a keresett valdszintiség

p(v(5)25) =1-p(w(E) 2a) =1-3 2 ~oomr
12 12)=%) " R



