Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. oktéber 22.

7. Gyakorlat
Normalis eloszlas és a Centralis Hatareloszlds Tétel

Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas) Az X ~ N(u,0?) valdsziniiségi vdltozé normdlis eloszldst kévet p € R
vdrhato értékkel és o > 0 szordssal, amennyiben o siriségfiiggvénye

fx(x)zl'j_'exp<—1'($_u)2>-

2 o
Definicié (Standard normaélis eloszlast) Az X ~ N(0,1) eloszldst standard normdlis eloszldsnak ne-
vezziik. Ekkor a strdségfigguényét és eloszlasfiigguényét az alabbi modon jeldljik

1 2

o(z) = Vo e T és O(x) = [m p(s)ds.

Ekkor egy nagyon hasznos azonossaig:

O(—z)=1—P(x).

Standardizalas

Allitas Amennyiben X ~ N (i, 0%) normdlis eloszldst kévet, akkor minden linedris transzformdltja normdlis
eloszldast kovet. Vagyis

X +b~N(u+b,0?) és aX ~N(a-p,a*-o?).
Kovetkezmény (Standardizalas) Legyen X ~ N(p,0?). Ekkor

X—p
g

~ N(0,1).

Centralis Hatareloszlas Tétel (CHT)

Tétel (Centralis Hatareloszlas Tétel) Legyenek X1, Xo, X3... fiiggetlen és azonos eloszldsi valdszi-
niségi valtozok p € R wvdrhaté értékkel és o > 0 szordssal. Ekkor minden x € R esetén amennyiben
Sn:X1+X2++Xn

) Sp—n-u B

Kovetkezmény A CHT két specidlis esete:

o Amennyiben X,, ~ Bin(n,p), akkor

lim P _Xn—np_ <z|=o(x).

Vagyis Bin(n,p) "jol kozelitheté" N (np,np(1 — p)) eloszldssal.

Ez igaz, mert X, eloszldsa megegyezik Zyv + Zy + --- + Z,, eloszldsdval, ahol Z;-k fiiggetlen azonos
eloszlastuak: P(Z; =1) =1 —-P(Z; =0) = p. Vagyis Z; ~ Ber(p).

o Amennyiben Y; ~ Poi(\), fiiggetlen azonos eloszldsiuak, akkor Sy, =Y1+Ya---+Y, ~ Poi(n)). Ekkor

. Sp — nA B
Jin P(%57 <) —90)

Vagyis Poi(n\) "ol kozelithetd" N (nX,n\) eloszldssal.
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Feladatok

1. Az A4-et tanulé didkok végsé szdzalékpontos eredményei normaélis eloszlastinak tekintheték 65 varhaté
értékkel és 15 szérassal.
(a) Mennyi a valészintisége, hogy egy véletlenszerii didk kozepest kap (azaz, a pontja 60 és 70 pont
k6zé esik)?

(b) Az atment didkok (azok, akik legaldbb 50 pontot értek el) hany szdzaléka kap koézepest?

Megoldas Legyen X egy Ad-et hallgat6 didk szazalékos eredménye. Ekkor a feladat szerint
X ~ N(65,15%).

(a) A keresett valdsziniiség (mivel X folytonos) standardizélds utan

60—-65 X —-60 70—-65
P60 < X < =P < <
(60 < X < 70) < 15 — 15 — 15

~N(0,1)

|
()-o(D)-+()-(+()

1
=20 (3 1A 20(0.33) — 1~ 26293 — 1 ~ 0.2586
(b) A keresett valoszintiség
P(60 < X <70, X >50) P(60 < X < 70)
P60 < X <T70|X >50) = — — = - .
(60 < X < 70X = 50) P(X > 50) P(X > 50)

A szamlalét mar kiszdmoltuk. A neveztd standardizalds utéan

P(X > 50) = IP’(X1_26O > 501_565) = IP’(Xl_E)GE) > 1) =1—®(—1) = (1) ~ 0.8413.

Innen

0.2586
0.8413

Vagyis koriilbeliil az d4tment didkok 30.74%-ka kap kozepest.

P(60 < X < 70| X >50) ~ ~ 0.3074.

2. Legyen A normalis eloszlast valdsziniiiségi valtozé 2 varhato értékekkel és 3 szérassal. Mennyi a val6-
szintisége, hogy lesz az A - 22 + 2x + 1 egyenletnek valds gyoke?

Megoldas Pontosan akkor lesz az egyenletnek valds gyoke, amennyiben a diszkrimindnsa
D=2"-4-A-1=4-4-A
nemnegativ. Masfel6l mivel D linedris transzformaltja A-nak, igy normaélis eloszlast kovet. Tovabba
E(D)=E(4—-4A)=4—4E(A) =4—4-2= —4,
D?(D) = D?*(4 — 4A) = 4°D?*(A) = 16 - 3* = 144.

Vagyis azt kaptuk, hogy
D ~ N(—4,144).

Ekkor a keresett valésziniiség standardizalas utan

D +4 4 ) (D+4 1) (1)
PD>0)=Pl—>—=|=P|——>-)=1-9 (=) =~ 1-9(0.33) =1—-0.6293 =~ 0.3707.
D=20) (\/14 T V144 12 =3 3 ( )
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3. Egy BME-VIK évfolyamon 500 didk hallgat egy targyat. A vizsgadolgozat elétt konzultaciét szervez-
nek. El6zetes felmérések szerint a hallgatdk kiilon-kiilon, egymastél fiiggetlentl 0,25 valdsziniiséggel
jonnek el a konzultdciéra. Hany f6s terem kell ahhoz, hogy a konzultaciéra érkezd hallgaték 90%-os
biztonsaggal mind elférjenek a teremben?

Megoldas Legyen X azon didkok szama, akik elmennek a konzultaciora. Ekkor a feladat szévege
szerint
X ~ Bin(500, 0.25).

Legyen T a terem befogadoképessége. Ekkor azt a T-t keressiik, amire
09<P(X <T).
Ekkor alkalmazva a CHT-t egy ko kozelités

X —500-0.25 - T —500-0.25 > B (T—125>
v500-0.25-0.75 — /500 -0.25 - 0.75 9.6825 ) °

P(X < T) :IP’<

Vagyis nekiink kell

T —125
9<P | ——
09= (9.6825)

T—125
o109 < —— %
(0.9) < 9.6825
T —125

1.28 <

— 9.6825
13739 < T.

Igy egy legalabb 138 f6s terem megfeleld lesz.

4. Egy gyar kétfajta érmét gyart: egy igazsigosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat fejet. Van egy
ilyen érménk, de nem tudjuk igazsigos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a kovetkezo statisztikai
tesztet hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalabb 525-sz6r fejet mutat, akkor hamisnak
nyilvanitjuk, ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott, akkor az érmét igazsdgosnak tekintjik.
Mennyi a valészintisége, hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazsigos volt? Es ha
hamis volt?

Megoldas Legyen X a fejek szdma az igazsagos érmével. Ekkor a feladat szévege szerint
X ~ Bin (1000, ;) .
Ekkor az érmét az alabbi valdsziniiséggel nyilvanitom tévesen hamisnak
P(X > 525).

Ekkor a CHT alapjan egy j6 becslés

X —1000- 5 _ 525 —1000- 3
P(X >525) =P > ~1— ®(1.58) ~ 1 — 0.9429 ~ 0.0571.
V1000117 (/1000 41
N—————
~1.58

Legyen Y a fejek szdma a hamis érmével. Ekkor a feladat szovege szerint
11
Y ~ Bin ( 1000, — | .
in ( 20)
Ekkor az érmét az alabbi valdsziniiséggel nyilvanitom tévesen igazsigosnak

P(Y < 525).
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Ekkor a CHT alapjan egy jé becslés

—1000- 3 _ 525 —1000- =
P(Y < 525) ~ ®(—1.59) = 1-®(1.59) ~ 1-0.9441 ~ 0.0559.
\/1000 \/1000 .2
—1 59

5. Egy részfeladat elkészitéséhez sziikséges id6 mennyisége Uni(1,3) eloszlasi, ahol az egyes részfelada-
tokhoz sziikséges idék mennyiségei (egyiittesen) fiiggetlenek. A részfeladatokat egyméds utén végezziik.
Ezer részfeladat esetén mi a valésziniisége, hogy kevesebb, mint 1984 idGegység alatt elkésziiliink?

Megoldas Legyen X7, X9, X3... az adott sorszamu részfeladat elvégzéséhez sziikséges id6. Ekkor a

feladat szerint fiiggetlen azonos Uni(1, 3) eloszlastak. Ekkor a varhaté értékiik

143
2

3-1_ 3
V12 37

Ekkor az 1 000 részfeladat elvégzéséhez sziikséges id6

tovabba a szorasuk
o =D(X;) =

S1000 = X1 + X9+ ... X1000-

Ekkor a keresett valdszintiségre a CHT miatt egy jé kozelités

Sio00 — 1000 -2 1984 — 1000 - 2
<
V1000 - 42 V1000 - 42
—_———

~—0.88
~ ®(—0.88) = 1 — ®(0.88) = 1 — 0.8106 = 0.1894.

P(SIOOO < 1984) =P

6. Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobasok 6sszege meg nem haladja a 300-at. Becstiljitk
meg annak a valészinliségét, hogy legalabb 80 dobasra van ehhez sziikségiink!

Megoldas Legyenek X7, Xo, X3... a megfelel6 sorszamu kockadobas eredményei. Ekkor fiiggetlenek
és azonos eloszlastuak a feladat szerint. Tovabbé a varhato6 értékiik

D=y kei=]

Tovabb4a a masodik momentumuk

Ch\»a

6
(x7) =30
amibdl a szérasuk

_ 91_(7>2:@_
3

o =
6 6
Az els6 80 dobés Gsszege
Sso = X1+ Xo + ... Xgo.

Ekkor a keresett valdsziniiség egy jo kozelitése a CHT miatt

Sso—80-% 300 —80-
V30 - \/ﬁ ~ JR0- \/ﬁ

\—,_/
~0.02

~1— ®(0.02) ~ 1 —0.508 = 0.492.

P(Sgo > 300) =1- P(Sg() < 300) =1-P
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7. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy 50 db fiiggetlen azonos eloszlast valdsziniiségi valtozd Osszege a
[0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen valészintiségi valtozé eloszlasa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes?

(b) a stirtiségfiiggvénye f(z) = 227
Megoldas Legyenek a valésziniiségi valtozdink X1, Xo, ..., X5, tovabba az 6sszegiik
S50 = X1+ Xo+ ... X50.
Ekkor a keresett valésziniliség, mivel X1, Xo, ..., X590 nemnegativak
P(S50 < 30).

(a) Ekkor az 6sszegben szereplé tagok varhat6 értéke

1+40 1
,LL ( ]) 2 2 ’
tovabba a szérasa 1—0 1
o =D(X;) =

V2 VIR

Ekkor a keresett valdsziniliség egy j6 kozelitése a CHT alapjan

Ss0 — 50 - & <30—50-%
1 — 1
VBO- 7 T VR0 o
N————

~2.45

P(S50 < 30) = P ~ ®(2.45) ~ 0.9929.

(b) Ekkor az Gsszegben szerepl6 tagok varhaté értéke

1 2
M:E(Xj):/ x-2xdr = —.
0 3

A maésodik momentumuk . .
2 e 2 . — —
E(Xj) = /0 x“ - 2xdx >

amibdl a szérasuk
1 2

o =D(X)) =[5 - <3)2:\/11>8.

Ekkor a keresett valdszinliség egy jo kozelitése a CHT alapjan

Ss0—50-2 30—50-2 S50 — 50 - 2
IP’(S50§30):IP’( 20 3 3): (503

< <=2 | =~ P(-2) =~ 0.0228.

8. Egy kereskedelmi radi6é 100 zeneszamot ismételget gy, hogy a kévetkezd szamot mindig a kordbbiaktol
fiiggetlentil vélasztja, azonos valészintiséggel a 100 lehetséges szam koziil (igy ugyanaz a szam akér
egymds utan tobbszor is el6fordulhat). A 100 szdm kozil az egyik Angéla kedvenc szama. Angéla
bekapcsolja a radiét, és addig hallgatja, amig a kedvenc szamat szazadszorra végig nem hallgatta,
aztan kikapcsolja a radiét. Kozelitsiik alkalmas approximaciéval annak a valészintiségét, hogy Angéla
a radi6 kikapcsolasa el6tt legalabb 10 200 szamot hallgat végig.

Megoldas Legyen X1, Xo, ..., X190 a kedvenc zeneszam meghallgatasa kozott lejatszott zeneszamok-
nak a szdma (beleértve azt is amikor lejatsszédk végiil a kedvenc zeneszdmot). Ekkor a feladat szerint
fliggtelenek és azonos eloszlasiak
1
X;~Geo | — .
j e (100)
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Ekkor az 6sszesen végighallgatott zeneszamok szama
S100 = X1 + X2 + ... X100-

A keresett valdszinliség
P(S100 > 10200).

Ekkor az 6sszegben szereplo tagok varhato értéke

—_

10

(=]

tovabba a szorasuk

1— -L
——199 — 30V/11.

()

Ekkor a keresett valdszinliség egy jo kozelitése a CHT alapjan

S100 — 100 - 100 _ 10200 — 100 - 100
V100 -30v/11 — /100 - 30v/11

~0.2

P(S100 > 10200) =P ~1—®(0.2) ~1—0.508 = 0.492.




