Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. oktéber 28.

8. Gyakorlat
Konvolucié és eloszlastranszforméaciok

Konvolicié

Allitas Legyen X és Y két figgetlen valdszindségi vdltozé. Ekkor
o Amennyiben X ésY is diszkrét (egész értékkészlettel), akkor X +Y silyfiiggvénye

P(X +Y =m) = i P(X = k)P(Y =m — k).

k=—o00

o Amennyiben X ésY is folytonos, akkor X +Y siriségfiigguénye
P = [ fx) (- s)ds

Allitas Igazak az aldbbiak
o Amennyiben X ~ Bin(n,p) és'Y ~ Bin(m,p) figgetlenek, akkor X +Y ~ Bin(n + m,p).
o Amennyiben X ~ Poi(\) ésY ~ Poi(p) figgetlenek, akkor X +Y ~ Poi(\ + ).

o Amennyiben X1, Xs,...X,, ~ Exp(\) figgetlenek, akkor X; + Xo + -+ + X, ~ Gamma(n,\) =
Erlang(n, \).

o Amennyiben X1 ~ N (u1,03) és Xo ~ N(ua,03) fiiggetlenek, akkor X1 + Xo ~ N(u1 + p2, 03 + 03).

Eloszlastranszformaciok

Allitas Legyen X wvaldszintségi vdltozé és g : R — R figgvény. Tovdbbd legyen Y = 9(X). Ekkor Y
eloszldasfigguénye és stiriségfigguénye (ha g differencidlhato és X folytonos), amennyiben

e g szigoruan monoton nd

1

Fy(y)=Fx(g~'(y) & frly)= 7)) fx(a ().
e g szigoruan monoton csékken
Fr)=1-Fxe™0) & frlo) =~ fxle™ )

Megjegyzés A fenti transzformdlt varhatd értéke (ez csak emlékeztetd):

o Amennyiben X diszkrét

o Amennyiben X folytonos
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Feladatok
1. Legyenek XY, Z fiiggetlen Uni(0, 1) eloszlasu valésziniiségi valtozok. Hatarozzuk meg az alabbi valo-
szinliségi valtozok slirtiségfiiggvényét.
(a) X+Y
(b) X4+Y+Z

Megoldas
(a) Mivel Ran(X +Y') = [0, 2], ezért, amennyiben ¢ ¢ [0, 2], akkor
fx+v(t) =0.

Legyen t € [0, 2]. Ekkor a konvoliciés képlet szerint

x4y (t) = /O:O Ix(s)fy(t—s)ds,

ahol a strtségfiiggvények

1 ha
0 egyébként

1 ha0<s<1

és t—s)=
0 egyébként frt=9) {

fx(s) :{

Vizsgaljuk meg, hogy hol nem lesz nulla a szorzat. Két esetet kell megkiilonboztetni.

e Amennyiben 0 <t < 1, akkor

o

0

t
fx+y(t) = /0 lds =t.
e Amennyiben 1 <t < 2, akkor

0

[

1
Fxay(t) = / lds=2—t.
t—1

Azt kaptuk, hogy a stirtiség

t ha0<t<1
fxtv(t)=<2—t hal<t<2
0 egyébként

(b) Vegyiik észre, hogy Ran(X +Y + Z) = [0, 3]. Ezért amennyiben t ¢ [0, 3], akkor
Sx4v+2z(t) =0.

Legyen t € [0, 3] ekkor a konvoluciés képlet szerint

fxtvz(t) = /_O:o fx1y(s)fz(t —s)ds,
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ahol
s ha0<s<1
, 1 ha
fxtv(s)=42—s hal<s<2 és fz(t—s) = o
1 1s 0 egyébként
0 egyébként

Ekkor az alabbi harom esetet kell megkiilonboztetni.

e Amennyiben 0 <t < 1, akkor

0 1 2
t 1 s=t 1
Ixyyiz(t) = / sds = [52} = ~t?
0 2 s=0
e Amennyiben 1 <t < 2, akkor
0 1 2

1 t 1 ,15=1L 1,1t 3 3\?
fxqvez(t) = / sds +/ (2—s)ds = |:82:| + {23 — 32} = — (t — ) .
t—1 1 2 s=t—1 2 s=1 4 2

e Amennyiben 2 <t < 3, akkor

0

o —
R 1G]

Provea®) = [ @ sjas= [ 22T < lagp

s=t—1
Azt kaptuk, hogy
312 ha 0 <t <1
2
fX+Y+Z(t): %_<t_2§) hal=t<2
1t —3) ha 2 <t <3
0 egyébként

Megjegyzés: Abrazoljuk X, X +Y és X +Y + Z sfirliségfiiggvényeit.

fx(t) fx+v (1) fx+viz(t)
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Vegyiik észre, hogy X slriiségfiiggvénye nem folytonos, X + Y stirliségfiiggvénye ugyan folytonos,
de nem differencidlhaté. Azonban X + Y + Z siirliségfliggvénye mar differencialhat6. Tovabba mivel a
stirtiségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivilja, ezért X eloszlasfiiggvénye 0-szor, X +Y -nak 1-szer, X +
Y + Z-nek 2-szer folytonosan differenciglhat6. Altalanosan is igaz, hogy amennyiben egy valdszinfiségi
valtozohoz hozzdadunk egy t6le fiiggetlen Uni(0, 1) eloszldst valdszintiségi valtozdt, akkor az legalabb
eggyel noveli az eloszlas simasagat.

2. Legyen X ~ Exp(\) és Y ~ Exp(u) fliggetlenek. Hatarozzuk meg X +Y stirliségfiiggvényét, ha tudjuk,
hogy A # .
Megoldas Vegyiik észre, hogy Ran(X + Y) = [0, 00). Ekkor minden ¢ < 0 esetén
fx+y(t) =0.

Legyen 0 < t, ekkor

t o]
Ix+y = / Ae™ - e =) ds = / Ix(s)fy(t —s)ds,
0 —00

ahol
Ne_/-‘(t_s) ha

0 egyébként

e~ s s
fx(t) = {A ha 0= 6 Ixlt) = {

0 egyébként

Ekkor megkeresve azon tartomanyt, ahol mindkét fiiggvény nemnulla, tovabba kihasznélva, hogy A # u

9

t . ()\—M)S s=t A
fx+y = / e ™ e HE9) dg = Npe M [i} _ A (efut B ef)\t) _
0 —H s=0

Azt kaptuk, hogy
Qb (e*“t - e*)‘t) ha 0 <t

t) = A
Pxer () {o egyébként

3. Legyen X ésY fiiggetlen Geom (i) eloszlasu valdszinliségi valtozdk. Hatarozzuk meg X 4+ Y sulyflige-
vényét. Milyen eloszlast kovet X 4+ Y7

Megoldas Vegytk észre, hogy Ran(X +Y) = {2,3,4,...}. Legyen k € Ran(X +Y), ekkor a konvo-
lacidés formula alapjéan

P(X +Y =k) = i P(X = m)P(Y =k — m).

m=—ooc
Tudjuk, hogy Ran(X) = Ran(Y) = {1,2,3,... }, ezért amennyiben m < 1, akkor
P(X =m)=0.
Tovabbad amennyiben k& —m < 1 (vagy masképpen k — 1 < m), akkor
P(Y =k—m)=0.

Ezért a konvoltciés fomula

TR e O
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Az utébbi formabdl az is lathatd, hogy
) 1
X +Y ~ Negbinom (2, 4) .

Megjegyzés: Altaldnosan is beldthat6, hogy amennyiben X1, Xs, ... X,, fiiggetlenek Geom(p) elosz-
lassal, akkor

X1+ X2+ ... X,, ~ Negbinom(n, p).
Ez igazabdl a definiciobdl is latszik, hiszen a negativ binomialis az n-edik siker sorszama. Ez valéban

nem mas, mint n darab fliggetlen geometriai Gsszege.

4. Egy hallgaté egy targyat probal teljesiteni az egyetemen. Minden félévben egymastol fiiggetlentil %
valészintiséggel szerez alaifrast. Amennyiben megszerezte az aldirast megprébalkozik a vizsgaval, amit
% valésziniiséggel teljesit sikeresen minden félévben, egymdastdl fiiggetleniil (ha mar megszerezte az
alairast, azt nem kell (ijra megszereznie a kovetkez6 félévben). Adjuk meg minden k-ra, hogy mekkora
valészintiséggel van k félévre sziiksége a hallgatonak a targy elvégzéséhez.

Megoldas Legyen X a sziikséges szemeszterek szama az alairds megszerzéséig. Ekkor minden k €
Ran(X) ={1,2,3,...} esetén a feladat szerint

P(X = k) = é (;)“ .

Tovabba legyen Y az alairds megszerzése utan sziikséges szemeszterek szama az els6 sikeres vizsgdig.
Ekkor minden k£ € Ran(Y) ={0,1,2,...} (itt nullatél kezdédik, mert levizsgazhat sikeresen ugyanab-
ban a szemeszterben, amiben megszerezte az alairdst) esetén a feladat szerint

PY = k) = i (i)k

Ekkor vegyiik észre, hogy X és Y filiggetlen, tovabba a sziikséges szemeszterek szama a targy elvég-
zéséhez pontosan X + Y. Masfel6l ekkor nyilvan Ran(X +Y) = {0,1,2,...}. Illetve a konvolicids
formula miatt minden k£ € Ran(X +Y') esetén

P(X+Y =k) = Z P(X =m)P(Y =k —m).

m=—0o0

Tovabba amennyiben m < 1, akkor
P(X =m) =0,

illetve amennyiben k — m < 0 (vagy méasképpen k < m), akkor
P(Y =k —m) = 0.

Ekkor a formula szerint minden k& € Ran(X +Y') esetén

ROCHY =)= 30 P =y = ;;@m‘*;(i)k‘m

RO 1‘1_) () (-6

5. Kacsdkat pakolunk talicskdba. A tojok tomege egyenletes eloszlasi 2 és 3 kg kozott, a gacséroké pedig
2 és 4 kg kozott. Mi lesz egy t0jo és egy gacsér egylittes tomegének siiriiségfiiggvénye? Hany tojé fér
bele a talicskdkba 90%-o0s valoszintiséggel, ha a talicska teherbirdsa 1 mézsa?
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Megoldas Legyen X a tojé tomege és Y a gécsér tomege (kg-ban). Ekkor a feladat szerint X és Y
fliggetlen és
X ~ Uni(2,3) és Y ~ Uni(2,4).

Ekkor a slrtségfiiggvényeik

1 ha2<z<3 1 ha2<y<4

fx(z) = { ¢ fy(y) = {2

0 egyébként 0 egyébként

Ekkor X + Y egy tojé és egy géacsér egyiittes tomege. Vegyiik észre, hogy mivel Ran(X) = [2,3] és
Ran(Y) = [2,4], ezért Ran(X +Y') = [4,7]. Innen amennyiben ¢ ¢ [4, 7], akkor

fxiv(t) =0.
Legyen t € [4,7]. Ekkor a konvoliciés formula szerint
P = [ ix)v(t - ) ds,

ahol a korabbiak miatt

1 ha2<s<3 B 1 ha
fx(s) = . ¢ fy(t—s)=12 .y
0 egyébként 0 egyébként
Az aldbbi eseteket kell megkiilonboztetni.
e Amennyiben 4 <t < 5, akkor
t=2 1 t—2—2 1
Pt = [ 1 5ds == =2
e Amennyiben 5 <t < 6, akkor
3.1 3—-2 1
t) = 1-—ds=——=—.
[x+v (1) , 1rgds 5 5
e Amennyiben 6 <t < 7, akkor
3 1 3—(t—4) 7 1
Azt kaptuk, hogy a X + Y stirliségfiiggvénye
$t—2 had4<t<5
1
= hab<t<6
t) =1 2 B
P (f) T 1t ha6<t<7
0 egyébként

fxyv(t)
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Legyen X7, Xo,...,X,, n darab toj6 tomege. Ekkor a feladat szerint fiiggetlenek és Uni(2,3) eloszla-
stak. Ekkor

2+3 5 3-2 1
—E(Xj)="2"=2 & o=DX;)="r=—.
p=EX) == ) =Tm e

Ekkor az n darab tojé egyiittes tomege
S, =X1+Xo+...X,.

Ekkor keressiik azt az n-t, amire
0.9 < P(S, <100).

Ekkor standardizalds utan CHT kozelitést alkalmazva

Sp—mn-2 100—n-3 100 —n - 3
09<P 2 < 2 | ro | —2
Vg T VR g v

Mivel ®71(0.9) ~ 1.285, ezért az alabbi egyenlStlenségnek kell teljesiilnie

100 —n-3
1285 < ———2

L
VD

amit atrendezve

n < 39.0725.
Vagyis nagyjabdl legfeljebb 39 tojot tehetiink egy talicskdba, hogy 90%-os valdszintiséggel elbirja ket.

6. Egy augusztusi napon a csillaghulldsok szama Poisson eloszlasti. Naponta atlagosan 10 csillagot latunk.
Mennyi a valdszintisége, hogy egymast kovetd 2 napon egyiittesen tobb, mint 25 csillaghullas lesz? Ha
két napon egyiittesen volt 15 csillaghullds, akkor mennyi a valdsziniisége, hogy az elsé napon 3 db
volt?

Megoldas Legyen X; és Xs az elsé és a masodik nap észlelt csillaghullasok szama. Ekkor feltehetd,
hogy X és X, fiiggetlen, illetve
XI,XZ ~ POI(IO)

Ekkor a két nap alatt latott csillagok szama
X1 + Xy ~ Poi(10 + 10) = Poi(20).

Ekkor annak a valdszinlisége, hogy két egymas koveto nap, tobb mint 25 csillaghullds lesz

24 k
20

P(X1+Xy>25) =1-P(X;+Xp<24)=1-) :6_2()? ~ 0.1568.
k=0 ’

Tovabba annak a valdszinlisége, hogy az els6 napon 3 darab csillaghullds volt, feltéve, hogy az els6 két
napon 15 csillaghullas volt

P(Xi =3, Xi+Xo=15) P(X;=3, Xp=12
P(X = 3| X1+ Xp = 15) = DX =3 X+ X =15)  P(Xi =3, X5 =12)

P(X1+X2:15) IP(X1+X2:15)
CP(X;=3) P(Xp=12) e 1010010102 455 0,013
T P(X;+Xe=15) e~20207 32168 T

ahol kihasznaltuk, hogy X és X fiiggetlen, igy P(X; = 3, Xy = 12) = P(X; = 3) - P(X2 = 12).

7. Los Angelesben az éves esé normélis eloszlast, varhato értéke 30 cm, szérasa 8 cm. Mi a valdszintisége,
hogy 2 egymast kovetd év egyiittes es6zése meghaladja a 63 cm-t? Mennyi a valészinilisége, hogy a
kovetkezd év esézése tobb, mint 8 cm-rel meghaladja az ideit? (kiilonb6z6 évek esézései fiiggetlenek
egymastol.)
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Megoldas Legyen X és X, az els6, illetve a mésodik évben lehullott csapadék mennyisége (centimé-
terben). Ekkor a feladat szerint X; és X fiiggetlen és

X1, X9 ~ N (30,64).
Ekkor az elsé két évben leesett csapadék mennyisége
X1 + X2 ~ N (30 + 30,64 + 64) = NV (60,128).

Ekkor annak a valdszinlisége, hogy az els6 két évben lehullott csapadék meghaladja a 63 centimétert

X; 4+ X2 —60 S 63 — 60
V128 V128
———

~0.27

P(Xl + Xo > 63) =P

~1—®(0.27) ~ 1 — 0.6064 = 0.3936.

Misfelél a kovetkezd évben leesett es6 tobblete az ideihez képest (kihasznélva, hogy — X7 ~ N(—30,64))
Xy — X1 ~ N(30 — 30,64 + 64) = N'(0,128).

Ekkor annak a valdszinlisége, hogy jovore tobb, mint 8 centiméterrel meghaladja a es6 az ideit

Xo— X4 8
P(Xo—X{>8) =P > ~1—¢(0.71) = 1—0.7611 = 0.2389.
(X2 — X1 >38) o8 o8 (0.71)
——
~0.71

8. Ha X ~ Geom(p), akkor mi az aldbbi valtozdk sulyfiiggvénye, varhat6 értéke, szérasa?

(a) Y =3X -2
(b) Z =eX
Megoldas

(a) Vegyiik észre, hogy Ran(Y) = {3k —2: k € N*}. Ekkor amennyiben k € N*

P(Y =3k —2)=PBX —2=3k—-2)=P(X =k) = (1-p)*'-p,

vagyis amennyiben m = 3k — 2, akkor k = mT‘*'Q, ezért Y sulyfiiggvénye m € Ran(Y) esetén
(Y =m)=(1-p)"F ' -p.
Tovabba Y varhato értéke
E(Y)=E(3X —2) = 3-E(X)—2= > —2,
illetve szdrasa
D(Y) =D(3X —2) = |3 - D(X) = 3- 1p_p.

(b) Vegyiik észre, hogy Ran(Z) = {ek ke N+}. Ekkor amennyibben k& € N
]P’(Z = ek) — [[D(eX — ek) — IP’(X — k‘) — (1 _p)k—l D,

vagyis amennyiben m = e¥, akkor k = In(m), ezért Z siilyfiiggvénye m € Ran(Z) esetén

B(Z=m) = (1—p)"™ " p.
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Tovabbd Z varhaté értéke

E(Z) =E(eX) =Y e (1-p)'p=e-p Y (e(1-p)),
k=1 k=0
ezért
__¢p _ -1
E(Z) = T=e(1=p)) hap>1—-e .
00 egyébként
Tovabba Z masodik momentuma
2\ _ 2X_Oo2k:_k—l_p002_k
E(2?) =E(*X) =Y e*(1—p) P=T-p) (e*(1—p))
k=1 k=1
amibdl ,
e’p _ 2
E(2%) = { =07 hap>1-—e™
o0 egyébként
Amennyiben p > 1 — e~2, akkor a variancia
]D)2(Z): 62'p _( €e-p )2: (6_1)262p(1—p) .
(1-e*(1-p) \(I—e(l-p) (1—e(l—=p))*(1—e*(1-p))

Ebben az esetben a szoras

~e(l—e) p(1—p)
P =1 ’\/<1—e2<1—p>>'

9. Legyen X ~ Exp()\) és Y = X? Adjuk meg Y stiriségfiiggvényét és varhaté értékét.

Megoldas Az Y eloszlasfiiggvénye

Fy(y) =P(Y <y) =P(X2 <y).

Ekkor
(i) Ha y < 0, akkor
Fy(y)=0
Ekkor a stirliség
d
— —Fy(y) =
fy(y) a v(y) =0

(ii) Ha 0 < y, akkor mivel Ran(X) = [0, 00)

Ekkor a sliriiség

d d 1 1
fr(y) i v (y) i x(vVy) = Fx(\/y) NG fx(Vy) NG
Vagyis Y stirliségfiiggvénye
5= MY ha 0 <
e a Yy
fry) =<2 .y
0 egyébként
Az Y varhato értéke
1 1 2

E(Y) = E(X?) = D*(X) + E(X)* = 5 + 15 = 13-
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10. Legyen X ~ Uni(0,1). Adjuk meg az aldbbi valészinliségi valtozok siiriiségfliggvényeit.

(a) Y =v2X (b) V=1In ()1() (¢c) Z = arctan(X)

Megoldas Hasznaljuk minden esetben, hogy Ran(X) = [0, 1]. Illetve, hogy

1 ha0<z<l1
0 egyébként

fx(z) = {
(a) Mivel Y = v/2X, ezért Ran(Y) = [0, /2]. Ekkor 0 < y < /2 esetén
Fy(y) =P(Y <y) = P(\/ﬁ < y) - P(}( < y2> — Iy (f)

Amibdl a siirliség

2 2 2
fy(y) = C;;]-'7)/(.7J) = ijx <@/2> = Fy <y2> Y= fx <y2) Y =y.

Azt kaptuk, hogy Y sfirtiségfiiggvénye

y ha0<y<v2
0 egyébként

fr(y) = {

(b) Mivel V =1In (%), ezért Ran(V) = [0, 00). Ekkor v > esetén

Fy(v) =PV <wv) = P(ln (;{) < U) = IP’()I( < e”)
=P(X>e ") =1-P(X <e")=1-Fx(e™").

Amibdl a stiriség

Fi() = S Fy(0) = (1= Fx(e™) = ~Fi (™) - (=) = fx(e™) e ="

Azt kaptuk, hogy V siirliségfliggvénye

e haO<w
0 egyébként

fv(v) = {
Megjegyezhetjiik, hogy ekkor V' ~ Exp(1).
(c) Mivel Z = arctan(X), ezért Ran(Z) = [0, §]. Ekkor 0 < z < 7 esetén
Fz(2) =P(Z < z) = P(arctan(X) < z) = P(X < tan(z)) = Fx(tan(z)).
Ekkor a siirtiség

f2(2) = d%FZ(Z) = d%FX(tan(Z)) = F(tan(z)) - T = fx (tan(z)) cos;(z) N cos;(z)'

cos?(z)
Azt kaptuk, hogy Z stirliségfiiggvénye

1
fZ(Z) — ) cos?(z) ha 0 <2 < %
0 egyébként
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11. Legyen X és Y fiiggetlen standard normalis eloszlast valészintiségi valtozok. Mi lesz X2 +Y 2 eloszlasa?

Megoldas Legyen X ~ A(0,1). Ekkor keressiik meg X? stirliségfiiggvényét. Az eloszlasfiiggvény

Fyo(t) =P(X2 < t) = {‘D(\/E) —®(—vt) hat>0

0 egyébként ’

amibdl a striségfiggvény

sz<t>=de2<t>={mexp( i b

0 egyébként.

Ekkor amennyiben Y ~ N(0,1) fiiggetlen X-tél, akkor Ran(X? + Y?2) = (0,00), ezért amennyiben
t <0, akkor
[x2qy2(t) = 0.

Tovabba amennyiben ¢ > 0, akkor X2 + Y2 sfirtiségfiiggvénye a t helyen, mivel Y? stiriségfiiggvénye
megegyezik X? stirtiségfiiggvényével, igy a konvoltciés formula alapjan

o Lo 1.1 1 1 1
t) = s t—s)ds = / e . et
fravalt) = [ ra(sfyalt—s)ds = [ e oo -
1 -1 t 1 1 i 1 1
—e 2 / —_— dS = —e 2 / J—— du g
2m 0 Vs(t—s) 2 o Vu(l—u) 27
Azt kaptuk, hogy
%e_%t hat >0

t) = .
Pxzya () {O egyébként

Ami pontosan azt jelenti, hogy

1
X2 4+Y? ~Exp <2> .
Megjegyzés Amennyiben Xi, Xo,...X,, fiiggetlen N(0,1) eloszlasi val6szintiségi valtozdk, akkor
X2+ X2+ ... X2 ~ x*(n) khi-négyzet eloszlast kovet n szabadsagi fokkal (ez a statisztikiban egy
fontos eloszlds). Az n = 2 egy specidlis eset, ekkor pont exponencidlis lesz.



