Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. november 5.

9. Gyakorlat
Tébbvaltozos folytonos eloszlasok

Egyiittes eloszlasfiiggvény

Definicié (Egyiittes eloszlasfiiggvény) Ugyanazon az eseménytéren definidlt X és'Y wvaldsziniiségi vdl-
toz6 egyiittes eloszldsfigguénye Fxy : R* — [0,1], ahol

Fxy(z,y) =P(X <z, Y <y).

Egyiittes siiriiségfiiggvény

Definicié (Egyiittes stirliségfiiggvény) Ugyanazon az eseménytéren definidlt X és'Y wvaldszintiségi vdl-
tozd egyiittes stiriségfigguénye fxy : R? — R, amennyiben

Ty
FXY(%ZJ):/ / Ix,y(u,v) dvdu.

Megjegyzés f pontosan akkor egyiittes stiriiségfigguény, ha f >0 és1= [ [% f(z,y)dydx.

Allitas Amennyiben X ésY egyiittesen folytonos, akkor

2
fX,Y(xay) = 8xayFX,Y(wv y)

Tovdbbd minden A C R? (mérhetd) halmaz esetén
Py ed) = [ [ fey@ydyds

Fiiggetlenség

Allitas Az X ésY wvaldszindségi vdltozok pontosan akkor figgetlenck, ha

Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy (y).

Illetve amennyiben egyiittesen folytonosak, akkor pontosan akkor, ha
fxy(zy) = fx(@) - fr(y).

Perem- és feltételes siirtiségfiiggvény

Allitas Az X és Y waldszintségi vdltozok perem-stiriiségfiggvénye (vagyis X ésY striségfiggvénye)
o0 o
fx(z) :/ fxy(@y)dy és  fy(y) Z/ fxy(z,y)de.
—0o0 —0o

Allitas Az X waldsziniségi vdltozd stiriiségfigguénye feltéve az eseményt, hogy Y =y

Ixy(z,y)
fry)

Az'Y waldszintiségi vdltozo siriségfiigguénye feltéve az eseményt, hogy X = x

fxiy(zly) =

fY|X(y|x):f7(x)
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Feladatok
1. Legyen X és Y egyiittes strtiségfiiggvénye

c- (#3433 had<r<lésl<y<l

IIZ’, =
Jxy (@,y) {o egyébként

(a) Mennyi ¢? (b) Mennyi P(X +Y < 1)? (¢) Mennyi IP’(X2 < Y)?
(d) Adjuk meg X perem-stiriiségfiiggvényét. (e) Mennyi E(X)? (f) Fuggetlen-e X és Y?
Megoldas

(a) Az aldbbinak kell teljestilnie

o) o) 1 1
1= [ [ pvdyde = [ [ ea® 4y dydo
—00 J —00 0 JO
=1

3 4 3 4
= Y+ dw—c/%‘—i-dx—c{x —I—x] = —c.

Innen adoddik, hogy ¢ = 2. Ami jé valasztas, hiszen a fliggvény nemnegativ marad.

(b) Vegyiik észre, hogy (X,Y) értékkészlete a [0,1] x [0, 1] egységnégyzet (kékkel az abran), ezért
elég ezen meghatdrozni azon pontokat, amikre = + y < 1 teljesiil. Ekkor a keresett val6szintiség

az egyiittes siirliségfiiggvény megfelel6 tartomanyon (az dbran sotétebb kékkel) vett integralja (1.
abra).

1. abra. A s6tétkék részen kell integralni a fx y fiiggvényt ahhoz, hogy megkapjuk a P(X +Y < 1) valdszi-
niséget.

1 rl—x 1 1 y=1l—x
PX+Y <1)= / / 2(z® 4 y3) dy dax = 2/ [ac?’y + 4y4] dx
0o Jo 0

2/13 4_'_1(1 )4d 2|:14 -
= 0 T T 1 T T = 4$
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0 1

2. dbra. A sotétkék részen kell integralni a fx y fiiggvényt ahhoz, hogy megkapjuk a P(X 2 < Y) val6szini-
séget.

(c) A feladat ugyanaz, mint az elézé részben, csak most az 22 < y tartomanyt kell megkeresni az
egységnégyzeten belill (2. dbra).

1 1 1 1 y=1
IP’(X2<Y> :/0 /22(x3+y3)dydx:2/0 [w3y+4y4} . dx
x Yy=x

2/1 U R 2[14+1
= T - — T — ST ar = —ZT —r— X — =X
0 4 4 47 747 6" 36

(d) X perem-siirtiségfiiggvénye mivel Ran(X) = (0,1), ezért « € (0, 1) esetén

]y:1_2 341
= €T 27

[e’s) 1
fx(z) = / fxy(z,y)dy = /0 2(2° +y°) dy = [2rc3y Ly )
—o0 y=

2

egyébként nulla. Azt kaptuk, hogy

2:1}3—1—% had<ax <1
0 egyébként

fx(z) = {

(e) Mivel ismerjitk X perem-stiriiségfiiggvényét, igy

o0 ! 1 2 1 ,1%=t 1
E(X) :/OOx-fX(x)dx:/O x - (2m3—|—2> dx = [5305—#4302]:0_0: %

(f) Vegyiik észre, hogy mivel fxy(z,y) szimmetrikus z-re és y-ra, ezért Y perem-siiriiségfiiggvénye
felhasznalva X perem-siiriiségfiiggvényét

2x3+% ha0<z<1
0 egyébként

2y3+% hal0<y<1
0 egyébként

fx(x) = { & fy(y) = {

Ekkor lathaté, hogy fxy(z,y) # fx(x) - fy(y), ezért X és Y nem fiiggetlenek.
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2. Legyenek X ~ Uni(0,3) és Y ~ Uni(—1,4) fiiggetlenek. Hatdrozzuk meg az aldbbi val6sziniiségeket

@QPX<Y) OPX+Y<1) (PXY<1) (IPX=Y)

Megoldas Mivel tudjuk, hogy X ~ Uni(0,3) és Y ~ Uni(—1,4), ezért a siirliségfliggvényeik

fe(@) {; ha 0 <z <3
v(z) =

, ha -1 <y<4
.y & fr(y) = :
0 egyébként

1

5

0 egyébként

Tovabba mivel fiiggetlenek, ezért az egytittes stirliségfiggvényik fxy = fx(x) - fy(y), vagyis

1 4
= hal<z<3é-1<y<4
z,y) =14 .
fxy(@y) {0 eayébként

(a) Vegyiik észre, hogy a 3. dbra miatt

Y
(0,4) (3,4)
Yy=2a
(0,-1) (3,-1)

3. dbra. Az P(X < Y) valészintiség.

P(X <Y) //—dydx—f

(b) Vegyiik észre, hogy a 4. dbra miatt

Y
(0,4) (3,4)
y=1—=x -
(0,-1) (3,-1)

4. dbra. Az P(X +Y < 1) valdszinfiség.

1-z 1 2
PX+Y <1)= // —dydx—ﬁ.
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Y
(0’4) \ (374)
\
(0,—1) (3,-1)

5. dbra. Az P(XY < 1) valésziniiség.
(¢) Vegyiik észre, hogy a 5. dbra miatt

4, In(15)
P(XY < 1) dyd ~ dyd ~ 0.4323.
< //115‘7“”//115?”” 57 15

(d) Vegyiik észre, hogy a 6. bra miatt a slirliséget egy nulla mértéki (tertilet(i) halmazon (az y = x
egyenesen) kell integrélni, igy nulla lesz.

Yy
(0,4) (3,4)
Y=2x
(0,-1) (3,-1)

6. abra. Az P(X =Y) valésziniiség.

P(X =Y)=0.

3. Legyen X és Y egyiittes stirtiségfiiggvénye

¢c hal<zr<3és2<y<x
Py (@) = {0 egyébként '
(a) Mennyi c?
(b) Mennyi P(Y — X < 2)?
(c) Filiggetlen-e X és Y7
(d) Adjuk meg X és Y feltételes siirtiségfiiggvényét.

Megoldas
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7. dbra. Az (X,Y) értékkészlete.

(a) Mivel teljesiilnie kell (7. abra), hogy

00 00 3 r2z 3 =3
1= / / fxy(z,y)dyde = / / cdydxr = c/ 2 — 2dx = c[:v272:v} L= 4c,
—o0 J—00 1 J2 1 =

amibdl ¢ = i. Tovabba ez j6 is, hiszen a fliggvény nemnegativ marad.
Masképpen Mivel az egyiittes siirliség konstans, ezért az integrél a kék tartomanyon (7. abra)
a konstansszor a teriilet, vagyis ¢+ (2-4)/2 = 4c.

(b) Vegyiik észre, hogy (8. abra)

4 y_2,1;/

8. dbra. Az P(Y — X < 2) valésziniiséghez a sotétkék tartomanyon kell integralni a stiriiséget.

2x1 2+:vl
P(Y - X <2) // d:c—l—//

Masképpen Mivel az egylittes stirtiség konstans, ezért elég a 8. dbran a sotétkék teriiletet kisza-
molni és beszorozni a konstans értékével. Ekkor
1/1-2 1-1 7
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(c) Nem lesznek fiiggetlenek. Kiszamithatjuk a perem-stirtiségeket, és ellendrizhetjiik, hogy fx y (z,y) #
fx(x)fy(y). Azonban egyszer(ibb észrevenni, hogy amennyiben fiiggetlenek, akkor (X,Y") érték-
készlete egy négyzetre kell hogy essen, azonban az értékkészlet ebben az esetben nyilvanvaléan
nem egy négyzet.

(d) Hasznéljuk a 7. abrat. Ekkor Ran(X) = (1,3) és Ran(Y') = (2,6). Ekkor a perem-stirtiségek, ahol
nem nulla az értékiik

2z ] 1 1 , 31

3
fx(z) = , Zdy—§x—§ és fr(y) = ;yidx_i_

Azt kaptuk, hogy

1 1

533*5 ha1<35<3 L

% —3y ha2<y<6
0 egyébként

fx(z) = {

0 egyébként
Ekkor a feltételes-stirtiségfiiggvények, ahol értelmesek és nem nullak

1 1

1 2 1 !

= és  fyix(ylz) =
%_%y 6—y \(‘)

fX|Y($\y) =

Azt kaptuk, hogy fix 2 < y < 6 esetén

fxy (zly) = {

illetve fix 1 < & < 3 esetén

ha 2 <y <2z

1
) = 2x—2
Frix(ylz) {o cgyébként

4. Legyen X, Y egyenletes eloszlast azon a négyszogon, melynek csicsai: (1,1),(3,1),(3,2), (1, 2).
(a) Mi lesz az egyiittes eloszlas?
(b) Mik a peremstirtiségek?
(c)
(d)

Mik a feltételes stirtiségek?
Mik a varhaté értékek?

Megoldas

(a) Vegytk észre, hogy a négyszog (9. abra) tertilete 2- 1 = 2, igy mivel az eloszlas egyenletes a négy-
zeten, a négyzeten konstansnak kell lennie, azon kiviil pedig nullanak. Ekkor mivel a négyzeten
vett integralnak egynek kell lennie és a teriilete 2 egybol adédik, hogy

L hal<z<3él<y<?

2
r,y) =
Jxy (@,y) {0 egyébként

(b) Mivel Ran(X) = (1, 3), ezért = € (1,3) esetén

egyébként nulla. Ezért X perem-stiriiségfiiggvénye

fx(@) {% hal<x<3
X = .

0 egyébként
Teljesen hasonlé médon Y perem-siiriségfiggvénye

fy(y)—{l ha1<y<2.

0 egyébként

Innen az is lathatd, hogy X ~ Uni(1,3) és Y ~ Uni(1, 2) fiiggetlenek.
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9. abra. Az (X,Y) par értékkészlete.

(c) Kihasznalhatjuk, hogy mivel X és Y figgetlen fxy(z,y) = fx(z) - fr(y), ezért a feltételes
stirliségfiiggvények (fix 1 <z <3 és 1 <y < 2 esetén)

h
Fx (aly) = fx(x) = I hal<y<2

0 egyébként

I hal<az<3
0 egyébként

& fyixWlz) = fr(y) = {

(d) Hasznéljuk ki, hogy X ~ Uni(1,3) és Y ~ Uni(1,2), ezért

1+3 1+2 3
EX)=—=2 ¢ EY)=—=—.

=11 s Ey)=1i2-?

5. Legyen X ~ Exp(\). Tudjuk, hogy az X = z feltétel mellett YV eloszldsa Exp(z). Mi lesz X és Y

egylttes strliségfiiggvénye?

Megoldas A feladat szévege szerint ismerjiik az alabbiakat

re ™ hay>0

(@) = {)\e_)‘m haz >0

és T) =
0 cgyébként Frix(ylz) {

0 egyébként

Masfeld] tudjuk, hogy fx.y(z,9) = fyix(yle) - fx (), czért

ey (@) Az e * ) haz>06ésy >0
X,Y\Z, = .
YY) cgyébként
6. Az X és Y egyiittesen folytonos valészintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye minden 0 < z < 1 és |y| < 1
esetén 5
xy° +x
FX,Y (x7 y) = 2 :

Tudjuk, tovabbd, hogy X értékkészlete [0, 1] és Y értékkészlete [—1,1]. Adjuk meg annak a valdszinti-
ségét, hogy (X,Y) a (0,0),(0.5,0) és (0.5,—0.25) pontok altal meghatérozott haromszogbe esik.

Megoldas Mivel folytonosak, ezért az egyiittes stirtiségfiiggvény

2
0xdy
Figyelembe véve az értékkészletet azt kapjuk, hogy

3
Fxy(z,y) = iyz-

fX,Y(Jf,y) =

3y ha0<az<1é-1<y<1

.1', =
Jxy (@, y) {0 cgyébként
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Yy
(0,1) (1,1)
(3,0)
(0,03 2 x
. °
(E? _%)
(07 _1) (17 _1)

10. dbra. Az P((X,Y) € A) valdsziniiség.

Ekkor a keresett valdszintiség hasznalva a 10. dbrat

1 0 1 =0 1
2 3 21 Y 2 1 1 2 1
P((X,Y) € A) = 3.2 :/ 3] _ [l _{4} E—
(X.¥) e n) /0 /_lz 2Y dy dz 0 [2y 1 de 0 16" de 64" |, 1024
1 y 1z x=0

7. Az (X,Y) folytonos valészintiségi vektorvaltozo egyenletes eloszldst az a-tengely és az y = sin(x)
szinuszgorbe &altal a (0,0) és a (m,0) pontok kozott hatarolt tertleten.

(a) Hatdrozzuk meg X és Y egyiittes stirtiségfiiggvényét.

(b) Hatarozzuk meg X perem-stirtiségfiiggvényét.
Megoldas

(a) Mivel X,Y egyenletes egy tartoméanyon (11. dbra), aminek a teriilete

Y

1 N

11. dbra. A tartomény, ahol (X,Y") egyenletes.

/7r /Sin(z) ldydr = /7r sin(x) dz = [~ cos(x)];—g = cos(0) — cos(m) =1 — (1) =2
0o Jo 0 - |
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ezért az egyiittes slriségfiiggvény a tartomanyon kivil nulla, a tartomanyon pedig a teriilet

reciproka. Azt kaptuk, hogy

ha 0 <z <7és0<y <sin(x)

O o=

T,y) =
Sy (@.y) { egyébként

(b) Vegyiik észre, hogy Ran(X) = [0, 7], ezért = € [0, ] esetén

0o sin(z) 1 1
fx(z) = /_Oo fxy(z,y)dy :/0 S W= §Sin(9€)7

ezen kiviil pedig nulla. Vagyis X perem-siiriiségfiiggvénye

2

0 egyébként

fX(m):{lsin(x) haOSxSW.



