Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. november 11.

10. Gyakorlat
Kovariancia, korrelacié, feltételes varhaté érték és feltételes variancia

Kovariancia és korrelaci6

Definicié (Kovariancia) Az X ésY waldsziniiségi vdltozok kovariancidja
Cov(X,)Y)=E[(X —EX))- (Y —E(Y))] =E(XY) —E(X) -E(Y).
Allitas Amennyiben X ésY figgetlen valdsziniiségi vdltozok, akkor Cov(X,Y) =0.
Allitas Teljesiilnek az aldbbiak.
1. Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

(X,

2. Cov(aX1+bXo+¢Y)=a-Cov(X1,Y)+b-Cov(Xsa,Y)

3. Cov(X,aY1 +bYa+c¢) =a-Cov(X,Y1)+b- Cov(X,Ys)
(X,

4. Cov(X,X) =D?*(X)
Kovetkezmény Teljestilnek az aldbbiak.

1.

Cov(ZazXz,Zb Y) = ZZa b;Cov(X;,Y;).
i=1 = i=1j=1

2. Amennyiben X1, Xo, ..., X, figgetlenek, akkor

D?(X; 4+ Xo +--- + X,,) = D*(X1) + D?(Xy) + - -- + D*(X,,).

Definicié (Korrelacidé) Az X ésY waldsziniiségi valtozok korreldcidja

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = D(X) D(Y)

€ [-1,1].

Megjegyzés A korreldcid a linedris dsszefiiggéség mérdszama. Mivel kézelebb van |Corr(X,Y)| az 1-hez,
anndl erdsebb a linedris kapcsolat X és'Y kézott. Amennyiben nulla, akkor a két vdltozo linedrisan figgetlen
(vagy mdsképpen korreldlatlan). Amennyiben —1 vagy 1, akkor a két valdtozd kézott determinisztikus linedris
kapesolat van (vagyis Y = aX + b, ahol a # 0 eldjele a korreldcid eldjelétdl figg).

Feltételes varhatd érték és variancia

Definicié (Feltételes varhaté érték) Legyenck X ésY egyiittesen definidlt valdsziniiségi vdltozok. Ekkor
X wvdrhato értéke az'Y =y feltétel mellett
E(XY =y).

Megjegyzés Amennyiben X ésY egyiittesen folytonos, akkor
(0.9]
EXY =y) = [ o fpy(aly) do
—o0

Definicié (Feltételes variancia) Legyenek X és'Y egyittesen definidlt valdsziniiségi vdltozok. Ekkor X
variancidja az Y =y feltétel mellett

D*(X[Y =y) = E(X?|Y = y) —E(X]Y =y)°.
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Feladatok

1. Kétszer dobunk egy szabdlyos dobdkockaval. Jelolje X a hatosok, Y pedig a paros eredmények szamat.
(a) Adjuk meg X és Y kovariancidjat.
(b) Adjuk meg X és Y korrelacidjat.

Megoldas Kordbban mér kiszdmoltuk az egyiittes eloszldst (4. feladatsor 7-es feladat). Ekkor az

egylttes eloszlastablazat a peremeloszlasokkal egyiitt.

X

S o 2] e
9 9

AR U

I %1319 3

2 4147101 9
36 | 36 | 36 36
25 110 ] 1

px(*) |5 |36 361 1

(a) A kovariancia
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

A szorzat varhaté értékét mar kiszamitottuk (4. feladatsor 7-es feladat), ami

1

E(XY)=—-.

2

A két varhatd érték tovabba
25 10 1 12 1
(%) 036+ 36+ 36 36 3
9 18 9 36

EY)=0-—+1-—+2-—=_—-=1

36 36 36 36

Ekkor a kovariancia

1 1 1
CoviX,)Y)==-—=--1=—.
(b) A korrelaci6
Cov(X,Y)
C XY)=—""~.
orrXY) = By
A két mésodik momentum
25 10 1 14 7
E(X?) = 0° 2,20 192, & _ 2 _ 0
(X% 36 + 36 36 36 18’
9 18 9 54 3
EY?H=0% —+12. —+2%. — = =2
(¥) 36 + 36 36 36 2

A két szoras ekkor

18

2
D) =2 2= V2

2 2

A korrelécié innen .
= 5
Corr(X,Y) = ——0— = \5[ ~ 0.4472.
5 7

X és Y kozott tehat egy gyengébb pozitiv linearis kapcsolat van.
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2. Legyen X olyan valdszinfiségi valtoz6, amire E(X) = 2, E(X?) = 5 és E(X?) = 14. Szamitsuk ki
Cov (X, X? —4X + 4)-et. Fiiggetlen-e X — 2 és (X — 2)2?
Cov (X, X* —4X +4) = E(X(X? - 4X +4)) — E(X)E(X? - 4X +4)
= E(X? - 4x? 4 4X) - B(X) (E(X?) - 4E(X) + 4)
= E(X?) - 4E(X?) +4E(X) - E(X) (E(X?) - 4E(X) + 4)
—14-4-54+4-2-2-(5—4-2+4)
= 0.

(X —2) és (X — 2)? fiiggetlenségéhez vizsgaljuk meg a kovariancidjukat

Cov(X —2,(X - 2)2) - Cov(X 2. X% 92X + 4) - cov(X, X2 2X)
= E(X(X? - 2X)) - E(X)E(X? - 2) =E(X?) - 2B(X?) - E(X) (E(X?) - 2)
=14-2-5-2-(4—2)=0.
Azt kaptuk, hogy a kovariancia nulla. Azonban ebbdl nem kovetkezik, hogy fiiggetlenek is. Ezért
tovabbi vizsgalat sziikséges. Amennyiben (X — 2)? konstans, akkor nyilvanvaléan fiiggetlen X — 2-t6l.
Amennyiben (X —2)2 nem konstans, akkor nem lehet fiiggetlen X —2-t61. Ehhez tegyiik fel, hogy ekkor

fiiggetlenek lennének. Ekkor nyilvan | X — 2| és /(X — 2)? is fiiggetlenek, amibél a fiiggetlenséget és
azt, hogy | X — 2| = /(X — 2)? haszndlva minden ¢ € R esetén

(X — 2| gt):IP’(X—2|§t, (X—2)2§t>
_P(X -2 < t)IP’( (X —2)2 < t) — (X — 2| < 1),

Vagyis | X — 2| eloszlasfiiggvénye csak a 0 és 1 értékeket veszi fel. Vagyis | X — 2| konstans. De ekkor
(X —2)? is konstans, ami ellentmondés. Igy ebben az esetben X —2 és (X —2)? biztosan nem fiiggetlenek,
annak ellenére, hogy a kovarianciajuk nulla.

3. Legyen X ésY olyan valdszintiségi valtozok, amikre D?(X) = 4, D?(Y) = 9, tovabba Cov(X,Y) = —3.
Adjuk meg az aldbbiakat.
(a) Corr(X,Y)
(b) Cov(2X —Y,3Y — 2X)
(c) D}(5X —2Y)

Megoldas
(a) A korreldcié definicidja alapjin

_Cov(X)Y) -3 1
Corr(X.Y) = 5x)b(v) ~ Vi Vo~ 4

(b) A kovariancia azonossigait haszndlva
Cov(2X —Y,3Y —2X) = 6Cov(X,Y) — 4D*(X) — 3D*(Y,Y) 4 2Cov(Y, X)
=6-(—3)—4-4-3-94+2-(-3)
= —67.
(c) Ugyancsak a kovariancia azonossigait hasznalva
D?(5X — 2Y) = Cov(5X —2Y,5X — 2Y)
= 25D?(X) — 20Cov(X,Y) + 4D?*(Y)
=25-4—-20-(-3)+4-9
= 196.
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4. Legyen X és 'Y egyiittes striuségfiiggvénye az alabbi.

fX,Y(xv -

- 223 +3%) had0<zr<lésO<y<l
Y7o egyébként

a) Hatérozzuk meg Cov(X,Y) értékét.

(a)

(b) Hatarozzuk meg Corr(X,Y) értékét.
)
)

(c) Mennyi E(X|Y = y)?
(d) Mennyi D*(X|Y = y)?

Megoldas Kordabban mar kiszdmoltuk a perem-siirtiségfiiggvényeket (9. feladatsor 1-es feladat). Ekkor

23:34-% hal<zx <1
0 egyébként

2y3+% hal<y<1
0 egyébként

fx(x) = { ¢ fy(y)= {

(a) A kovariancia
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Korabban mar kiszamoltuk X varhaté értékét. Mivel X és Y eloszlasa ugyanaz (a siiriiségfiige-
vényeik megegyeznek), igy Y-nak is ez a varhaté értéke

13

A szorzat varhatd értéke
o0 [e’s) 1 1
E(XY) = / / zy - fxy(@,y) dyde = / / zy - 2(2° +y°) dy dz
o0 J—oo o Jo

y:1 1 2 1 1 r=1 2
—/ [ffy‘i' xy} dw:/0m4+5xda::{5x +5x2L:o:5'

y=0
Innen a kovariancia 5 13 13 9
Cov(X,)Y)=-—— -
5 20 20 400
(b) A korrelacié
Cov(X,Y)
C XY)=——"-""~.
oY) = ), DY)

Az X mésodik momentuma

1 1 1 1 0=t 1
N e R
(X#) 03: IL‘-|-2 dx 3% +6:r T

amibdl a szoéras

2
s = L () -
20 20
Mivel Y eloszlasa megegyezik X eloszlasaval, igy
V31
D(Y) = D(X) = XL
20
A korreldcié ekkor 0
— 00 9
_ 00  _ 7 o _
Corr(X,Y) = N T 0.2903.
20 720

X és'Y kozott egy gyenge negativ linedris kapcsolat van.
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(c) Hatarozzuk meg X feltételes siirliségfiiggvényét az Y = y feltétel mellett, ahol 0 < y < 1.

fxy(z,y) %f’f) ha0 <z <1
fxpy(aly) = === = 2 = '
fr(y) 0 egyébként

Ekkor a feltételes varhato érték fix 0 < y < 1 esetén

E(X’Y:y):/ HT'fX\Y(x’y)dﬂf:/O T (2y3+1)da;
o i
-5 [2x5+x293r21= sty _lwed
2y3 +1 15 e=0 205 +35  20y3+5

(d) Az X feltételes masodik momentuma fix 0 < y < 1 esetén
00 1 2($3 _|_y3)
E(X2Y = :/ 22 Frrv (@ dm:/xZ.i
(W =y) = [ Fxw(ely) L
1 {1 6 233r=1 T+28 4P 42

= T+ -z = .
s+ 1137 T3 L T 2T T 12843

Ekkor a félételes szorasnégyzet fix 0 < y < 1 esetén

DX(X|Y =y) = E(X?|Y = y) - B(X|Y =y)’

C4fr2 (10g8 14\ 2 5045+ 304° + 1
123+ 3 20y3 +5

T (4P 1)2

5. Legyen X és Y egyiittes stirliségfiiggvénye az alabbi.

L ha0<x<1ésm<y<%

z,y) =4 %
fxy (@) {o egyébként

(a) Hatdrozzuk meg a perem-siiriiségeket.

(b) Hatarozzuk meg X és Y varhato6 értékét és szérasat.
(c) Hatarozzuk meg Cov(X,Y) értékét.

(d) Hatarozzuk meg Corr(X,Y) értékét.

(e) Fiiggetlen-e X és Y7

(f) Hatarozzuk meg X és Y feltételes siirtiségfiiggvényét.
(g) Hatdrozzuk meg a feltételes varhato értékeket.

(h)

h) Hatarozzuk meg a feltételes variancidkat.
Megoldas
(a) Vegyiik észre, hogy Ran(X) = (0,1) és Ran(Y') = (0,00) (1. abra).

Ekkor 0 < x < 1 esetén

fx(z) = /O:O Ixy(z,y)dy = j Zlydy = B In(y)

Azt kaptuk, hogy az X perem-siirtiségfiiggvénye

Frlz) = {—ln(;r) ha0 <z <1

0 egyébként
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0 1

1. dbra. Az (X,Y) értékkészlete.

Tovabba 0 < y < 1 esetén

fr(y) = /_O:o [xy(z,y)de = /Oy21ydy = %7

illetve 1 < y esetén
1

[eS) 1 1
y)/me’Y(x’y)dx_A %dy—@

Azt kaptuk, hogy Y perem-siirtiségfliggvénye

% had<y<1
fr(y) = ﬁ hal <y
0 egyébként
(b) Az X véarhato értéke parcialis integralassal
! 1 e=b g 1,177t 1
E(X) = / z-(—In(x))dr = {—x2 : ln(x)} + | -xdr= [xﬂ = -.
0 2 =0 0 2 4 =0 4
=0
Az Y varhaté értéke
1 1 © 1 1 1 f1

()/Oy2y+/1y2y2 4+2/1yy
Ekkor E(Y') = oo értelmes, mivel Ran(Y) = (0, c0).
Ekkor az X mésodik momentuma parcidlis integralassal

1 1 =1 1

E(X2> :/0 22 (—1n(z)) dx [—33:3 In(x } +/ —2tde = { 3} L =g
=0
Innen X variancidja és szérasa
1 (1N 7 T VT
D*X)=-—(~) =~ & DX) =4/~ =~
0=3 <4> m & POV

Mivel E(Y) = oo, ezért D?(Y) nem létezik.
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(¢) Mivel E(Y') = o0, ezért Cov(X,Y) nem létezik. A szorzat varhaté értéke ennek ellenére létezik

Lrs 1 Lrsl 11 /1 11 4% 1
E(XY):/O/ xy-deyd:c:/O/ 2xdyd:1::/02x<$—x)dx:{2x—6x3] Nt

(d) Mivel Cov(X,Y) nem létezik, ezért Corr(X,Y) sem létezik.
(e) Vegyiik észre, hogy

—3In(z) ha0<z<lé0<y<l1
fx (@) fy(y) = —ﬁln(x} hal<ax<lésl<y ;
0 egyébként
ezért fxy(z,y) # fx(x) - fy(y), vagyis X és Y nem fiiggetlen. Onnan is lathat6, hogy (X,Y)
értékkészlete nem egy téglalap.

(f) Az X feltételes siirliségfiiggvénye, amennyiben 0 < y < 1, akkor

1
fxy(z,y Z hal<z<y
rlaly) = P 4
vy 0  egyébként.
Tovabba amennyiben 1 < y, akkor
1
fxy(@,y) 2 hal0<a <y

[

fX\Y(x’Z/) =T N T2
fr() 0 egyébként.
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy
i. Ha0<y<1
fxy(z,y L hao<z<y
Farlaly) = 2B _ b0 <
Ty (y) 0 egyébként.
Vagyis ekkor X|Y =y ~ Uni(0, y)
ii. Hal <y
Ixy(z,y) {y ha 0 <z < %

ol = SXr (@)
P @ly) = =505 0 egyébként.

Vagyis ekkor X|Y =y ~ Uni(0,y~ 1)
Az Y feltételes stirtiségfiiggvénye, amennyiben 0 < x < 1, akkor

Sxy(@y) _J—mmm hPar<y<g
0 egyébként

(g) Az X feltételes varhaté értéke
i. Ha0<y<1

ii. Ha 1l <y

E(X|Y =y) :/0 z-ydr = {y:rﬂ x_; = 1 = E(Uni((),y_l)>.

Azt kaptuk, hogy
1
sy ha0<y<1
E<X|Y=y>={21 . .
% al<y

Az Y feltételes varhatd értéke 0 < x < 1 esetén

1

s 1 % 1 .1'_% x2_$
E(Y|X = z) —/w y'—mdy— _/x 21n(z) dy = 2In(z) 2zIn(x)’
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(h) Az X feltételes variancidja
i. Ha 0 < y < 1. Mivel ekkor X|Y =y ~ Uni(0,y), ezért

2 y2
D*(X|Y =y) = .
(XIY =y) =33
ii. Ha 1 < y. Mivel ekkor X|Y =y ~ Uni(0,y~ 1), ezért
D?(X|Y =y) = —.
(XY =y) = 5

Osszefoglalva

1

=y hal0<y<1
D*(X|Y =) = {121 . .
o7 nal<y

Az Y feltételes méasodik momentuma 0 < z < 1 esetén

1 1
z 1 S 1
E(Y?X = :/ 2. d:—/ d
( | a:) . 4 2y In(z) 4 p y21n($) 4
1
IO A S|
| 4In(x) Y ~ 4In(z)  422In(x)’

Amibdl Y feltételes variancidja 0 < x < 1 esetén
DX(X|Y =y) = E(X?|Y =y) - B(X|Y =y)’

oot ? -z 2_(9:4—1)ln(x)—(33—1)2x2
T 422In(z) \2zln(z)) 422 1n(x) )




