Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. november 18.

11. Gyakorlat
Alapstatisztikak, paraméterbecslés, MLE

Alapstatisztikak

Definicié (Minta és statisztika) X, = (Xi1,...,X,) egy n elemd mintinak nevezzik, ha Xi,..., X,
fiiggetlen azonos eloszlast (f.a.e.) valosziniiségi vdltozok. A minta egy realiziacidja z, = (v1,...,x,) € R™.
A T, : R™ — R statisztika a minta egy figgvénye: T,,(X,,).

Definicié (Mintaatlag, empirikus variancia, korrigdlt empirikus variancia) 4z X, = (X1,...,X,)
minta esetén alapvetd statisztikik

o A mintadtlag

o Az empirikus variancia és szords

13 _
S2 — - > (X — Xn)? és
k=1

I

o A korrigdlt empirikus variancia €s szords

n

*2_
ST =

Egy konkrét realizdicion felvett értékek jeldlése:

1 & 1 v
_ _ 2 *2 _
n — L, 5 - k_xn y  Sn =1/ S pn =
n i n

k::l =

3

Paraméterbecslés

Definicié (Torzitatlan statisztika) Legyen X, = (X1,...,X,) minta egy 6 paraméteri; eloszldscsaladbol.
Azt mondjuk, hogy a T,, statisztika torzitatlan f(0)-ra, ha

E[T,(X,,)] = f(0)-

Allitas Legyen X, = (X1,...,X,) minta X egy 0 paraméteres eloszldasabol. Ekkor X, torzitatlan becslés
Eo(X)-re, S*2 torzitatlan becslés DE(X)-re és S*,, torzitatlan becslés Dy(X)-re.

Definicié (Maximum likelihood becslés - MLE) Legyen X, = (X1,...,X,) minta egy 0 paraméterd
eloszldscsalddbol. Ekkor 0 mazimum likelihood becslése az a 0, amire a likelihood fiigguénye Ly : R™ — RE
mazximdlis (amennyiben létezik) az adott x,, = (x1,...,xy) realizdcion.

o Amennyiben az eloszlds diszkrét
n
Lo(z1,...,2n) = H po(xk), ahol py az eloszlds silyfigguénye.
o Amennyiben az eloszlds folytonos

n
Lo(x1,...,xn) = H fo(xg), ahol fy az eloszlds striségfiiggvénye.

Megjegyzés Mivel In monoton figgvény, a mazimumhelyhez elég a log-likelihood fiiggvény mazimumdt
megkeresni. A log-likelihood fiigguény
lg = In(Ly).
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Feladatok
1. Legyen X eloszlasa az alabbi egy ismeretlen 6 paraméter esetén

260 1-6 2—40
]P)Q(X:O):f ]P)Q(XIQ):T, ]P)Q(X:?,):T_

Tekintsiik az z5 = (3,0, 2,0, 2) mintarealizaciét az eloszlasbdl.
(a) Adjunk a realizicié alapjan torzitatlan becslést X varhat6 értékére és szérasara.

(b) Adjunk a realizécié alapjan maximum likelihood becslést becslést f-ra.
Megoldas
(a) Torzitatlan becslés a varhaté értékre a mintadtlag az adott mintarealizacion

1 7

Torzitatlan becslés a szérasra a korrigdlt empirikus széras az adott mintarealizacion

ot = \/5; (3= 14)2 4 (0 — 14) + (2— 1.4)2 + (0 — 1.4)2 + (2 — 1.4)%)

~ 1.3416.

(b) A likelihood fiiggvény az adott realizacion

20\ (1-0\?/2-0\"
2,0,2) = | — .
£9(310a 707) <3> ( 3 ) ( 3 )
Ekkor a log-likelihood fiiggvény

19(3,0,2,0,2) = 2In (%f) +2n (1;9) n (2;0) .

Ekkor ennek a fiiggvénynek kell megkeresni a maximumhelyét a 0 < 6 < 1 intervallumon (mi-
vel ilyen 6 értékekre lesz a feladat szovegében szerepld fiiggvény valéban stlyfiiggvény). A log-
likelihodd fliggvény els6 derivaltja 6 szerint

d 3 3 3

el 202)=2.—".9249._ 7 . (—1 Y (1
_ 6 6, 3
-1 6 6-2

Ez alapjan keressiik meg, hol lehet lokalis széls6értéke

6—-1 6 6-2

15602 — 330 + 12 = 0,

aminek a gyokei

01 = 0 ~ 0.4597 és Oy = 1

Mivel 0 < 6 < 1, ezért csak

11 — /AT 11 + AT
+70 ~ 1.7403.

11-v41
10
johet szdba, mint lokalis szélséértékhely. Most vizsgaljuk meg, hogy valéban maximumhely-e. A
log-likelihood fiiggvény masodik derivéltja 6 szerint

01 ~ 0.4597

di 6 6 3
a2~ (0—1)2 62  (6—2)2
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minden 0 < 0 < 1 esetén, igy ez lokdlis maximum lesz. Végiil vizsgdljuk meg a hatarokat

lim 15(3,0,2,0,2) = —co  és lim 7y(3,0,2,0,2) = —oo,
0—04 0—1_

igy ez egy globalis maximum 0 < 6 < 1 esetén.
Azt kaptuk, hogy a MLE becslés az adott realizacié esetén 6-ra

~ 11 —+/41

Ekkor az eloszlasra az aldbbi a becslésiink
P,(X = 0) =~ 0.3065, Ps(X =2) =~ 0.1801 Psy(X =3) ~ 0.5134.
2. Egy 0 < 0 < 1 valésziniiséggel sikeres kisérletet az elsé sikerig ismétliink egymastél fliggetleniil.

(a) Adjunk maximum likelihood becslést f-ra tetszbleges realizécié esetén.
(b) Az z;5 = (4,3,4,1,10,6,5,2,2,3) 10 darab megfigyelés alapjan adjunk becslést -ra.

Megoldas

(a) A feladat szovege szerint X ~ Geom(€)-ra kell maximum likelihood becslést adni tetsz6leges
z, = (z1,...,r,) mintarealizicié esetén. Ekkor a likelihood fiiggvény

Lo(z,) = ﬁ P(X =z;) = ﬁ 6(1 — )1,

j=1 7=1

A log-likelihood fliggvény
lo(z,) = Zln(@) +(z; —1)In(1 —6)
j=1
=nln(f) —nln(l —0) + In(1 — 0) ij.
j=1

Ekkor az els6 derivaltja 6 szerint

d n n 1 &
dele(x")_9+1—0_1—0j§xj

n 1 "
) _1—9].2%"

ami pontosan akkor nulla, ha

0 n 1 1
e n ] =7 n ] —
=17 2 2=1%j  Tn

vagyis amennyiben 6 a mintaatlag reciproka. Vizsgédljuk meg a masodik derivaltat

d? n 1 -

i - = 1

462 lo(z) 022 (1—0)2 ]z:;(l"j ) <0,
[

>0

minden 0 < 6 < 1 esetén, igy itt lokalis maximuma lesz. A hatdrokban

Jim lo(z,) =00 & lim lp(a) = —o0,

igy ez globdlis maximum 0 < 6 < 1 estén, igy az MLE

.1
b=—

Tn
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(b) Az el6zbek alapjan elég a mintadtlagot kiszdmolni. Ekkor

Ty = 10(4+3+4+1+10+6+5+2+2+3)_4

Ekkor az MLE ezen a realizacion az elozo feladatrész szerint

A 1 1
0= — =-.
10 4

3. Legyen X eloszlasa egy ismeretlen 0 < 6 < 1 paraméter esetén az alabbi.
Po(X =k)= (k- 101 —-0)*2  k=234,...
(a) Mi az eloszldsa X-nek?
(b) Adjunk maximum likelihood becslést O-ra tetsz6leges realizicié esetén.
Megoldas

(a) A suilyfiiggvény miatt X ~ Negbinom(2, ), ahol 0 < 6 < 1.
(b) A likelihood fiiggvény tetszbleges z,, = (z1,...,T,) mintarealizicié esetén
n n
= X =ug;) = [[(z; - 1)0*(1 — )" 2.
= j:l

J=1

A log-likelihood fiiggvény

lo(z,) => [n(z; —1)+2In(0) + (z; —2)In(1 — )]
j=1
n n
=2nln(f) — 2nln(1 — 6) Z —1)+In(1-6 Z
J=1 J=1
Ekkor az els6 derivaltja 0 szerint
d 2n 2n 1 &
Bl - r - 4
26"\ ) = T 1 1—9;%
2n 1 &

ami pontosan akkor nulla, ha

0 2n 2 2
— n ST 1 n ] — —_
j=1Tj ﬁ Zj:l zj T

vagyis amennyiben 6 a mintadtlag reciproka. Vizsgdljuk meg a masodik derivaltat

d? 2n J

el - § .9

462 le(in) 02 (1 — 9)2 j:1($j ) <0,
—_———

>0

minden 0 < 0 < 1 esetén, igy itt lokalis maximuma lesz. A hatarokban

Jim lo() = —o0 & lim la(z,) = —o0,

igy ez globélis maximum 0 < 6 < 1 estén, igy az MLE
2

xn

=
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4. Legyen X, = (Xi,...,X,) egy n elemii f.a.e. minta, ahol § > 0 paraméter esetén a mintaelemek
stirliségfiiggvénye.

02ze % haxz>0
fo(z) = {

0 egyébként
Adjunk maximum likelihood becslést 0-ra tetszdleges realizacid esetén.

Megoldas A likelihood fiiggvény tetszdleges z,, = (x1,. .., z,) realizicié esetén
n
Lo(z,) = H Hzxje_exj,
j=1

amennyiben minden j = 1,...,n esetén x; > 0. Mds esetben konstans nulla, igy az MLE nem létezik.
Haladjunk tovabb az el6z6 esettel. Ekkor a log-likelihood fiiggvény

lo(z,) = z”: [2In(0) + In(z;) + —0z;]
j=1

=2nlIn(0) + Zln(xj) — Hij.
j=1 g=1

Az elsd derivalt
d omn &
@50(%) =5 jz::lxj,

ami pontosan akkor nulla, ha
2n 2

2i=1%j  Tn
Tovabbé a méasodik derivalt
d? 2n
Wle@n) =T <

minden 6 > 0 esetén, igy ez lokdlis maximum lesz. Tovabbé a hatarokon

91*1}61 l@(ln) = =00,

igy globalis a maximumhely. Az MLE tehat

5. Legyen X, = (X1,...,X,) egy n elemi f.a.e. minta egy 6 > 0 paraméterti eloszlasbél. Adjunk maxi-
mum likelihood becslést 0-ra tetszéleges realizacio esetén.

(a) Amennyiben az eloszlas Exp(6).
(b) Amennyiben az eloszlas Uni(0, 9).

Megoldas

(a) Az Exp(6) eloszlas stirtiségfiiggvénye

fe %% ha x>0
fo(z) = A
0 egyébként
A likelihood fiiggvény tetszdleges z,, = (x1,...,x,) realizacié esetén

£9($n) = H 66—6’2:]-’
j=1
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amennyiben minden j = 1,...,n esetén z; > 0. Mds esetben konstans nulla, igy az MLE nem
létezik. Haladjunk tovabb az el6z6 esettel. Ekkor a log-likelihood fiiggvény

lo(z,) =Y [In(0) — O]
j=1

n

=nln(f) — 0> ;.

J=1

Az els derivalt
d n L
@le@n) ) _jz:ll’ja

ami pontosan akkor nulla, ha

Tovabb4a a masodik derivalt
d? n

@lg(in) = 02 <0,

minden 6 > 0 esetén, igy ez lokdlis maximum lesz. Tovabba a hatarokon

01—1>I(I]1+ ZQ(in) = =00,

igy globdlis a maximumhely. Az MLE tehat

~ 1
0: "
Ty,

A Uni(0, 0) eloszlas stirtiségfiiggvénye

! hao<z<¥
fo(z) = .y :
0 egyébként

A likelihood fiiggvény tetszdleges x,, = (x1, ..., 2, ) realizicié esetén

07" haO<uxz; <6
0  egyébként

ﬁg(&n) = {

Ekkor amennyiben létezik j = 1,...,n, hogy x; < 0, akkor az MLE nem létezik, mivel a likelihood
fiiggvény konstans nulla. Amennyiben minden j = 1,...,n esetén 0 < z;, akkor vegyiik észre,
hogy 0 + 67" szigortian monoton csokken. Tovabba minden j = 1,...,n esetén x; < 0, ezért a
legkisebb 0, amire teljesiil az egyenlétlenség

0 = max{xy,...,zn},
ezért itt lesz maximalis Ly(x,,) ebben az esetben. Vagyis ekkor az MLE

0 = max {x1,...,2n}.



