Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. oktéber 28.

1. zh megoldasok

1. Tommy Shelby léversenyre fogad. A rajtold lovak 1/4-e fekete, 1/3-a pej és 5/12-e sziirke. A feketék
2/3-a, a pej lovak 1/4-e és a sziirkék 1/5-e tartozik Tommy favoritjai kozé. (Feltessziik, hogy minden
versenyen ugyanazok a lovak indulnak, a lovak és a versenyek fiiggetlenek egymastol.)

(a)

Ha a lovas listarél random valasztunk egyet, mi a valdszintisége, hogy egy favorit lesz? Ha valasz-
tottunkrol tudjuk, hogy favorit, akkor mi a valdsziniisége, hogy fekete? (3+3p)

Megoldas Legyenek az aldabbi események
F ={al6 fekete}, P ={alépej}, Sz={ald szirke}.

Ekkor tudjuk, hogy

P(P) = -, P(Sz):%.

Tovabba legyen
Fa = {a 16 Tommy favoritja} .

Ekkor tudjuk az alabbiakat is
2 1 1

Mivel F, P, Sz teljes eseményrendszert alkot, igy a TVT szerint
P(Fa) =P(Fa|F)P(F)+P(Fa|P)P(P)+P(Fa|Sz)P(Sz)

21 1.1 1 5
317137512
1
=3
Tovabba Bayes-tétele miatt
P(F|Fa) = P(Fa| F)P(F) _ 2.1 1

P(Fa)

Annak a valdszinlisége, hogy 5 versenybdl kettét Tommy favoritja nyer megegyezik annak a valé-
szintiségével, hogy 5 versenybdl csak egyet nyer. Mennyi annak a valészintisége, hogy 5 versenybdl
3 favorit nyer. Milyen eloszlasrél van sz6? (5+1p)

Megoldas Legyen X az 5 versenybdl azok szdma, amiket Tommy favoritja nyert meg. Ekkor a
feladat szovege szerint
X ~ Bin(5, p).

Tovabba tudjuk, hogy
5
<2>p2(1 —p’=P(X=2)=P(X =1) = <1>p(1 -p)*.

Vagyis az alabbi egyenletiink van p-re

10p*(1 — p)* = 5p(1 — p)*,

amit atrendezve
2p=1-np,

vagyis

A keresett valdszinliség
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()

Egyszerre legfeljebb 12 16 indulhat a versenyen és tekintsiikk 6ket egyforman esélyesnek. Mi a
valdsziniisége, hogy az elsé 3 helyezett kozott 2 fekete lesz. Milyen eloszlds ez? (3+2p)

Megoldas Mivel a feladat szerint a 12 16bdl 3 fekete, 4 pej és 5 sziirke indul, igy amennyiben Y
az els6 3 helyezett kozott a feketék szama, akkor

Y ~ Hypergeom(12, 3, 3).

Ekkor a keresett valdszintiség

)G _ 27
P(Y =2) = ==L ~o0.1227.
(¥=2) 220 ~ 127

Monaghan Boy Tommy egyik favoritja. Mi a valdsziniisége, hogy az 5. verseny lesz a 2. amit
megnyer? Milyen eloszlas ez? (3+1p)

Megoldas Mivel minden versenyt 1/12 valésziniiséggel nyer meg Monaghan Boy, ezért amennyi-
ben Z a mésodik megnyert verseny sorszama, akkor

1
Z ~ Negbinom (2, ) .
12

Ekkor a keresett valdszintiség

4 1\2/11\% 1331
P(Z =5) = — — ) = —/— ~0.0214.
( ) (1) (12) (12) 62208

2. A Shelby csaladhoz egymaés utan érkezo fegyverszallitmanyok kozott eltelt idé egymastol fliggetlen
exponencialis eloszlasd, egy hénap varhatd értékkel.

(a)

Mi a valdszintisége, hogy ha ebben a hénapban kaptak mar egy szallitmanyt, akkor kapnak még
egyet (ugyanebben a hénapban)? (4p)

Megoldas Legyen N(t) a t > 0 hénapig beérkezett fegyverszallitmanyok szama. Ekkor N (t) egy
Poisson-folyamat A = 1 intenzitdssal. Ekkor az egy hénap alatt érkezett fegyverszallitmanyok
szama

N(1) ~ Poi(1).
A keresett valdszinliség

P(N(1) > 2|N(1) > 1) = P(N(1) =2, N(1) >1) _ P(N(1)

2 N
P(N(1) > 1) P(N(1)>1) ~ 0.4180.

) 1—e!

2) l1—elt—e!
1

Mi a valésziniisége, hogy az idei 8. szallitmény mér megérkezik oktéber végéig? (3p)
Megoldas Az oktober végéig megérkezett szallitmanyok szama

N(10) ~ Poi(10).
Ekkor a keresett valdszintiség

7 k
1
P(N(10) >8) =1-P(N(10) <7)=1-> :eflo% ~ 0.7798.
k=0 ’

Mi a valdészintisége, hogy a kovetezo szallitményra még legaldbb 2 hénapot kell varni, ha mar
tobb, mint egy hénapja varnak ra? (3p)
Megoldas Legyen T a két szallitmény kozott eltelt id6 (hénapban). Ekkor a feladat szovege
szerint

T ~ Exp(1).

Ekkor az 6rokifjusdg miatt a keresett valdsziniiség

P(T>14+2[T>1)=P(T>2)=1-(1—-e"?)=¢"2%0.1353.
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3. Arthur Shelby felépiilése egy bokszmeccs utan egyenletes eloszlast 1,5 hét varhaté értékkel és % hét
szorassal. John Shelby felépiilése normélis eloszlasi szintén 1.5 varhaté értékkel és 0.1 hét szérassal.

(a) Melyikiiknél val6sziniibb, hogy felépiil 2 hét alatt? (7p)
Megoldas Legyen A Arthur és J John felépiilési ideje hetekben. Ekkor

A~ Uni(a,b),  J~ N(15,0.1%).

Tovabba tudjuk, hogy

a+b 1 b—a
1.5 =E(A) = — =D(4) =
W==%" B="W=1n
Innen a = 0.5 és b = 2.5.
A keresett valoszinliségek
1.5 3
P(A<2)=— =-=0.75.
(A<2) 5 1 0.75
J—15 2-15 J—1.5
P(J<2)=P < =P <5)=d(5) ~1.
(J<2) ( 01 — 01 ) < 0.1 —5) (5)

Vagyis John nagyobb valészintiséggel épiil fel 2 héten belil.

(b) Mi a valészintisége, hogy a 4. meccs lesz az elsé olyan meccse Arthurnak, amib6l max 1 hét alatt
felépiil? (5p)
Megoldas Annak a valészintisége, hogy egy héten beliil felépiil

. 1
P(Agl):o—jzzzo.%.

Ekkor amennyiben M az elsé meccs sorszama, ami utdn max 1 héten beliil felépiil, akkor
M~ G (1)
~ Geom | — | .
4
Ekkor a keresett valdszintiség

3\3 /1 27

4. Shelby kldnnal egy verekedés hosszanak a siirliségfiiggvénye f(x) = c-27%, ha z > 0 és 0 egyébként.

(a) Mennyi c? (3p)
Megoldas Az kell, hogy

amibdl
Ez jé, hiszen ekkor f nemnegativ marad.
Masképpen: Vegyiik észre, hogy

c-e 2T ha x>0
flz) = _y
0 egyébként

Vagyis V' ~ Exp(In(2)). Ekkor pedig a normalizdlé konstans

c=1In(2).
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(b) Mennyi a verekedés hosszanak a varhato értéke. (4p)

Megoldas Amennyiben V' a verekedés hossza, akkor parcialis integralas utan

> 200 < 1 1
IE(X):/O v @) 27 de = [~ 2] +/0 9T =04+ L =

~2 1.4427.
In(2) 1In(2) 7

Masképpen: Mivel V' ~ Exp(In(2)), ezért

(c) Mennyi a verekedés hosszénak a szérasa. (10p)
Megoldas A verekedés hosszanak a variancidja

1

D*(V) = E(V?) —E(V)? = E(V?) — @)

A maéasodik momentum parcialis integralassal és felhasznalva a korabbi eredményt

E(V?2) = /oon In(2) - 2% dz = [—xQ-z—x]H” +2/°oa:'2—f” —042 L~ EV)= 2.
0 =0 0 In(2) In?(2)
Amibél 5 1 1
D2 V)= - )
V) In?(2) 1n%(2) In?%(2)
innen pedig
1 1
D(V) = =




