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2. feladatsor
Elsorendii differencialegyenletek I

1. Elméleti 6sszefoglald

Mik is azok a differenciilegyenletek?

A mindennapi életben lejatszodo mozgasokat, folyamatokat és jelenségeket fliggvényekkel lehet leirni. Olyan
egyenleteket irhatunk fel, amelyekben a folyamatot leir6é fiiggvény és annak valahanyad rendii derivaltjai
szerepelnek. Az ilyen fliggvényegyenleteket differencialegyenleteknek nevezziik, és célunk a megoldasfiiggvény
megtalalasa. Az egyenletben szereplé legmagasabb derivalt rendjét a differencidlegyenlet rendjének hivjuk. A
differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa nem més, mint az osszes megolddst tartalmazé halmaz. Altaldban
ezt az altaldnos megoldést keressiik. Ugyanakkor vannak feladatok, melyekben egy tovabbi, tigynevezett
kezdeti feltételt kielégito, partikuldris megolddst keresiink. Egy differencidlegyenletet a hozza tartozd kezdeti
feltételekkel egyiitt Cauchy-feladatnak vagy kezdetiérték-problémanak neveziink.

A differencidlegyenletekkel kapcsolatosan felmeriild kérdéseink egyike, hogy milyen feltételekkel 1étezik egy-
altaldan megoldéas, és ha ezt mar tisztaztuk, akkor mikor mondhatjuk, hogy ez a megoldas egyértelmii. Mivel
a differencidlegyenletek csak kozelitik a valdsagot, de sosem irjak le pontosan, igy nem hivatkozhatunk arra,
hogy a megoldas azért 1étezik és egyértelmi, mert konkrét jelentéssel bir a gyakorlatban. Ugyanakkor pon-
tos matematikai tételek léteznek azzal kapcsolatban, hogy mely feltételek teljesiilése esetén lesz a Cauchy
feladatnak egyértelmii megoldasa. A tovabbiakban feltessziik, hogy a fliggvényeink kell6en "szépek', és a
megoldas létezését nem vitatjuk.

Els6rendii szétvalaszthaté valtozdju (szeparalhatd) differencidlegyenletek

Egy differencidlegyenletet elsérendi szétvalaszthatd valtozoju egyenletnek hivunk, ha felirhaté a kdvetkezo
alakban:

y = f(x)g(y)
A megoldds menete: El6szor megkeressiik azokat az azonosan konstans y fiiggvényeket, melyekre g(y) = 0.
Ezek megolddsok. A kovetkezd 1épésben felirjuk, hogy

(% = f(z)9(y),

majd pedig szeparaljuk az z-et és y-t tartalmazéd fiiggvényeket az egyenlet két kiilonbozé oldalara. Ezt
kévetGen integralunk, azaz felirjuk, hogy
1
—dy:/f(a;)dx.
/ 9(y)

Ha mindkét oldal integralhaté, akkor x és y kézott kapunk egy Osszefiiggést, amelybdl j6 esetben kifejezhe-
t6 y. (Amennyiben Cauchy-feladatot kell megoldani, tgy az adott feltételt kielégité partikuldris megoldés
meghatarozasara ezen 1épés utan van lehetéség.)

Elsorendii linearis differencialegyenletek

Egy differencidlegyenletet elsérendii linearis inhomogén differencidlegyenletnek hivunk, ha felirhat6 a kévet-
kez6 alakban:

y = p(x)y +q(x).
Ha a fenti egyenlet jobb oldalan ¢(z) = 0, akkor homogén elsérendii linearis differencidlegyenletiink van. Ez
pontosan a kovetkezd alakot jelenti: y' = p(x)y.
A megoldds menete: Az inhomogén egyenlet megoldasa két részbél all. El6bb megkeressiikk homogén
egyenlet altalanos megoldasat, majd ezt koveti az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak megke-
resése az allanddk varidlasanak moédszerével. Végiil ezeket sszeadva adédik az inhomogén egyenlet dltaldnos
megoldasa;:

YA = YA + Y1m,p-
(Amennyiben Cauchy-feladatot kell megoldani, ugy az adott feltételt kielégité partikuldris megoldds meg-
hatarozasara ezen lépés utdn van lehetéség.)
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* Egy tartdlyban 10 liter tiszta viz van, melybe literenként 0.25 kg sot tartalmazé oldat folyik be 2
liter /perc sebességgel. A befolyé oldat azonnal Gsszekeveredik a tartdlyban 1évé folyadékkal, és ez a
keverék ugyanazzal a 2 liter/perc sebességgel kifolyik a tartdlybol. Adjuk meg a differencidlegyenletet,
mely leirja, hogy a t idépontban mennyi s6 lesz a tartdlyban!

. Hatdrozza meg a kiévetkezd szétvalaszthaté valtozéju differencidlegyenletek dltalanos megolddsat!

(a) ¥ =3(z—-1)% b) =% © ¢ =@ +1e*

(d) % =sne () ¥ —1=Q2y+ay)y (f) 2(ey+a—y—1) = (z*—2z)y’
. Adja meg implicit alakban a kévetkezd szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenletek altalanos meg-

oldésat!

(a) (z+azy*)y =3 (b) wy =aPy+4dy—a2*—4
. Hatédrozza meg a kovetkez& Cauchy feladatok megolddsat (szétvilaszthato valtozéji egyenletek)!

(a) (x+1y=y—2, y(=3)=1 b) v =15 yl)=1

(¢) (@ -1y =2y, y(V2)=-1 (d) ylyde+azdy=0, y(1)=1

. Az i = 3(x — 1)%y differencidlegyenletet kielégits y fiiggvénynek mennyi lesz az értéke a 2 helyen, ha

y(l) =17

. Az y = (y® + 1)e 2" differencidlegyenletet kielégits y fiiggvénynek mennyi lesz az értéke a 1 helyen,

ha y(0) = 07

Szérjunk 8 gramm témegl anyagot olddszerbe. Az oldodas sebessége a még fel nem oldédott anyag
mennyiségével ardnyos. Az oldédast leiré differencidlegyenlet (C%/ = (8 — y), ahol y jeloli a ¢ idé alatt
feloldédott anyag mennyiségét. 1 perc mulva mennyi a feloldédott anyag mennyisége? (Segitség: a
differencidlegyenletet kell megoldani az y(0) = 0 kezdeti feltétellel, majd az ad6dé y(t) fiiggvény
segitségével valaszolni kell a feltett kérdésre.)

. Egy kezdetben 0°C-os testet kivisziink a szabadba ahol a hémérséklet 20°C'. Jelolje y(t) a test ho-

mérsékletét ¢ perc utdn. A Newton-féle hiilési/felmelegedési torvény szerint a test hémérsékletének
valtozasi sebessége aranyos a test és kornyezete hémérsékletének kiilonbségével. A kezdeti feltételt is
figyelembe véve ez azt jelenti, hogy y(t)-t a kévetkezé Cauchy probléma megolddsaként kaphatjuk:
y = —k(y(t) — 20); y(0) = 0 ahol £ > 0 egy a koriilményektdl fliggd ardnyossigi tényezd. 1 perc
elteltével megmérjiik a test homérsékletét, azt tapasztaljuk, hogy 10°C-os. Hany fokos lesz 2 perc
miulva?

. Szérjunk m téomegii anyagot oldészerbe. Az oldodas sebessége a még fel nem olddédott anyag mennyi-

ségével aranyos, azaz az oldédast leir6 differencidlegyenlet g—f = k(m — z), ahol x jeloli a t id6 alatt
feloldédott anyag mennyiségét, k ardnyossagi tényez6. Ha 1 perc alatt az anyag 20%-a olddédik fel,
akkor 3 perc alatt hany szazaléka? (Azaz x(0) =0, z(1) = 0,2m, z(3) =7)

Oldjuk meg az 1. feladat differencialegyenletét, majd valaszoljunk a kévetkezd kérdésekre: mennyi s6
lesz a tartalyban 10 perc milva? Mennyi lesz a s6 mennyisége a tartdlyban, ha nagyon sokdig magara
hagyjuk a rendszert?

Hatarozza meg a kovetkez6 elsérendii linearis differencidlegyenletek altalanos megoldasat!

(a) ¥y +azy—x=0 (b) cosz -y = —sinz -y + cos?x
(c) (22 +4)y —2zxy = (2% +4)%cosx (d) zy —F5=1

Hatarozza meg a kovetkez6 Cauchy feladatok megoldédsat (elsérendii linedris egyenletek)!
(a) y'cosz+ysinz=1, y(0)=1 (b) ay —2y=a3e*, y(1)=2

(¢) ay +2y=2" y(1)=-2 (@) ¢ +aPy=2? y(2)=1

Hatdrozza meg az 3y’ — 2y = 3e! els6rendfi linedris differencislegyenlet dltaldnos megoldésat!



