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5. feladatsor
Sajatérték, sajatvektor, diagonalizalas

1. Elméleti osszefoglald

Sajatérték, sajatvektor definicigja altalaban komplex elemii matrixokra

Legyen A = [a;;] egy komplex elemli n-edrendl (négyzetes) matrix. A komplex X szdmot az A mdtrix
sajatértékének nevezziik, ha létezik olyan v € C™ \ {0} vektor, amelyre Av = \v teljesiil. Az Av € C™\ {0}
vektort az A matrix A sajatértékhez tartozo sajatvektoranak hivjuk.

Az A = [a;j] komplex elemii n-edrendli métrix sajatértékeit gy hatarozzuk meg, hogy kiszamoljuk a
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karakterisztikus polinom gyokeit.
A definiciébdl is lathatd, hogy a négyzetes matrixok sajatértékei és sajatvektorai "parban' léteznek. A
definiciéban 1év6 egyenletet atrendezve kapjuk, hogy a A sajatértékhez tartozé sajatvektorok az

(A - )\In)ﬂ =0

homogén linearis egyenletrendszer megolddsai. Ennek az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van,
ezért a linedrisan fiiggetlen sajatvektorokat kell megkeresniink. Més széhasznélattal a A sajatértékhez tartozo
sajataltér egy bazisat keressiik.

Megjegyzés: A p()\) karakterisztikus polinom n-edfokt, igy az algebra alaptétele miatt (multiplicitassal
szamolva) n sajatértékiink van. A kiilonb6z6 sajatértékekhez linedrisan fiiggetlen sajatvektorok tartoznak.
Ugyanakkor ha példaul A\ egy 2-szeres sajatérték, akkor hozza tartozhat 2 linearisan fliiggetlen sajatvektor,
de az is el6fordulhat, hogy csak kevesebb linedrisan fliggetlen sajatvektor tartozik hozz.

Valés elemii matrixok

A Matematika EP1 targyban szerepelt, hogy az n-edrendii, valds elemli A métrix az R™ vektortér egy linearis
érdekesek azok a vektorok, melyek irdnya az adott linearis transzformacio soran nem véltozik, azaz érdekesek
a sajatérték-sajatvektor parok.
Fontosak a kovetkez6 allitasok:

e Ha A val6s matrixnak minden sajatértéke valds, akkor a sajatalterek bazisai felvehetOk tgy, hogy
minden koordinata valés legyen. Igy elég csak a valds sajatvektorokkal foglalkozni.

« Ha A valés szimmetrikus métrix (A = AT), akkor minden sajatértéke valés. (Ezzel az esettel foglalko-
zunk a legtobbet. )

e Ha A egy n-edrendil valés szimmetrikus matrix, akkor A-nak van n szamu, paronként ortogonalis,
linedrisan fiiggetlen sajatvektora. (Megjegyzés: Ez alapjan 3-adrend{ méatrixok esetében, ha ismeriink
két sajatvektort, akkor a harmadikat méar megkaphatjuk ezek vektoridlis szorzataként is.)

Diagonalizalas és hatvanyozas

A valés elemii n-edrendii A matrixot ortogonalisnak (ortonorméaltnak) nevezziik, ha A- AT = I,,, ahol I,, az
n-edrendi egységmétrix (vagyis az inverziik egyszeriien a transzponéltjuk). Konnyen latszik, hogy A akkor
és csak akkor ortonormalt ha oszlopvektorai egységnyi hossztiak és paronként ortogondlisok (természetesen
ugyanez igaz a sorvektorokra is).

Diagonalizalas: Egy n-edrendlii A matrix diagonalizalhat6, ha létezik egy olyan n-edrendii invertalhaté
C métrix, hogy a C~'AC szorzatmétrix diagonilis legyen. Egy n-edrendfi A métrix akkor és csak akkor
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diagonalizalhaté, ha van n linedrisan fliggetlen vy, v,, ..., v, sajatvektora. Ekkor a wv;,vs,...,v, oszlop-
vektorokkal rendelkezé C' matrixra, valamint a hozzajuk tartozé (nem feltétlenil kiillonb6z6) Ai, Az, ..., A\
sajatértékekre igaz a kovetkezd egyenlGség:

CLAC = diag(A\1, A2, ..., An)

Megjegyzés: A valds elemil n-edrendil szimmetrikus A méatrix esetében létezik olyan diagonalizalé C' matrix,
amely ortonormalt. Azaz ekkor az az egyenl6ség 4ll fenn, hogy CTAC = diag(A1, A2, ..., An).

Hatvanyozas: A diagonalizdlhaté A métrixra fenndllé fenti egyenléséget A = C - diag(A1, A2, ..., \y) -
C~! formaban is felirhatjuk. Indukciéval lathat6, hogy (diag(A1, A2, ..., A\,))* = diag(A¥, A5, ... \F), azaz

diagonalis matrix hatvanyozasanal csak a féatloban szerepl6 értékeket kell a megfelel6 hatvanyra emelniink.
Ez lényegesen megkonnyiti egy tetszéleges méatrix hatvinyozasat, hiszen ekkor:

AF = C - diag(\F A5, NF) .ot

2. Feladatok

1. Szamitsd ki a kovetkez6 2 x 2-es matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!
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2. Legyen V a sikvektorok szokésos vektortere. Ird fel a kovetkezd linedris transzformaciok matrixat,
majd hatarozza meg a sajatértékeit és sajatvektorait!
(a) orig6 koriili +90°-o0s forgatds;
(b) = =y egyenesre val6 vetités;

(c) = tengelyre vald vetités.

3. Szamitsd ki a kévetkez6 3 x 3-as szimmetrikus matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!
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4. Szamitsd ki a kévetkezd 3 x 3-as NEM szimmetrikus matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!
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5. Mely métrixok diagonalizdlhatok a fenti feladatokban? Hatarozd meg azt a C' matrixot (ha lehet, akkor
ortonormalt C-t adjon meg), ami diagonalizalja Sket, illetve hatarozd meg az A'? matrixhatvanyokat
is!



