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6. feladatsor
Kétvaltozos fliiggvények derivalasa

1. Elméleti 6sszefoglald

Kétvaltozos fiiggvények geometriai interpretacidja

Legyen D egy xy-sikbeli tartomany, f pedig egy D-n értelmezett, valds értéki fiiggvény, mely tetszOleges
D-beli (z,y) pontnak egy z = f(z,y) értéket feleltet meg. Az (x,y, f(x,y)) pontok dltal meghatérozott alak-
zat a haromdimenziés Descartes-koordinatarendszerben a fiiggvény geometriai megfeleléje, ezt a fiiggvény
grafikonjdnak nevezziik. A grafikont z = f(z,y) feliiletnek is nevezziik. A feliiletr6l akkor kapunk pontosabb
képet, ha megvizsgaljuk a szintvonalait és a koordindta sikokkal valé metszetgorbéit. Az xy-sik azon pont-
jainak osszességét, melyekben az f fliggvény ugyanazt a ¢ konstans értéket veszi fel, azaz f(x,y) = ¢, az f
fliggvény szintvonaldnak nevezziik.

Tekintsiik 4t a nevezetes feliileteket!

« Forgasparaboloid egyenlete (a legegyszertibb alakban): f(z,y) = x? 4+ 2. Ennck a szintvonalai
koncentrikus korok, az yz- és xz-koordinata sikokkal valé metszetei parabolak.

« Hiperbolikus paraboloid vagy nyeregfeliilet egyenlete (a legegyszertibb alakban): f(z,y) = y* —
22, Ennek a szintvonalai hiperboldk, az yz-sikkal valé metszete a z = y? konvex parabola, mig az
xz-sikkal valé metszete a z = —z? konkav parabola.

e R-sugaru félgomb egyenlete: z = /R? — (22 + y?).
o Forgaskip egyenlete: z = \/x2 + y2.

o Az y-tengelyii, R-sugaru félhenger egyenlete: z = vV R? — 22.

o Az egykopenyii forgashiperboloid egyenlete: z = /22 + 32 — 1.

« A kétkopenyii forgashiperboloid egyenlete: 22 — 22 — y? = 1.

Kétvaltozos fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

A hatarérték definicidja:
lim  f(z,y)=A4
(z,y)—(z0,0)
akkor és csak akkor, ha minden (zy,yn) — (2o, yo) pontsorozatra fenndll, hogy f(xn,yn) — A. Megjegyzés:
az egyvaltozos fliggvények esetén tanult hatarérték miiveletek ebben az esetben is igazak.
A z = f(z,y) kétvaltozos fuggvény folytonos az értelmezési tartomany (xg,yo) pontjaban, ha létezik a
hatarérték ebben a pontban és ez egyenlo a fiiggvény ebben a pontban felvett helyettesitési értékével, azaz:

lim  f(z,y) = f(z0,90)-
(z,y)—(z0,y0)

Egy fiiggvény folytonos, ha folytonos az értelmezési tartomanya minden pontjaban.

Parcialis derivalt, érintosik

Egy f(x,y) figgvényt igen konnyii az egyes valtozéi szerint derivalni, mert ilyenkor a masik valtozdt rogzi-
tettnek képzeljik, és csak a széban forgd valtozéd egyvaltozds fliggvényének tekintjlik a fliggvényt.
Az f(z,y) figgvény (xo,yo) pontbeli, x viltoz6 szerinti parcidlis derivéltja:

f(xo+h,y0) — f(x0,%0)

fa(@o, yo) = }LU_% N .

Hasonléan az f(z,y) fliggvény (xo,yo) pontbeli, y valtoz6 szerinti parcidlis derivéltja:

f;(mo,yo) — %/1_% f(l‘()a Yo + h}i — f(SUQ,yO).
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Az f(x,y) figgvény (xg,yo) pontbeli, z-szerinti parcidlis derivaltjanak geometriai jelentése nem mas, mint
a z = f(x,y) felillet és az y = yo egyenletli sik metszésvonala érint&jének meredeksége az (¢, yp) pontban.
(Hasonléan értelmezhetd az y-szerinti derivalt is.)

Parcialis derivaltakkal konnyt felirni a z = f(z, y) felilet (o, yo, f(z0, y0)) pontjdban az érintésik egyenletét:

— f(z0,90) = fu(z0,%0)(x — 20) + fy(x0,y0)(y — %0)-

Megjegyzés: a magasabb rendi parcidlis derivaltak jelolése és jelentése is teljesen hasonl6 az elsérendi deri-
valtakhoz. Azaz példaul:

" (ey) = (Fule,9),

Young-tétele szerint ha f(z,y) és parcilis derivaltjai léteznek és folytonosak egy nyilt tartoméanyon, ami
tartalmazza az (o, yo)-t, akkor fy (w0, v0) = fyz(0,y0) teljesiil.

2. Feladatok

1. Ismerd fel az 4brazolt nevezetes felilleteket!

20 20
5
0 0
—20 —20
0 5 5 5
—5 —5 —5
0 0 0 0 0 0
5 5 5 5 5 5

2. Hatarozd meg a kovetkezo fliggvények értelmezési tartomanyat, elsorendii parcialis derivaltjait és azok
értelmezési tartomanyat!

(a) f(z,y) =2 +y° - 3zy (b) f(z,y) =¥

(¢) flz,y)=9*In NG (d) f(z,y) = arcsin (¥)

(e) flz,y)= % )  f(zy) = e;;:;;

(&) f(z,y)==ztg(z+y) (h)  f(z,y) = zln(z? + y?)

(i)  flz,y) =In/aTy! G)  f(z,y) = 2% — 5oy + 3y? — 6z + Ty + 8
(k) f(z,y) = tg(3z — 5y) 1) flz,y) = Va3 —5a?y +y*

(m) f(z,y) = e’ sinz—y?z?

3. Hatarozd meg a kovetkezé fiiggvények méasodrendii parcidlis derivéaltjait! Ellendrizze le, hogy valéban
teljesiil az f;, (z,y) = f,.(z,y) egyenléség!

(a) flry)=e" (b) flr.y)= 2 () floy)=y—ae'+a
(d)  f(z,y) =In(z +eY) (e) f(z,y) = arctg(x +y) 6 flz,y)=aY

4. Ird fel az alabbi feliiletek érintésikjanak egyenletét a megadott pontban!
(a) f(z,y) =522 —22y+3y>+52—6és Py(1,—1) (b) f(z,y) = (2% — 62)(y? — 4y) és Py(1,2)
1

() flw,y) = arcsin (Z) és Py(1,2) (A)  flz,y) = (2> +y®) In(zy) és Fy(2,1/2)
(e) f(zyy) = xtgy ytgx és Py(m/4,0) (f)  f(z,y) =3y + e + 2yarctg 7 és Py(0,1)
(&) f(r.y) = iy & Py(1,1)

5. Hatdrozd meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2,—1,3) ponton és parhuzamos az

f(z,y) = cos(x? + y?) feliilet 2o = ‘F, Yo = \F koordinataju pontjahoz tartozd érintdsikkal.
6. Az f(x,y) = In(xy) feliiletnek mely pontjaiban parhuzamosak az érintésikok az x + y + z = 0 sikkal?

7. Az f(z,y) = 2% — 2xy + 3y? — 5z + 3y — 5 feliilet mely pontjaiban vizszintes az érintésik?



