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6. feladatsor
Kétvaltozos fliiggvények derivalasa

1. Ismerd fel az 4brazolt nevezetes feliileteket!

20 20
5
0 0
—20 —20
0 5 5 5
-5 -5 -5
0 0 0 0 0 0
5 5 5 5 5

Megoldas A feliiletek az aldbbiak (a képeken szereplé konkrét fiiggvényekkel egytitt).
(1) Egykopenyti forgashiperboloid: f(z,y) = /22 + y? — 4.
(2) Nyeregfeliilet: f(x,y) = y? — 22
(3) Lefelé nyitott forgasparaboloid: f(z,y) = 25 — 2% — y>.
(4) Kétkopenyti forgashiperboloid: f(x,y) = /22 + y% + 5).

2. Hatarozd meg a kdvetkez6 fliggvények értelmezési tartomanyat, elsérendii parcialis derivaltjait és azok
értelmezési tartomanyat!

(a) f(z,y) =2+ y° — 3y (b)  flz,y) =¥

(©) fla,y) =y lnr (d) f(x,y) = arcsin (¥)

(&) fla.y) = mse (0 fl@y) = Sgy

(&) flz,y)==wztg(z+y) (h)  f(z,y) = zIn(2? + ¢?)

(i) flz,y) =In/zTy! () f(z,y) =a2* —bxy+3y* — 62+ Ty + 8
(k) f(z,y) = te(3z — 5y) 0)  flz,y) = Va® =52y +yt

(m) f(z,y) = " sino—v’e’

Megoldas

(a)
fz,y) = 32> + 3y* — 3ay

Az értelmezési tartomény az egész sik lesz.
A parcidlis derivaltak

ami értelmes a stk minden pontjaban.

ami értelmes a stk minden pontjaban.

(b)
flz,y) =Y

Az értelmezési tartomény azon (z,y) parok halmaza, ahol x > 0, kivéve az x = y = 0 pontot.
A parciélis derivaltak

f;;:(xa y) =Yy :Ey_la
ami értelmes, ha = > 0, kivéve az x = y = 0 pontot.

fylx,y) = In(x) - 2¥,

ami értelmes, ha = > 0.
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(c) )
flz,y) =y Inzy
Az értelmezési tartomény azon (z,y) parok halmaza, ahol zy > 0.

A parcidlis derivaltak

fo(z,y) =y*-

ami értelmes, ha zy > 0.

fo(@,y) =2y -In/zy +y* -

ami értelmes, ha zy > 0.

T

f(z,y) = arcsin (y)

Az értelmezési tartomany azon (z,y) parok halmaza, ahol —1 < ¥ <1 és z # 0.
A parcidlis derivaltak
1 —y
/ f— P —
fo(@,y) = ﬁ 22
x2
ami értelmes, ha —1 < £ <1 és z # 0.
1 1
, = — ¢ —
fy(xa y) - 1_ ﬁ .’L"
x2
ami értelmes, ha —1 < £ <1 és z # 0.
) 3
x’eY
fz,y)

1 +4sinz + 92

Az értelmezési tartomdany azon (x,y) parok halmaza, ahol (z,y) # (k- m,0).
A parcidlis derivaltak

Fz,y) = 3z%e¥ (1+sinz + y?) — 23e¥ - cosz
o (1 +sinz + y2)? ’

ami értelmes, ha (z,y) # (k- 7,0).

eV (1+sinz +y?) —abeV -2
z’e sinT + y z’e Y
folz,y) = ( )

(1 +sinz + y2)* ’
ami értelmes, ha (z,y) # (k- m,0).
(f)
62:0—3y

Az értelmezési tartomény azon (z,y) parok halmaza, ahol 2x # 3y.
A parcidlis derivaltak

£(2,9) X3 . 2. (20 — 3y) — eV . 2
x x,y) = 2 ’
(22 —3y)

ami értelmes, ha 2z # 3y.

/ _ e (=3) - (20— By) — eV - (=3)
fy(x7 y) - (23: - 3y)2 ’

ami értelmes, ha 2z # 3y.
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(2)
fla,y) = ztg(z +y)
Az értelmezési tartomany azon (x,y) parok halmaza, ahol x +y # § + k- 7.

A parciélis derivaltak
1

fo(zy) =tglz+y) + - 2@ +y)

ami értelmes, ha z +y # 5 + k- 7.

1

f;’;(%y) =T m7

ami értelmes, ha v +y # 5 + k- .
fla,y) =z In(2® +y?)

Az értelmezési tartomény azon (x,y) parok halmaza, ahol (z,y) # (0,0).
A parcidlis derivaltak

1
fola,y) =n(a® +y°) + - 2 2,
ami értelmes, ha (z,y) # (0,0).
folz,y) =z 2y,

B
ami értelmes, ha (z,y) # (0,0).

[z, y) = InyfaTy?

Az értelmezési tartomény azon (z,y) parok halmaza, ahol = > 0 és y # 0.

A parcidlis derivaltak
1 1 1
fal?(x)y) = Y '7x6y47

2Tyt 22Tyt

ami értelmes, ha x > 0 és y # 0.

ami értelmes, ha x > 0 és y # 0.
(i)
fz,y) = 2% —bxy+3y> — 6z + Ty + 8
A fiiggvény a sik minden pontjaban értemles lesz.
A parcidlis derivaltak
ami értelmes a stk minden pontjaban.

ami értelmes a stk minden pontjaban.
(k)
f(z,y) = tg(3z — y)

Az értelmezési tartomany azon (x,y) parok halmaza, ahol 3z — 5y # 5 + k- .

A parcidlis derivaltak
1
/

ami értelmes, ha 3z — 5y # § + k- .

.37

1

fy(w.y) = cos2(3z — 5y)

ami értelmes, ha 3z — 5y # § + k- .
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M)
f(x,y) = /o3 — 5oy + y*

Az értelmezési tartomany azon (x,%) parok halmaza, ahol 23 — 5z%y + y* > 0.
A parcidlis derivaltak

1 1
! == - (322 — 10
fo(z,y) 2 a3 — 5y £l 52%y t ot ( T :Uy) ,
ami értelmes, ha 2% — 522y + y* > 0.
1 1
fylz.y) =3 e ( z? + y)

ami értelmes, ha =3 — 522y + y* > 0.

(m)

f(l‘, y) — 6x2 sin z—y2a3

Az értelmezési tartomény az egész sik lesz.
A parciélis derivaltak

2 o 2.3 .
fi(z,y) =e® smeve. (23} sinz + a2 cosx — y23:172) ,
ami értelmes a sik minden pontjaban.
! x? sinz—y?z3 3
fy(x7y):_€ v ny )
ami értelmes a stk minden pontjaban.

3. Hatéarozd meg a kovetkezd fiiggvények masodrendli parcidlis derivaltjait! Ellenorizze le, hogy valéban
teljesiil az fy, (z,y) = fy,(z,y) egyenléség!

(a) f(z,y) =e" (b) flay) =2 © flz,y)=y—ze¥+a
(d) flz,y) =In(z +¢¥) (e) flz,y) = arctg(z +y) () fla,y) =a¥
Megoldas

(a)
fla,y) =™

Szamitsuk ki az elsérendli derivaltakat, majd azok segitségével a vegyes masodrendiieket.
folz,y) =e™ -y,

ami tovabb derivalva y-szerint
foy(@,y) = ™ - ay + ™.

Most szamitsuk ki a masik vegyes tagot.
f?/l(x’y) = ery © T,
amit tovabb derivalva z-szerint

pulay) = € oy

Lathato, hogy valéban teljesiil, hogy f, (2, y) = f,.(2,y).
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(b)

2
Y
x,Yy) =
fla,y) = = ;
Szamitsuk ki az elsérendli derivaltakat, majd azok segitségével a vegyes méasodrendiieket.
2
Y
f/ ($, y) = T
‘ (z+y)*

ami tovabb derivalva y-szerint

o) = W@ g2 ty) | 2%+ 2y
W (z+y)* (z +y)*

Most szamitsuk ki a masik vegyes tagot.

2y (x+y)—y?  2ay+y

(z +y)* (z+y)?

folz,y) =

amit tovabb derivalva x-szerint

2z +1)(z+y)* — 2oy +y)2(z + )
(x+y)!

foo(x,y) =

Lathato, hogy valoban teljesiil, hogy fy., (2, y) = f,.(2,y).

flz,y)=y—ze’+x
Szamitsuk ki az elsérendii derivaltakat, majd azok segitségével a vegyes méasodrendiieket.
fe(z,y) = —e + 1,
ami tovabb derivalva y-szerint
fay(@,y) = —€.
Most szamitsuk ki a masik vegyes tagot.

fylwy)=1-ze,

amit tovabb derivalva x-szerint
fg,/:v($ay) = —éY.
Lathato, hogy valéban teljesiil, hogy f., (z,y) = f,.(2,y).

f(z,y) = In(z + ¢)

Szamitsuk ki az elsérendli derivaltakat, majd azok segitségével a vegyes masodrendiieket.

folz,y) = xjey
ami tovabb derivalva y-szerint
fay(z,y) = —mley)g e
Most szamitsuk ki a masik vegyes tagot.
, 1
fylwy) = ——— e’
amit tovabb derivalva z-szerint
, 1
fya(@,y) = “Twr e e

Lathato, hogy valéban teljesiil, hogy f, (z,y) = f,.(2,y).
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(e)
f(z,y) = arctg(z + y)

Szamitsuk ki az elsérendiil derivaltakat, majd azok segitségével a vegyes masodrendiieket.

1

f;(x,y) = m,

ami tovabb derivalva y-szerint

/ I e
Tao:9) = = gy 2T

Most szamitsuk ki a masik vegyes tagot.
folz,y) =
amit tovabb derivalva x-szerint

1
5 - 2(7 +y).

fya(z,y) = Attty

Lathato, hogy valéban teljesiil, hogy f,(z,y) = ;x(a:, Y).

f(z,y) ="

Szamitsuk ki az elsérendli derivaltakat, majd azok segitségével a vegyes masodrendiieket.

folwy) =y-a¥,
ami tovabb derivalva y-szerint

fay(@,9) = 2 gy 2v ! Ina.

Most szamitsuk ki a mésik vegyes tagot.

f;(x, y)=2a¥ Inz,
amit tovabb derivalva z-szerint

foe(T,y) =y - 2" Inz4a¥ - % =y-2¥ 1 lnz+2v L.

Lathato, hogy valéban teljesiil, hogy fy., (z,y) = f,.(2,y).

4. Ird fel az alabbi feliiletek érintésikjanak egyenletét a megadott pontban!

(a) flz,y) =522 —2xy+3y2+5x—6és Py(1,—1) (b)  f(z,y) = (2% — 62)(y% — 4y) és Py(1,2)
() flw,y) = arcsin (Z) és Py(1,2) (d) flz,y) = (2% +y?) In(ay) é Po(2,1/2)
() flz,y)= tgy ytg és Po(m/4,0) ()  flx,y) =3y +e™ + 2yarctg £ és Py(0,1)
(&) flu.y) = ks & Py(1,1)

Megoldas

(a)
flz,y) =522 —2zy + 32 + 52— 6 b6 Po(1,-1)

Szamitsuk ki a fliggvény értékét az adott pontban

f(]" _1) = _97
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(b)

()

amibdl a sik egy pontjabak a koordinatai
(1, -1, —9).
Most szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat az adott pontban.
fi(z,y) =100 — 2y +5, ezért  fi(1,—1) =17,
file,y) = —2x + 6y, ezért fi(1,-1) = -8,

amibdl a sik normalvektora
(17,-8,—1).

A sik egyenlete innen adédik, hogy
17z — 8y — z = 16.

flz,y) = (2> —62)(y> —dy) b6  Py(1,2)

Szamitsuk ki a fliggvény értékét az adott pontban
f(1,2) = 20,
amibdl a sik egy pontjabak a koordinatai
(1, 2, 20).

Most szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat az adott pontban.

filz,y) =2(x = 3)(y* —4y), ezért fL(1,2) =16,

fyla,y) = 2(2® = 6z)(y - 2), ezért f,(1,2) =0,
amibél a sik normalvektora

(16,0, —1).

A sik egyenlete innen adédik, hogy
16z — z = —4.

f(x,y) = arcsin <§> és Py(1,2)

Szamitsuk ki a figgvény értékét az adott pontban

f(172):*

(1, 2, ”) .
6

Most szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat az adott pontban.

amibdl a sik egy pontjabak a koordinatai

fi(z,y) ezért  fr(1,2) = \gg,

V3

\/7
f (x,y) = \/7 ezért 1 ,2) = 6

amibdl a sik normalvektora

376

U2
A sik egyenlete innen adédik, hogy
V3 V3

+ s
—r+—y—z=——.
3 6 Y 6
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(d)

f(z,y) = (% + v*) In(zy) és Py (2, ;)

Szamitsuk ki a figgvény értékét az adott pontban

f(z3) =0

amibdl a sik egy pontjabak a koordinatai

1
2, =, 0]).
( 2 >
Most szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat az adott pontban.

§ 1\ 1
fol,y) =2+ v +2zln(zy), ezért f (2, 2> _u
x
/ a? (a1 17
fy($7y)=y+?+2yln(xy), ezért  f, 2,5 = _
1
(77 ),
8 2

o T
833 2y 2—2.

amibdl a sik normalvektora

A sik egyenlete innen addédik, hogy

flx,y) =ztgy —ytgex é Py (Z,O)

Szamitsuk ki a fiiggvény értékét az adott pontban

£(50) =0

amibol a stk egy pontjabak a koordindtai

T
(4, 0, 0).

Most szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat az adott pontban.

floy) =20 Ve g1 (T0) =0,

cosy cosz’

f;(x,y):_sln-f_}_ z ,  ezért f?/J(Z’O):Z_l’

cosx  cos?y

™
——1,-1).
05-17)

amibdl a sik normalvektora

A sik egyenlete innen adédik, hogy
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5. Hatarozd meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2,—1,3) ponton és parhuzamos az
f(z,y) = cos(x? + y?) feliilet 2o = ¥, Yo = @ koordindtaju pontjahoz tartozd érintésikkal.
Megoldas A keresett sik normélvektora parhuzamos kell legyen az f(z,y) = cos(z? +y?) fiiggvénynek
a Py (
lesz). Mésfeldl természetesen at kell haladnia a P(2,—1,4) ponton. Vagyis egy pont a sikon

f(z,y) =3y + eV’ 4 2y arctg (i) és Py (0,1)
Szamitsuk ki a fliggvény értékét az adott pontban
£(0,1) =4,
amibdl a sik egy pontjabak a koordinatai
0, 1, 4).

Most szamitsuk ki a parcialis derivaltakat az adott pontban.

2
2 9 2y ,
fa,:(xay)zexy y +$2+y2’ ezert fa/: (071) :37
2
, _ 2 2 3 4x*y 3 , _
fy(ﬂf,y) = 26.’Ey Y + 262:?/ Y + m, ezert fy (O7 1) = 27
amibdl a sik normalvektora

(3,2,-1).

A sik egyenlete innen adédik, hogy

3z +2y —z=—-2.

2
T2y ,
f($7y):$2+2y2 €S Py (171)
Szamitsuk ki a fliggvény értékét az adott pontban
1
1,1) = -,

amibdl a sik egy pontjabak a koordinatai

(11 5).
3

Most szamitsuk ki a parcialis derivaltakat az adott pontban.

dzy3

4
' . ) , _
folz,y) = m, ezért  f, (1,1) = 9’

(2%(2 — 2y°)

fol@,y) = ST ezért  f,(1,1) = —é,
amibdl a sik normalvektora 41
(9’ o ‘1) -
A sik egyenlete innen addédik, hogy
g:): — %y —z=0.

RVANES
2072

(2,-1,4).
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) pontbeli érintdsikjanak a normalvektoraval (vagyis ugyanaz a normalvektor teljesen jo
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A normaélvektorhoz szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat a Py pontban.

folz,y) = =2 Silfl(ac2 +19?), ezért I (ﬁ, ﬁ) = —/T,

folz,y) = —2ysin(x? +1?), ezért Iy (\g?, ?) = —/,

amibdl a normalvektor
(—v/, —v/7, —1).

A keresett sik egyenlete pedig ekkor
VTx + Ty + 2 = /1 + 4.

6. Az f(x,y) = In(zy) feliletnek mely pontjaiban parhuzamosak az érintsikok az = + y + z = 0 sikkal?
Megoldas Azon pontokat kell megadni, amelyekben az f(z,y) = In(zy) fliggvényhez tartozé érintésik
normaélvektora parhuzamos az x + y + z = 0 sik nornélvektoraval, vagyis az

(1,1,1)

vektorral.

Szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat
1 1
/ _ . / _
fa;(‘rvy)_; €S fy('%vy)_;a

amibél az érintésik normélvektora egy tetszéleges (x,y) pontban

Mivel ennek a vektornak kell parhuzamosnak lennie az (1, 1, 1) vektorral, ezért valameny A valés szdmra
az alabbi azonossagoknak kell teljesiilnie

1
Z =\
T
1
=\
Y
—1=)
amibol nyilvanvaléan A = —1 és
1
—=-1 és - =-1
T Yy

kellenek, hogy teljesiiljenek. Innen pedig x = —1 és y = —1, amibdl a keresett pont

(—1,-1).

7. Az f(z,y) = 2% — 2zy + 3y? — 5z + 3y — 5 feliilet mely pontjaiban vizszintes az érintésik?

Megoldas Egy sik pontosan akkor vizszintes, ha a normélvektora merdleges az xy sikra, vagyis par-
huzamos az

(0,0,1)
vektorral.

Szamitsuk ki az f(x,y) = 22 — 22y + 3y* — 5x + 3y — 5 fiiggvénynek a parcidlis derivaltjait.

folwy) =20 —-2y—5 & fy(z,y) =6y — 2z +3,
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amibél egy tetszéleges (z,y) pontban a fiiggvényhez hizott érinté normélvektora
(2¢ — 2y — 5,6y —2x + 3,—1)

Ennek a vektornak kell parhuzamosnak lennie a (0,0, 1) vektorral. Vagyis valamilyen \ vals szdmra
teljesiilnie kell, hogy

20 —2y—5=0
6y —2x+3=0
—-1=A

Ekkor meg kell oldanunk az alabbi linearis egyenletrendszert.

2z —2y—5=0
6y —2x+3=0
Ennek a megoldasa
1
=3 ¢ = —.
x és y=3

Addédik, hogy a keresett pont



