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7. feladatsor
Kétvaltozos fiiggvények iranymenti derivaltja és szélsoérték-szamitasa

1. Elméleti 6sszefoglald

Iranymenti derivalt

Az f(x,y) fiiggvény (xo,yo) pontbeli gradiens vektoranak nevezziik az adott pontbeli parcidlis derivaltakbdl
allé vektort:

V f(z0,90) = (f2(x0,90), fy(x0, %0))

A parcidlis derivdltakhoz hasonléan hatarértékkel definidlhaté a fiiggvény (zo,yo) pontbeli tetszéleges v

iranyu iranymenti derivaltja. Ez a v iranyu egységvektor és a gradiens vektor skalarszorzataként szamolhaté:
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fo(zo,y0) = V f(z0,90) - |

A képletrél leolvashatd, hogy az irdnymenti derivalt a gradiens irdnyaban a legnagyobb, és a gradienssel
ellentétes irdnyban a legkisebb.
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Lokalis széls6értékek

Legyen f fiiggvény egy olyan tartoményon definidlva, melynek (zg, o) belsé pontja. (xg,yo) lokdlis ma-
ximum/minimum hely, ha van olyan (zg,yo) kézéppontu nyilt kérlap, melyben minden értelmezési tarto-
ménybeli pont fliggvényértéke kisebb vagy egyenlé / nagyobb vagy egyenld f(zg,yo)-nal. A tovdbbiakban
feltételezziik, hogy f értelmezési tartomanya egy nyilt 1" halmaz, és elsérendili parcidlis derivaltjai léteznek
és folytonosak a T nyilt halmazon, aminek eleme (zq, yo).

Kritikus pontnak nevezziik a T' értelmezési tartomany azon pontjait, melyekben mindkét elsérendii par-
cialis derivalt nulla.

Nyeregpontnak nevezziik a T értelmezési tartomény azon (xg, o) pontjait, melyekben mindkét elséren-
di parcidlis derivalt nulla, és minden (xg,yp) kozéppontt nyilt kérlapon van olyan pontja az értelmezési
tartomanynak, melynek fiiggvényértéke kisebb az f(xg,yo) értéknél, és van olyan is, melynek nagyobb.
Lokalis széls6érték létezésének sziikséges feltétele: Ha (xq,yo)-ban lokélis széls6értéke van f-nek,
akkor itt f;(wo,y0) = 0 és f,(z0,y0) = 0.

Lokalis széls6érték létezésének elégséges feltétele: Ha f; (zo,y0) = 0 és fy(zo,y0) = 0, és f masodik
parcidlis derivaltjai léteznek és folytonosak az (xg, yo)-t tartalmazé nyilt T halmazon, akkor
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1. Ha det fow (0, Y0) f%y( 0,%0)
a:y(x(]ay()) fyy($07y0)
van, és ez a minimum érték f(xo, o).

> 0és fI (x0,y0) > 0, akkor f-nek (zo,yo)-ban lokalis minimuma
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2. Ha det f;z/j/z(x07y0) fzy(xﬂayo)
Iy(w(]ay(]) yy(x0790)
van, és ez a maximum érték f(zo, o).

> 0és f (zo,y0) < 0, akkor f-nek (xq,yo)-ban lokdlis maximuma

< 0, akkor f-nek (zq,yo)-ban nyeregpontja van.

3. Ha det [ ;,x(llanO) fxy(x07y0)
L alzly(xo, yO) yy(xo, yo)
Abszolut szélséértékek

Ha a folytonos f(z,y) korlatos és zart halmazon értelmezett, akkor ott felveszi a maximumat és minimumét.
Ezen most abszolit maximumot, vagy abszolit minimumot értiink. Az abszolat széls6érték megkeresésének
menete a kovetkezo:

o A tartomény belsejében megnézziik a lehetséges szélséértékhelyeket.
o A tartomény hatardn megnézziik a lehetséges szélséértékhelyeket.

o Kiszamoljuk az el6zOekre a fliggvényértékeket, és kivalasztjuk kozilik a legnagyobbat és a legkisebbet.
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Feltételes szélsGértékek

Adott feltételek melletti lokalis szélsGértékek, azaz a feltételes lokalis szélsbértékek kiszamitasanak fontos
eszkoze a Lagrange-multiplikdtoros médszer. Ha az f(x,y)-t szeretnénk minimalizadlni vagy maximalizalni
egy g(z,y) = 0 feltétel mellett (feltessziik, hogy f és g parciélis derivaltjai léteznek és folytonosak), akkor
ezt megtehetjiik a

h(xvyvA) = f(a:,y) - Ag(l’,y)

segédfiiggvény segitségével (A a Lagrange-multiplikdtor). Az eredeti probléma lokalis feltételes széls6értékeit
a segédfiggvény kritikus pontjai kozott kell keresni.

2. Feladatok

1.

10.

11.

12.

Hatarozd meg a kovetkez6 fiiggvények adott irdny szerinti irdnymenti derivaltjat a megadott pontban!

() flo,y) =585, v=(=3,4), B(-1,1)  (b) flz,y)= UL, v=(-43), R1)

(C) f(livy) = x4[2—ln(1+y2)], v= (17 3)7 P0(170)(d) f(x7y) = hl(xQ + y2)7 v= (17 3)7 PO(*Bv *4)

. Hatérozd meg, mely irany esetén lesz nulla az f(x,y) = 23 + y> — 3xy + €Y fiiggvény Py(2,0) pontbeli

irdnymenti derivaltja! Es mely irdny esetén lesz maximaélis az irdnymenti derivalt?

. Milyen irdnyban lesz az f(x,y) = y2e 2*~! fiiggvény (%, 1) pontbeli irdnymenti derivaltja maximalis,

illetve minimaélis?

. Vizsgédld meg, hogy az alabbi fiiggvényeknek hol lehet lokalis széls6értéke, van-e, s ha létezik, akkor

minimum vagy maximum!

2 3oy + L+ 5 — 12y 42
f(x,y)=x tay+y + 540
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) = cosx cosy cos(x + y)
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(a) flz,y)=2"+y? (b) flz,y) =2 +y* +ay+3z—y+5
() flz,y) = (¢* — 62)(y* — 4y) (d) flz,y) =2 -3y +y° -1

() flz,y) =246 -z —y) (f)  flz,y) =a* +y* —a® - 20y — ¢
(8) flz,y) = (22 +2)e” @) (h) f(z,y) = (r—y+1)* = (a® - 2)?
i) f(z,y) = 2y(x +8)(y — 6) G flry) =" -9 +4y)

( (z,y) (z,y) =

(
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. Oszd fel a 12-t harom részre tgy, hogy a harom szdm szorzata maximalis legyen!

. Egy derékszogli hasdb egy csticsaba Osszefutd éleinek Gsszege 45 cm. Hogyan kell az éleket megvalasz-

tani, hogy a hasib térfogata maximalis legyen?

Téglatest alaku, feliil nyitott 4 m? térfogati tartalyt akarunk késziteni a leheté legkevesebb anyag
felhasznalasaval. Mekkorak legyenek a téglatest élei?

. Oszd fel a 18-at harom részre gy, hogy az els6 rész négyzetének, a masodik rész kébének és a harmadik

résznek a szorzata maximalis legyen!

. Mikor a legnagyobb a 400 méter kertilet(i szimmetrikus trapéz alaku telek teriilete? (Mekkorédk a szérai

és a hosszabbik alapon fekvé szogei?)

* Hatarozd meg az f(x,y) = (22 — 6x)(y? — 4y) fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét az = = 0,
y =0 és ¢ 4+ y = 6 egyenesekkel hatarolt zart tartomanyban!

* Mekkordk a méretei az 2—2 + g—j = 1 ellipszisbe irhat6 legnagyobb keriiletii téglalapnak, ha az oldalai

parhuzamosak a koordinatatengelyekkel?

* Egy lapos korlap alaki tanyér alakjat a D = {(z,y) : 22 + y?> < 1} egyenlet frja le. A tanyért
melegitjiik gy, hogy barmely (x,) pontban a hémérséklet értéke T'(z,y) = 22+ 2y — x lesz. Keressiik
meg a tanyér legforrébb és leghidegebb pontjat!



