Matematika EP2 2026. 4prilis 29/30.

7. feladatsor
Kétvaltozos fiiggvények iranymenti derivaltja és szélsoérték-szamitasa

1. Hatdrozd meg a kovetkezd fliggvények adott irdny szerinti irdnymenti derivaltjat a megadott pontban!

() floy) =55k, v="(=3,4), R(-1,1) (b)) flz,y)="%H, v=(-43), R(3,1)

(C) f($7y) = (134[2—111(1—|—y2)], v = (17 3)7 P0(17O)(d) f(x,y) = ln(a:2 + y2)7 v = (17 3)7 PO(_37 _4)
Megoldas
(a)

2% Iny
f(l“,y)—m

Szamitsuk ki el0szor a parcidlis derivaltakat.

Py(—1,1) v=(-3,4)

_ 2zlny (2? +3y%) — 2’ Iny - 2z

e y)_gj)(:c2+3y2)—x21ny-6y = 1)_1
Y\ - 2 ~ y\ -
(z2 + 3y?) 4
amibol a gradiens
1
VF(=1,1) = (0, 4).

Most szamitsuk ki a v = (—3,4) vektor normaltjat.

- (?}W“”‘” (55

Az irdanymenti derivaltat innen megkaphatjuk a két vektor skalaris szorzataként.

fi(=1,1) = <Vf(—1, 1), |Z|> —0- (—Z’) ¥ i : % _ %

= |1e

(b) L4y)
zy(l+y
f(xay) = .’E2+y2 P0(37 1) v= (_473)
Szamitsuk ki elészor a parcidlis derivaltakat.
: yA+y) (=2’ +y*) 4
g A ]_ = —_——
fm(x7y) (.ZE2 +y2)2 fz(37 ) 25
2 3
/ —zy® + z°(1 + 2y) p 39
— ~ ]_ = —
amibdl a gradiens
4 39
H=|—-——,—].
Vf(31) ( 55" 50)

Most szamitsuk ki a v = (—4, 3) vektor normaltjat.

1 4 3

C L e (L)
(—4)% + 32 5

Az irdnymenti derivaltat innen megkaphatjuk a két vektor skalaris szorzataként.

|1

IS
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(c)
fly) =" (2=m(1+y%))  R(1,0) v=(1,3)

Szamitsuk ki el0szor a parcidlis derivaltakat.

falz,y) =422~ In(1 +y?)) ~ f1(1,0) =8
3

8x°y

amibdl a gradiens
Vf(1,0) = (8,0).

Most szamitsuk ki a v = (1,3) vektor normaltjat.

IE

1 1 3
BRViE RS 1, 3 B <’ >
| V12 +32 1.3) V10" V10
Az irdanymenti derivaltat innen megkaphatjuk a két vektor skalaris szorzataként.

/ _ g. L 9.3 _ 8
fv(l,O)—<Vf(10)||> 0=

flz,y) =In(2® +y°) Po(-3,-4) v=(1,3)

Szamitsuk ki elészor a parcidlis derivaltakat.

=3

2x 6
/ /

= — A~ — _4 g

fyla,y) = - f)(=3,—4) = ——

Yy Jy $2+y Yy ) - 257

amibdl a gradiens
6 8
VI-3-0 = (-3~ )

Most szamitsuk ki a v = (1,3) vektor normaltjat.

IE

1 1 3
= 7w 9= (75 vw)

Az irdanymenti derivaltat innen megkaphatjuk a két vektor skalaris szorzataként.

=34 = (3.4, 2y =5 =+ (~z) T =5

2. Hatarozd meg, mely irdny esetén lesz nulla az f(x,y) = 23 + y3 — 3zy + ¥ fiiggvény Py(2,0) pontbeli
irdnymenti derivaltja! Es mely irdny esetén lesz maximaélis az irdnymenti derivalt?

=

3. Milyen irdnyban lesz az f(z,y) = y2e 2%~ fiiggvény (%, 1) pontbeli irdnymenti derivaltja maximalis,
illetve minimalis?

4. Vizsgald meg, hogy az aldbbi fiiggvényeknek hol lehet lokalis szélséértéke, van-e, s ha létezik, akkor
minimum vagy maximum!

(a) fla,y) =2 +y? (b) fla,y)=a®+y* +ay+3z—y+5

() f(z,y) = (¢* - 62)(y* — 4y) (d) flz,y)=2"-3zy+y° -1

(e) flz,y) =2y (6-2—y) () flz,y) =2 +y* —2° — 20y — ¢

(8) flz,y) = (a? + 22)e ") () f(z,y) = (x —y+1)* = (2* - 2)?

(i) flz,y) =2y(z+8)(y —6) (G flzy) = ( —9)(y* + 4y)

k) f(z,y) =23y*4 -z —y) O flz,y) = + 3xy + L —|— —bx — 12y + 2
(m) f(z,y) = cosxcosycos(xz + y) (m) f(z,y) = 2% + 2y + y? + —|— 8
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Megoldas
(a)
fla,y) = 2% + 4
A parciélis derivaltak
folz,y) =22 fi(z,y) =2y

Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindkett6 értéke nulla.

22 =0
2y =10
Ez akkor teljesiil, ha
(z,y) = (0,0).

Szamitsuk ki a masodrendi parcidlis derivaltakat
féx(x7y> =2 fglcy(x7y):0

fyalz,y) =0 fo,(z,y) =2
Ekkor a Hesse-matrix a (0,0) pontban.

H—B g];» H|=4>0 & f..(0,0)=2>0,

ezért a fiiggvénynek lokalis minimuma van a (0,0) pontban. Ennek az értéke

£(0,0) =0.

f(x,y):x2+y2+:ny+3x—y+5

A parcidlis derivaltak
folw,y)=2z+y+3  fi(z,y)=2y+z—1.
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindkett6 értéke nulla.

2 +y=-3
z+2y=1

7 5
Széamitsuk ki a masodrend(i parcialis deriviltakat
fral@y) =2 foy(z,y) =1

f;;x(xay) =1 f;y(x,y) =2

Ekkor a Hesse-matrix az (—%, %) pontban.

121 . , / 75\

Ez akkor teljesiil, ha

, . , 1 .. 75
ezért a fiiggvénynek lokalis minimuma van a (—g, 3

N—

pontban. Ennek az értéke
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(c)
fz,y) = (2* — 6z)(y* — 4y)

A parcidlis derivaltak
fo(ry) =20 =3)(y -4y fylz,y) =2(x - 6)x(y —2).

Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindkett6 értéke nulla.

Ez akkor teljesiil, ha
(xa y) = (07 0) ) (6)0) > (074) ) (67 4) ’ (37 2) :

Szamitsuk ki a masodrendii parcialis derivaltakat
frolm,y) =29y —4)  fr(2,y) =4(z = 3)(y - 2)

fro(w,y) =4z =3)(y—2)  fy(2,y) =22(x - 6)
A Hesse-matrix a (0,0) pontban.

0 24
H_l24 01;» |H| = —576 < 0,

ezért a fiiggvénynek nyeregpontja van a (0,0) pontban.
A Hesse-matrix a (6,0) pontban.

0 —24
H_[_M 01:» |H| = —576 < 0,

ezért a fiiggvénynek nyeregpontja van a (6,0) pontban.
A Hesse-matrix a (0,4) pontban.

0 _24] |H| = —576 < 0,

H = l24 0

ezért a fiiggvénynek nyeregpontja van a (0,4) pontban.
A Hesse-métrix a (6,4) pontban.

0 24
H_l24 O]:» |H| = —576 < 0,

ezért a fiiggvénynek nyeregpontja van a (6,4) pontban.
A Hesse-métrix a (3,2) pontban.

H:l_OS _28]: |H| =144 >0 és f..(3,2)=—-8<0,

ezért a fiiggvénynek lokilis maximuma van a (3,2) pontban. Ennek az értéke
f(3,2) = 36.

(d)
fla,y) =a® =3y +y° —1

A parcidlis derivaltak
felw,y) =20 =3y fy(z,y) = =3z +2y.
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(f)

Azt kell megkeresni, hogy milyen pontpéarokra lesz mindkett6 értéke nulla.

20 — 3y =0
—2x+4+2y=0

Ez akkor teljesiil, ha
(z,y) = (0,0).

Szamitsuk ki a masodrendli parcidlis derivaltakat

fro@y) =2 fo,(z,y) = -3

fya(@y) = =3 fi,(z,y) =2
Ekkor a Hesse-métrix az (0,0) pontban.

H = [_2 _3] = |H|l=-5<0,
ezért a fiiggvénynek nyeregpontja van a (0,0) pontban.
fla,y) = 2*y°(6 — 2 —y)
A parcidlis derivaltak
folzy) =ay®(12 =3z —2y) [} (z,y) = 2°y*(18 — 3z — 4y).

Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindketté értéke nulla.

zy®(12 — 32 — 2y) = 0
222 (18 — 3z —4y) =0

Ez akkor teljesiil, ha
(l’,y) = (07?/0)’ (330,0), vagy (273),

ahol xg, yo tetszbleges valds szamok. Szamitsuk ki a masodrendil parcidlis derivaltakat
foa(ry) =20°(6 =3z —y)  fr,(z,y) = 2y*(36 — 9z — 8y)

Fyo(@,y) = 2y*(36 — 92 = 8y)  f,(w,y) = 627y(6 — x — 2y)
A Hesse-matrix a (2, 3) pontban.

~ [-162 —108 - o B
"= [—108 —144] = [H[=11664>0 & f,(2,3) = -162 <0,
ezért a fiiggvénynek lokalis maximuma van a (2,3) pontban. Ennek az értéke

£(2,3) = 108.

Megjegyzés: A (0,y0) és (x9,0) pontokban a Hesse-métrix determindnsa 0, igy a mdasodrendi
préba alapjan ezekben a pontokban nem donthetd el a széls6érték létezése.

flzyy) =2 +y* —2? = 2zy —

A parcidlis derivaltak

folz,y) =42 =20 -2y fi(z,y) =4y° — 20— 2y.
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Azt kell megkeresni, hogy milyen pontpéarokra lesz mindkett6 értéke nulla.
4o — 20 — 2y =0
4y — 26— 2y =0

A két egyenletet kivonva egyméasbdl 423 = 4y3 adédik, azaz = = y. Visszahelyettesitve: Ez akkor
teljesiil, ha
(z,y) = (0,0), (1,1), vagy (—1,-1).

Szamitsuk ki a masodrendii parcialis deriviltakat
fro(zy) = 1222 — 2 f;y(:z:, y)=—2

fg,/x(xvy) =2 fg,/y(x>y) = 12y2 -2
A Hesse-maétrix a (0,0) pontban.

-2 =2
H_[_Q _2]: |H| =0,

igy itt a mdsodrend(i proba alapjdn nem donthetd el (tovabbi vizsgalattal beldthat6, hogy nye-
regpont).
A Hesse-maétrix az (1,1) pontban.

H:lg iﬂj [H=96>0 é fi,(1,1)=10>0,

ezért a fiiggvénynek lokalis minimuma van az (1,1) pontban. Ennek az értéke

F(1,1) = —2.

A szimmetria miatt a Hesse-matrix a (—1, —1) pontban is megegyezik az (1,1) pontbelivel, igy
ott is lokalis minimum van, melynek értéke szintén —2.

F(z,y) = (2% + 2%)e” ")
A parcidlis derivaltak
Fuley) = 20(1 —a® = 2)e ) gl y) = 2(2 - a® = 2y%)e (T,
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindketto értéke nulla. Mivel e~ (@) 5 0

2¢(1 — 2% —2y*) =0
2y(2 — 2% — 2y%) =0

FEz akkor teljesiil, ha

(w,y) = (070)? (Oa 1)7 (07 _1)3 (Lo)v vagy (_170)
Szamitsuk ki a masodrendli parcidlis derivaltakat.

fro(@,y) = 2(1_3332_292_2952(1_372_23/2))67(96%?/2) fa’;y(x,y) = _4959(3_332_292)67@%3/2)

/ _ 2 2y —(x24y2 / _ 2 2 2 2 2\\ . — (2442
Foe(@,y) = —day(3—2®—2y%)e" V) fl (2,y) = 2(2—2® —6y* —2y*(2— 27 —2y%))e” (V)

A Hesse-maétrix a (0,0) pontban.

H:[?) ﬂ;» H| =850 é f.(0,0)=2>0,
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ezért a fiiggvénynek lokalis minimuma van a (0,0) pontban. Ennek az értéke

A Hesse-matrix a (0,1) és (0, —1) pontokban.
—2 16 / 5
H = sl = |H| = = >0 és  f,,(0,£1) =— <0,
[

ezért a fiiggvénynek lokalis maximuma van a (0,1) és (0, —1) pontokban. Ennek az értéke

£0,41) = 2,

e
A (1,0) és (—1,0) pontokban a Hesse-matrix determindnsa negativ (—e%), igy ott nyeregpontok

vannak.

fla,y) = (@ —y+1)? = (2* = 2)°
A parciélis derivaltak
folwy) =20 —y+1) —da(@®-2)  fi(z,y) =2 —y+1).
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindkett6 értéke nulla.

20 —y+1)—da(z® —2) =0
—2(z—-y+1)=0

A maésodik egyenletbél y = x + 1. Ezt befrva az elsébe —4x(2? — 2) = 0. Ez akkor teljesiil, ha
(CC,y) = (07 1)7 (\/57 \/§+ 1)7 vagy (_f7 _\/§+ 1)
Szamitsuk ki a masodrendii parcialis derivaltakat
fglm(x7y) =10 — 122° fglcy(x7y) = -2

fg/(a:(x7y) =-2 féy(l’,y) =2

A Hesse-matrix a (0, 1) pontban.

H:[i% _22]: |[H| =16 >0 és f..(0,1) =10 >0,

ezért a fiiggvénynek lokalis minimuma van a (0, 1) pontban. Ennek az értéke

f((): 1) =—4.
A (£v/2,£v/2 + 1) pontokban a determinans negativ (—32), igy ott nyeregpontok vannak.
(1) ) )
flz,y) = zy(x+8)(y — 6) = (27 + 8z)(y” — 6y)
A parcidlis derivaltak
folwy) = 2z +8)(y* —6y)  fy(x,y) = («? + 82)(2y — 6).
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindkett6 értéke nulla.

(22 +8)(y* — 6y) =0
(2% 4 8x)(2y — 6) = 0
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Ez akkor teljesiil, ha

(‘Tay) = (_47 3)7 (070)’ (076)’ (_870)’ vagy (_876)'

Szamitsuk ki a masodrendli parcidlis derivaltakat
foa(z,y) = 2" —6y)  fr,(z,y) = (20 +8)(2y — 6)

Fa(t,y) = Qe +8)(2y —6)  f,(2,y) = 2(2* + 82)
A Hesse-maétrix a (—4, 3) pontban.

H= [‘58 _%2] = |H|=576>0 és f..(—4,3)=—-18<0,

ezért a fiiggvénynek lokalis maximuma van a (—4,3) pontban. Ennek az értéke
f(—4,3) = 144.

A t6bbi kritikus pontban (a tengelyeken 1évékben) a determinans értéke negativ (—2304), igy ott
nyeregpontok talalhatok.

flz.y) = (@® = 9)(y* + 4y)
A parcidlis derivaltak
folz,y) =322 (% +dy)  fi(a,y) = (2 = 9)(2y +4).
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindketté értéke nulla.
32%(y* +4y) = 0
(2* - 9)(2y+4)=0

Ez akkor teljesiil, ha

(-ﬁ,y) = (\3/§a 0)7 (%7 _4)7 vagy (Oa _2)'

Széamitsuk ki a masodrendii parcidlis deriviltakat
foo(w,y) = 62(y® +4y)  fr,(2,y) = 32°(2y + 4)

f;x(‘r’y) = 3%2(23/ + 4) fg:y(xvy) = 2(‘T3 - 9)

FEzekben a pontokban a Hesse-matrix determinansa nulla vagy negativ, igy a masodrendii prébéaval
lokélis szélséérték egyértelmiien egyik esetben sem igazolhat6é (mindhérom esetben nyeregpontos
jellegii viselkedést taldlunk).

(k)
flz,y) =24 -z —vy)

A parcidlis derivaltak
folm,y) = ®y?(12—dx = 3y)  fy(x,y) = 2°y(8 — 2z — 3y).
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindkett6 értéke nulla.
2%y?(12 — 42 — 3y) = 0
23y(8 — 2z —3y) =0
Ez akkor teljesiil, ha

(z,y) = (0,%0), (x0,0), vagy (2, g) .
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Szamitsuk ki a masodrendii parcidlis derivaltakat
frola,y) = 6ay?(4 =20 —y)  fy,(z,y) = 2%y(24 — 8z — 9y)
! _ .2 ! _ 3
fyx(xay)_x y(24—8.’17—9y) fyy(x7y)_2x (4—$—3y)

A Hesse-maétrix a (2, %) pontban.

_256 _ 64 4096 4 256
— 3 i b f! 2y 20
H l_% _32] = |H| g >0 & fu <2, 3) 5 <0

ezért a fiiggvénynek lokalis maximuma van a (2, %) pontban. Ennek az értéke
4 256
2, = —.
/ ( ’ 3) 27

22 3 52
f(x,y):7+3xy+%+%—5x—12y+2

A parcidlis derivaltak
fi(z,y)=2+3y—>5 f;(x,y):3x+y2+5y—12.
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindkett6 értéke nulla.
z4+3y—5=0
3z +1y2+5y—12=0

Az elsébél kifejezett z-et a méasodikba frva kapjuk az y? —4y +3 = 0 egyenletet. Ez akkor teljesiil,
ha
<$,y) - (27 1)7 vagy (_47 3)

Szamitsuk ki a masodrendii parcialis derivaltakat
f;x(xﬂy) =1 falcy(x7y):3
foo(xy) =3 fo(x,y)=2y+5
A Hesse-matrix a (—4, 3) pontban.

H:E 131]:» |H|=2>0 és fl(-4,3)=1>0,

ezért a fiiggvénynek lokalis minimuma van a (—4,3) pontban. Ennek az értéke
21
—4,3) = ——.

f(-a.8)= -2

A (2,1) pontban a determindns negativ (—2), igy ott nyeregpont van.

(m)

f(z,y) = cosx cosy cos(x + y)

A parcidlis derivaltak
fi(z,y) = —cosysin(2z + y) fo(@,y) = — coswsin(x + 2y).
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindketté értéke nulla.

—cosysin(2z +y) =0
—coszsin(x + 2y) =0
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Végtelen sok megoldés van, vizsgaljuk meg példaul a (0,0) és a (g, %) pontokat. Szamitsuk ki a
masodrendii parcidlis derivaltakat

Flo(wy) = —2cosycos(2e +y) Ly (ey) = — cos(2e +29)
foe(,y) = — cos(2z + 2y) foy(x,y) = —2cos x cos(z + 2y)
A Hesse-métrix a (0,0) pontban.

HZ[:T :ﬂi |H|=3>0 ¢ f,,(0,0)=-2<0,

ezért a fiiggvénynek lokalis maximuma van a (0,0) pontban. Ennek az értéke

£(0,0) = 1.

A Hesse-métrix a (§, %) pontban.

33

=

I
[
— N[

U

=

3
=1>0 & f;m(Tr 7T)_1>0,

ezért a fiiggvénynek lokalis minimuma van a (%, g) pontban. Ennek az értéke
T 1
/ (3> 3> =3

8 8
floy) = tay+y'+ o+

A parciélis derivaltak
/ 8 / 8
folwy) =20 +y——  fylz,y)=x+2y - e
Azt kell megkeresni, hogy milyen pontparokra lesz mindkett6 értéke nulla.
8
x
8
r+2y——5=0
Yy

A szimmetria miatt adédik, hogy x = y. Visszairva: 3x = l%, amibél z3 = %. Ez akkor teljesiil,
ha

(2,1) ( 2 2 )
z, =\ 337375 )
Y\ B

Széamitsuk ki a masodrendii parcialis deriviltakat

16
Fle) =2+ fhwy) =1

16
/ _ / _
fym(xay)_l fyy(may)_z—i_E

A Hesse-matrix a (l 2

1
T

=]

= 6.

o

) pontban. Mivel 2 = %, igy

181 B ) y 2 2\
H_[l 8]: |H| =63 >0 és fm<€/§,3/§)—8>07
ezért a fiiggvénynek lokalis minimuma van a (3%/3, %) pontban. Ennek az értéke

f <;§ 323) = 12v/3.
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10.

11.

12.

. Oszd fel a 12-t harom részre tgy, hogy a harom szdm szorzata maximalis legyen!

. Egy derékszogli hasab egy csticsaba 0sszefutd éleinek Osszege 45 cm. Hogyan kell az éleket megvalasz-

tani, hogy a hasab térfogata maximalis legyen?

. Téglatest alaku, feliil nyitott 4 m3 térfogatt tartalyt akarunk késziteni a lehetd legkevesebb anyag

felhasznalasaval. Mekkorak legyenek a téglatest élei?

. Oszd fel a 18-at hdrom részre gy, hogy az els6 rész négyzetének, a masodik rész kébének és a harmadik

résznek a szorzata maximalis legyen!

. Mikor a legnagyobb a 400 méter kertilet(i szimmetrikus trapéz alaku telek teriilete? (Mekkordk a szérai

és a hosszabbik alapon fekvé szogei?)

* Hatarozd meg az f(x,y) = (22 — 6x)(y? — 4y) fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét az x = 0,
y =0 és z 4+ y = 6 egyenesekkel hatarolt zart tartomanyban!

* Mekkordk a méretei az "g—z + ‘Z—z = 1 ellipszisbe irhat6 legnagyobb keriiletii téglalapnak, ha az oldalai
parhuzamosak a koordinatatengelyekkel?

* Egy lapos korlap alaki tanyér alakjat a D = {(z,y) : 22 + y?> < 1} egyenlet irja le. A tanyért
melegitjiik gy, hogy barmely (x,y) pontban a hémérséklet értéke T'(z,y) = 22+ 2y — x lesz. Keressiik
meg a tanyér legforrébb és leghidegebb pontjat!



