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8. feladatsor
Kétvaltozos fliggvények integralasa

1. Elméleti 6sszefoglald

Kétvaltozos fiiggvények integralszamitasa

Az egyvaltozos fliggvények Riemann-6sszege altalanosithatd kétvaltozos esetre is. Ekkor egy az xy sikban
fekvé T tartomanyt téglalapokra osztunk fel, és ezekhez tartozéd "téglatestekkel" kozelitjiik a T tartomany
és a z = f(z,y) fuggvény kozé es6 térfogatrészt. Be lehet latni, hogy akércsak az egyvaltozds esetben, ha az
f(z,y) fiiggvény folytonos a korlatos és zart T' tartomanyon, akkor ott integralhaté is.

Tetszoleges tartomanyra igaz, hogy amennyiben létezik a kettds integral a T' tartomanyon, akkor az elojeles
térfogatot jelent. Azaz amennyiben f(z,y) grafikonja az xy-sik felett helyezkedik el, akkor a kett&s integrél
értéke nem maéas, mint azon T folotti haromdimenziés testnek a térfogata, melyet alulrdl az zy-sik felilrdl
pedig a z = f(z,y) hatarol. Ha f(z,y) grafikonja az xy-sik alatt helyezkedik el, akkor a

//f(wvy)dA
T

nem mas, mint azon 7' alatti hairomdimenzios testnek a térfogata, melyet feliilrl az xy-sik alulrédl pedig a
z = f(x,y) hatarol. Ha

J[ #apaa=o.

T

akkor ez azt jelenti, hogy ugyanannyi térfogatrésziink van az xy-sik felett, mint alatta. Emellett termé-
szetesen a kettOs integralokra is altalanosithatbak az egyvaltozds fliggvények Riemann-integraljanal tanult
tulajdonsagok.

Kettos integral téglalap tartomanyon

Fubini tétel: Ha f(x,y) folytonos a T' = [a, b] X [c, d] zart téglalap tartomanyon, akkor

/[ f@w) dA:/b (/df<x,y> dy) dx:/d (/bﬂx,y) dx) dy.
: .\ 2\

Kettos integral normal tartomanyon

z-szerinti normal tartomany: A T, = {(z,y) € R? |a <z <bés c(z) <y < d(z)}, rovidenaz a <z < b
és c(x) <y < d(z) tartomanyt z-szerinti normal tartomanynak nevezziik.

y-szerinti normal tartomany: A T, = {(z,y) € R? | c <y < d és a(y) <z < b(y)}, réviden az ¢ <y < d
és a(y) < x < b(y) tartomdnyt y-szerinti normal tartoménynak nevezziik.

Fubini tétel, er6sebb alak: Legyen f(x,y) folytonos fiiggvény a T' tartomanyon

I.HaT ={a <z <bésc(zr) <y < d(x)} xszerinti normal tartomdny, ahol c(z) és d(z) folytonos

fliggvények, akkor
b [ d(z)
J[1@war=[| [ 1@y dy]|do.
T @ \c(z)

22HaT ={c<y<désaly) <z < bly)} y-szerinti normdl tartomény, ahol a(y) és b(y) folytonos
fliggvények, akkor

J[ #apaa- /d 7)f(x,y)dx dy.
T ¢ \aly)

3. Ha T mindkét tengelyre nézve normal tartomany, akkor a két integral egyenld.
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Kettos integral egyéb tartomanyon

Integraltranszformacié: Ha az zy-sikon minden (z,y) koordindtdji ponthoz hozzarendeliink egy
(x(u,v),y(u,v)) pontot az uv-sikbdl, azaz f(x,y) = f(x(u,v),y(u,v)), és az xy-sikbeli T' tartomany uv-
sikbeli megfelel6jét G tartoményként jeloljiik, tovibba ha a 9L, 81 9z 0z 8y ¢g Qv parciglis deriviltak
Yy’ Ou’ Ov’ Ou v

léteznek és folytonosak, valamint a

J(u,v) =

dxr Oz
oy 9
ou  Ov
Jacobi determinans csak izoldlt pontokban vagy éppen sehol sem 0, akkor

//f(:n,y)d:ndy://f(:r(u,v),y(u,v))-\J(u,’u)]dudv.
T G

Ennek alkalmazédsa a polarkoordinatas transzformacié, amit akkor érdemes hasznélni, ha a tartoma-
nyunk korlap, korcikk, korgytirii, vagy ezek valamilyen részhalmaza. Itt az xy-sikrél az rp-sikra torténik
a transzformdci6, ahol r jeloli az (x,y) pont origdtdl vett tavolsiagéit, ¢ pedig a pont helyvektordnak az
x-tengely pozitiv irdnydval bezart szogét. Azaz

x(r,p) =rcosp és y(r,p) =rsing
helyettesitést hasznalva a Jacobi-determinéns:

cosp —rsinp

J(r,p) = singp rcosp

azaz dxr dy = r dr dp.

Kettos integral alkalmazasai

Egy T korlatos zart siktartomany teriilete (ha az integral létezik és véges):

Ter = // dA.
T

Ha egy vékony, T' tartomanyt borité fémlemez tomegeloszlasardl feltessziik, hogy folytonos, d(x,y)-nal je-
16ljiik a fémlemez anyaganak stirtiségfiiggvényét (az egységnyi teriileten 1év6 tomeget), akkor a fémlemez
tomege, az x-, valamint y-tengelyre vonatkozé forgatonyomatékai és tomegkodzéppontjanak koordindtai a
kovetkezd képletekkel szamolhaté ki (ha az integrélok léteznek és végesek):

o tomeg: M = // d(z,y) dA;
T

o forgatényomatékok: M, = // yo(z,y)dA; M, = // xd(z,y) dA;
T T

M,

M

M,
o ezek segitségével a tomegkodzéppont koordinatai: T = ésy = ﬁm
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2. Feladatok

1. Hatarozd meg a kiévetkezd kettds integralok értékét a megadott téglalap tartomanyokon!

(a) //(12x—6y—5)dA:,aholT:{0§$§2és -3<y<3}
T

és0<y<

b

[SIE
INE]

(b) //sin(fv+y)dA:, ahol T={0<z <
T

(c) //(x2+4y)dA:,aholT:{Ogajglés()gygl};
T

(d) //e3x+4ydA =, ahol T={0<z<In2és0<y<In3};
T

(e) //xyererQdA =, ahol T={0<2<1é60<y<1}
T

(f) //mysin(a;2+y2)dA:,aholT:{ngg\/gésogyg %},
T

2. Hatarozd meg a kovetkezo kettds integralok értékét a megadott normal tartoméanyokon!

(a) / / 22y dA =, ahol T az y = 22 és y = /= gorbék altal hatarolt korlatos sikrész;
T

(b) //ysindi =,ahol T ={0 <z <y és 0 <y <1} hdromszog;
T

() //(x2+y)dA:, ahol T= ()2 <a < Gés0<y<1);
T

(d) //di =, ahol T az A(0,0), B(1,1), C(3,1) és D(4,0) csticspontu trapéz;
T

(e) //(uv2 +2y)dA =, ahol T az A(1,1), B(0,3) és C(3,0) csicsponti haromszog;
T

(f) / / xeY dA =, ahol T az y = x? és y = x gorbék altal hatdrolt korlatos sikrész;
T

(g) / / (1 —y)dA =, ahol T az y = 22 — 4 és y = 0 gorbék 4ltal hatarolt korlatos sikrész;
T

(h) //(x2 +42)dA =, ahol T az A(0,0), B(3,0) és C(0,2) csticspontit hiromszog;
T

3. Hatarozd meg a // e¥" dA = kettds integralt, ahol T az A(0,0), B(0,1) és C(2,1) csticspontt harom-
T

sz0g! (Segitség: a sikeres integralashoz elengedhetetlen, hogy a kiilsé integral legyen az y szerinti)

4. Hatédrozd meg a kovetkezd kett&s integralok értékét a megadott egyéb tartoméanyokon! (Segitség: Végezz
polarkoordinétés helyettesitést!)
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/ (22 — 6y + 3) dA =, ahol T az origd kozépponti 2 sugart korlap;

2
(b) //indeA_, ahol T = {2% + ¢ < 1};

(c) // ziy dA =, ahol T = {1 <2’ +3 <4,2<0,0 <y};
x? + y?

(d) //(xQ—yQ)dA:, ahol T= {0 <r <1és0< ¢ < T} korcikk;

T
(e) // 100 — 22 — y2 dA =, ahol T az origd kozépponti 5 sugari kor;
T

1
(f) / / Tae dA =, ahol T az origd kozépponti, egységsugaru kor pozitiv siknegyedbe esd
VT Y
T
része;
(g) / / % dA =, ahol T az origé koriili 1 és 2 sugari korok kozé esé korgyfirt elsé siknegyedbeli
T Y

része;

(h) / / xy? dA =, ahol T az origd kézépponti, R sugari kor els6 siknegyedbe esé része

5. Hatarozd meg az y = 22 és y = \/x gorbék altal hatéarolt korlatos sikrész teriiletét!

1 V1—x2
6. Add meg szamolas nélkiil az / / 1 dy dx integral értékét!
-1 0

7. Hatdrozd meg a z = 25 — 22 — y? egyenletii feliilet és a z > 0 féltér 4ltala hatérolt korlatos térrész
térfogatat!

8. Hatarozd meg a T = {x? 4+ y? < 25,y > 0} félkor alaki tartoméanyt lefedé homogén siklemez tomeg-
kozéppontjanak koordindtait!

9. Hatarozd meg a homogén lemezbdl kivagott R sugari negyedkorlap tomegkozéppontjat!



