Matematika EP2 2026. méjus 6/7.

8. feladatsor
Kétvaltozos fliggvények integralasa
1. Hatdrozd meg a kiévetkezd kettés integralok értékét a megadott téglalap tartoményokon!

(a) //(12x—6y—5)dA:,aholT:{Oga;gQés—3§y§3};
T
(b) //sin(m+y)dA:,aholT:{OnggéSOSygg};
T
(c) //(x2+4y)dA:,aholT:{OgajglésOgygl};
T
(d) //63x+4ydA =, ahol T={0<2<In2és0<y<In3};
T
(e) //wye$2+ysz:,aholT:{OngléSOSygl};
T

(f) //:cysin(x2+y2)dA:,aholT:{ngg\/gésogyg\/g};
T

Megoldas A feladatban a T halmaz egy tégla, vagyis felirhat6 az alabbi alakban
)

Y1 -

T'={(z,y) rvo<z<x1éyo <y <uy1}.

Yo |

ZTo T i

Vagyis a vizszintes oldalai a [zg,z1] a figgblegesek pedig a [yo,y1] intervallummal parhuzamosak.
Ilyenkor egy kétvaltozés f(x,y) fiiggvény T halmazon vett integréljat az aldbbi médon kaphatjuk meg

[ ] rwmaa=["[" swyayas

[ | smaa= " [" sy

ugyanazt az eredményt kapjuk.

vagy a sorrend felcserélésével

2 3
4/(12x—6y—5)dA://(12x_6y_5)dydx:

0 -3

Bels6 integral y-szerint:

2 2

3

/ [12xy —3y% - 5y] , da = /(72:c —30)dx =
Y=—

0 0

Kiils6 integral z-szerint:

[36x2 - 30x]§ — 144 — 60 = 84.
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w/2m/2
sin(z + y) dy dx =

//sin(x+y) dA =
T

Bels6 integral y-szerint:

0 0

w/2 /2
[— cos(z + y)]gh dx = [ (cosx — cos(x + 7/2)) dx =
0 0

Kiils6 integral x-szerint:

[sinz —sin(z +7/2)7* = (1-0)— (0—1) = 2.

4/(3:2+4y)dA:0/10/1(x2+4y)dydx:

Bels6 integral y-szerint:
1

1
1
/ %y + 2y° | do = (2% 4 2)de =
0

o

Kiils6 integral z-szerint:

1,4 b 7
Sl yor| = 42="L
] P B

A figgvény szorzat alakt, igy az integral is szétbonthaté:

In2 In3
e . M dA = edr | -

T 0 0

My | =

A két integral kiszamitasa:

1 In2rqg 9393 1 341 7 140
el S| ety == .0 T —_.20=—"

370 4"l T 3 4 373

11
xy612+y2 dA = //xyem2 e¥’ dydx =
T 00
A szétbonthaté integral:

1 1
$2
ze dx | -
0 0

A primitiv fiiggvény %e“ alaku:

1 21t lyzl e—1 e—1
—e -l —e — . — .
2 o L2 0 2 2 4
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\T/24/7)2
//:vysmx +9%)dA = / /mysin(az2—|—y2)dydx:
0 0

Bels6 integral y-szerint:

vl

w/2
1 w/2
/ |:—l‘ cos(z? + y2)] dr =
0 2 0

w/2
. / (  cos(x?) + ;xsin(x2)> dx =
0

Kiils6 integral x-szerint:

ISIE]

H sin(22) — icos(ﬁ)} = (-0 -(0-7) =

2. Hatarozd meg a kovetkezd kettds integralok értékét a megadott normal tartoméanyokon!
/ 22y dA =, ahol T az y = 2 és y = \/z gorbék altal hatarolt korlatos sikrész;
/ ysinzdA =, ahol T = {0 <z <y és 0 < y < 1} hdromszog;
//(:c2+y)dA:, ahol T={y? <z < fyés0<y <1}
//di =, ahol T az A(0,0), B(1,1), C(3,1) és D(4,0) csticspontu trapéz;
//(332 +2y)dA =, ahol T az A(1,1), B(0,3) és C(3,0) cstcsponti hdromszog;
/ / xze¥ dA =, ahol T az y = 2 és y = x gorbék altal hatérolt korlatos sikrész;
/ (1 —y)dA =, ahol T az y = 22 — 4 és y = 0 gorbék 4ltal hatarolt korlatos sikrész;
//(332 +4?)dA =, ahol T az A(0,0), B(3,0) és C(0,2) cstcspontii hAromszog;

Megoldas A feladatban a T halmaz egy normal tartomény, vagyis felirhat6 az alabbi alakban
Yy

Te ={(z,y)  xo <@ < w1 ésa(x) <y < bx)},

ekkor z-szerinti normél tartomany.
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A masik lehet6ség, hogy

Y
Y1 |
a(y) ()
Ty={(z,y) - yo<y<wmésaly) <z <by)},
Yo | ekkor y-szerinti normal tartomany.
x

Ez azt jelenti, hogy az egyik koordinata befut egy intervallumot, mig a masik kordanéta az el6z6 koor-
dindtédnak két fiiggvénye kozott helyezkedik el. Ilyenkor egy kétvéaltozos f(x,y) fliggvény T halmazon
vett integrdljat az alabbi médon kaphatjuk meg

[ [ tewaa=[" /al()z)f(x,y)dydx’
fz,y)dA = " b(y)f(a:,y)da:dy.
//Ty /yo o)

1 vz
1 //2xydA://2xydyd:1::
7 A

7.7 T 0

vagy a masodik esetben

Végezziik el a belsé integralast y-szerint:

x 5],

Yy //ysin(m) dA = /1/yysin(a:) dx dy =
T 00

Végezziik el a bels6 integralast z-szerint:

1 1
[ 1=yeos@izt dy = [ (5= yeos(y)) dy =
0 0

=Y Végiil integraljunk y-szerint:
L2 —ysin(y) —costy)] = 3 (1) —eon(t)
— — 1n — —_— — — S1n — .
. ¥ — ysin(y) —cos(y .2 S cos

(A parcidlis integralds lépése: [ycosydy = ysiny — [sinydy =
ysiny + cosy + ¢)
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Itt a tartoményt célszerii y-szerinti normaltartomanyként kezelni:

1 VY
1y 2 dA = 2 dr dy =
(z" +y)dA = (a" +y)dedy =
o T 0 42
r=1Y
Végezziik el a belso integralast x-szerint:
(c) 1 . - 1 4 )
- - 3
T =y /71‘34-.%1/ dyZ/ *yQ—y3—*y6 dy =
3 o=y? 3 3
0 0
yégﬁl integraljunk y-szerint:
1 4 25 1 1 8 1 1 33
772—74——7 = — - — - — = ——
3 5 4 217 ]9 15 4 21 140
A tartoményt x mentén 3 részre (hdromszog, téglalap, ha-
romszog) kell bontanunk:
1 z 3 1 4 4—x
y //wdydx—k//:vdydm—i—//azdydx
=1
1 Y 0 0 10 30
i
v ittty " e (14 . [
d) | N g A belsd (y-szerinti) integréldsok elvégzése utén:
(A
i 1 3 4
1 3 4 /xde—i-/xdx—i-/(élx—xz)da::
0 1 3

IS L A 5, 141 1 5
= = 2z — = =-+4+ - =6.
|:x}+[21‘:|1+|:$ SxL 3~|— —1-3

A tartoményt x = 1-nél két részre bontjuk. A felsé hatdrolé egyenes
y=3—z. Azalséki y=3 -2z (haz <1)ésy=3 — iz (haz > 1).
Az els6 rész (0 <z < 1):
1 3—=z 1
2 2 91377
/ (x +2y)dydm:/{xy+y} dr =
3—2x
0 32z 0
L 1
3 2 L4 3 2 9
. /(3: —3z*+6x)dr = |-z —x° +3z°| =~
4 o 4
0
’ 3
—X
22+ 2y)dydx = / {ny +y2]§7lx dr =
2 2
1

3
15 9, 9 27 - 14339227]381 41
1/( 2:1:4—4:13 2x+4)dx—[8x+4x 4x+4x1—8 8—5.

.. 1 sz P .9 29
A teljes integral értéke a kettd Osszege: 7 +5 = 7.
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A metszéspontok x =0 és x = 1.

Yy
1y //meydA //xeydydm—
/// 0 22
Végezziik el a bels6 integralast y-szerint:
Yy=x g7
(f) v 1 1
055555557 2
gy = [we?)V="y do = | (ze” — ze™) du =
4 Végiil integraljunk z-szerint:
G x
1
1 1 2 1 1 3—e
(x—1)e"— =" | =(0—ze)—(|-1—=)=—.
2 0 2 2 2
A metszéspontok az z-tengellyel z = —2 és © = 2.
Yy x
/ (1) dA = / / (1 y)dyde —
i i o

Végezziik el a belsé integralast y-szerint:

g 2
® 1,0 L 4 2
y— =y dxr = -z —=5x"+12) dox =
2 y:x2_4 2
Végiil integraljunk x-szerint:
1 5 2 16 40 416
—ad— o412z =2( > - —424) = —.
10 3 9 5 3 15

A haromszog atfogdjanak egyenlete y = 2 — %:17

3 2—3z
y //(x2+y2)dA:/ (:C2+y2)dydx:
T 0

Végezziik el a bels6 integralast y-szerint:

3 2
1 y=2—3x
/ 22y + 3 dx =
0

(e

/_\
~—
AR Y
A Y
ATIITIANIANNNNNANNANNNNNNNNNNY,
A Y
ATAATIANIANNNNNNNNNNNNNNNNNY
ATIATIULNINNNNNNNNNNNNNNNNNN Y

37 |,
F 62 26 8 8
x 3 2
- - _ d —
5 / TRIT T T3ty
Végiil integraljunk z-szerint:
62 , 26 5 4, 873 31 13
4 2| =2 426-1248= .
Taoqt Tt TRt h Y| Ty T 12As=

3. Hatarozd meg a // e¥” dA = kettds integralt, ahol T az A(0,0), B(0,1) és C(2,1) cstcspontt harom-

szog! (Segitség: a sikeres integralashoz elengedhetetlen, hogy a kiilsé integral legyen az y szerinti)
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4. Hatéarozd meg a kovetkezo kett6s integralok értékét a megadott egyéb tartomanyokon! (Segitség: Végezz
polérkoordinatas helyettesitést!)

/ / (2z — 6y + 3) dA =, ahol T az origd kozépponti 2 sugart korlap;
2xy
b // dA =, ahol T = {22 + > < 1};
(b) PR aho {z% +y° <1}
(c) // z—i_y dA=,ahol T ={1 < 2?2 +9y?<4,2<0,0 <y}
z2 +y?
(d) //(xz—yQ)dAz,ahosz{ogrg1ésog<pgg}karcikk;

(e) // 100 — 22 — y2 dA =, ahol T az origd kozépponti 5 sugari kor;
T

1
(f) // N dA =, ahol T az origd kozépponti, egységsugari kor pozitiv siknegyedbe esé
Z Yy
T

része;

(g) / / 5 i 5 dA =, ahol T az origé koriili 1 és 2 sugarti korok koézé esd korgytirti elsd stknegyedbeli
T Y
része;

(h) / / xy? dA =, ahol T az origd kézépponti, R sugari kor els6 siknegyedbe esé része

Megoldas A feladatban a T" halmaz origd kozéépontu korok segétségével kaphatd meg, ami felirhatd
az alabbi alakban

T={(xzo+r-cosp,yo+r-sing) :ro<r<riéspi <p<p}f,

vagyis a halmazban szereplé vektorok kezd6pontja (xo,yo) (ez a kor kézéppontja, nekiink szinte mindig
xg = yo = 0), hossza ro és r1 kozé esik, mig az z-tengellyel bezart szogiik o és 1 kozé esik. Ilyenkor
egy kétvaltozos f(x,y) figgvény T halmazon vett integrdljat gy kaphatjuk meg, hogy attértiink
polarkoordinatakra, vagyis elvégezziik az alabbi helyettesitést

T =g+ 1r- -cosy

Yy =1yo+r-sing

majd ezeket irjuk be z és y helyére az f(z,y) fiiggvénybe végiil a fiiggvényt beszorozzuk r-el és
elvégezziik az integrélas r és ¢ szerint, mintha egy téglan integralnank, vagyis

) r
//f(:n,y)dA:/ 1/1f(;v0—|—r-cosg0, Yo + 7 -sinp) - rdrdep.
T wo “JTro
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A T halmaz az origd kdzéppontu 2 sugari korlap, vagyis a megfelel§ helyettesités

T=17-COSQ

Yy =r-sinep,

ahol 0 <r <2¢és0< < 2m.

2r 2
// 2x—6y—|—3dA:/ / (2r cos(p) — 6rsin(p) + 3) - rdrdp =
T o Jo

x 2 2
(a) / / 212 cos(ip) — 612 sin(ip) + 3rdr dp =
o Jo
égezziik el a belsO integralast r-szerint.
21 19 3 r=2 2m 16
/ [7"3 cos(p) — 2r3sin(p) + 1"2} dp = / — cos(p) — 16sin(p) + 6 dp =
0 3 2 r=0 0 3
Végiil integraljunk @-szerint.
16 p=2m
{3 sin(y) + 16 cos(y) + 6@] =(0+16+127) — (0+ 164+ 0) = 127.
=0
A T halmaz az origd kézéppontu 1 sugard korlap, vagyis a megfeleld
helyettesités
T=1T-CoSp
Yy =1r-sinp,
ahol 0 <r <1és0< < 2m.
Y // 2xy A — /27r /1 2r2 cos(yp) sin.(@?) rdrdip =
T 2% + y? 0o Jo r2cos?(p) + r?sin?(y)
(b)

z 2m 12 sin(2<p) 2l )
/ / ——— rdrdp = / / rsin(2¢) dr de,
0 0 r 0 0

ahol kihasznaltuk a trigonometrikus azonossagokat. Végezziik el a bel-
s6 integralast r-szerint.

2r 11 r=1 21
/ [rz sin(2go)] dp = / —sin(2¢p) dp =
o L2 0 0o 2

r=l
Végiil integraljunk @-szerint.

[—i cos(2g0)] - = —i — (—i) =0.

»=0
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A T halmaz a mésodik siknegyedbe es6 korgytrii,
ah011§r§2és%§<p§7r.

y 9 .
// :§+y2dA:/ / T(COS(p—Ql—smgp).rdrdSO:
i TIe+yY 7/2J1 T

s 2
//2/1 (cos + sing) drdp =

Bels6 integralas r-szerint:

x / [r(cos ¢ + sin @)]3:1 dp = / (cos + sing) dp =
/2 /2

Kiils6 integralas y-szerint:

sing — cosl%, = (0~ (~1)) — (1 -0) =0,

A T halmaz egy korcikk, ahol 0 <r <1és0< ¢ <

w/4 rl
N //T(xQ—gf)dA:/O /0 r2(cos® p — sin? @) - rdrdp =

Mivel cos? p — sin? ¢ = cos(2¢p):

/4 g1 n/a 71 !
T / / 3 cos(2) drr dp — / [r4cos(2<p)] dy =
i///// 0 0 O 4 O

/4 ) a )
1 /0 2 cos(2¢) dp = [8 sin(2gp)} . =3 sin (g) —0= 3

<
ISR

A T halmaz az origd kézépponti 5 sugarta kor, ahol 0 < r < 5 és
0< <o

2T 5
// 100—x2—y2dA:/ / V100 — r2 - rdrdp =
T 0 0

v
2727777777777\ T

Helyettesités a belsé integralhoz: u = 100 — 72, du = —2rdr.

27 1 5 2T 1
/ {—(100 — 7«2)3/2} dp = / ~(1000 — 375v/3) dp =
0 3 0 o 3

2 250
g(looo — 375V/3) = Tﬂ(s —3V3).

A T halmaz az els6 siknegyedbe esé egységsugart negyedkorlap, ahol
OgrglésOggogg.

// ! dA /W/Z/1 " drd
—_— = — Aar =
TVr?+y?+1 0 0 Vr2+1 4

Belsé integralas (u = r2 + 1 helyettesitéssel):

- [P ] o= [ WA ap=Tva )
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A T halmaz az els6 siknegyedbe esé korgytirt,

ah011§r§2é50§g0§g.

T .9 . T .9
//T$2‘?T’y2 dA:/02/1 L:Q“O.rdrd@:/;/l sin o dr de =

/5 [rsingo];zi dgp — /5 Sin(pdcp — [_ COSQD]O% = 1.
0 0

A T halmaz az origd kézépponti, R sugari kor elsé siknegyedbe es6 része,

aholOﬁrﬁRésOﬁcpgg.

w/2 rR
// zy? dA = / / (1 cos ) (r?sin® @) - rdrdp =
T 0 0

7/2 rR 4 5 /211 ) R
/0 /0 7~ cos p sin gpdrdgpz/o [5r5cos<psin gph dp =
£ RS /2 5711 /2 RS

5 COSQOSiHQQDng:? [?)sin?’go}0 =I5

Hatérozd meg az y = 22 és y = \/x gorbék 4ltal hatarolt korlatos sikrész teriiletét!

5.
1 V1—22
6. Add meg szdmolas nélkiil az / / 1 dy dx integrél értékét!
100

= 25 — 22 — y? egyenletii feliilet és a z > 0 féltér altala hatdrolt korlatos térrész

7. Hatarozd meg a z

térfogatat!
= {22 +y? < 25,y > 0} félkor alaki tartomanyt lefedé homogén siklemez témeg-

8. Hatarozd meg a T
kozéppontjanak koordindtait!

Hatarozd meg a homogén lemezbél kivigott R sugari negyedkérlap tomegkdzéppontjat!

9.



