Matematika EP2 1. pét-potzarthelyi 2026. junius 4.

1. p6t-pétzarthelyi

1. (12 pont) Add meg az alabbi miivelet 6sszes komplex eredményét algebrai alakban és dbrazold
6ket a komplex sikon!
v/ —27i

Megoldas Legyen z = —27i. Irjuk 4t a z szdmot trigonometrikus alakba. Mivel a negativ
képzetes tengelyen fekszik, r = 27, a szoge pedig ¢ = 37”

—27i = 27 (cos (327T> + ¢ sin (327T>>

A kobgyokok (wy, ahol k = 0,1, 2) képlete:

42k 42k
Wy, = V21 <COS (24_37T> + ¢ sin (W))

Mivel v/27 = 3, az eredmények algebrai alakban:
k=0: wo :3(cosg+ising> = 3(0+i) = 3i

1
k=1: w1:3(cos7g+z'sin7g> = (—\/g—z) :—33—22'

11 11 3 1 3v3
k=2: w2:3(cos6ﬂ+z’sin6ﬂ):3<\/_ i)z V3

A gyokok a komplex sikon egy origd kézépponti, r = 3 sugaru koron elhelyezked6 szabalyos
haromszog csucsait alkotjak.
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2. (13 pont) Hatérozd meg a kovetkez6 Cauchy probléma megoldasaként adédé y(z) fiiggvényt!

2

y/ — 7y_+_x2€:p
xXr
y(1) =1

Megoldas Az egyenlet atrendezve: iy’ — %y = z%e®. Elbszor oldjuk meg a homogén egyenletet:

, 2
yh:;yh
1, B 2
yhyh_ﬂc
1 2
/—dyh— —dx
Yn x

In|y,| =2In|z| +¢
In |y| = In(z?) + ¢
lyn| = ¢ - 2

yp = cx’

Keressiink egy partikuldris megolddst y, = c¢(z)z? alakban (az dllandok varidldsaval). Ekkor:
i = cl@)a®
y, = c(x)2® + 2xc(x),

amit visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe kapjuk:

d(x)2* + 2zc(z) = ;(c(x) %)+ 2%e”
d(z)2* + 2zc(z) = 2xc(x) + 22e”
d(z)2* = x?e”
d(x)=¢"
c(x) =

Az inhomogén egyenlet egy j6 megoldasa tehat:

Yp = z2e”.

Az altalanos megoldas innen:

Yy =1y, +yn = %" + ca’ = 2*(e” + ¢).

Most hasznaljuk az y(1) = 1 feltételt a konstans meghatérozasdhoz.

1=1%e' 40
l=e+c
c=1-—e.

A feladat megoldasa tehat:
y(z) = 2*(e" +1—e).
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3. (12 pont) Hasznéld az Euler-médszert y(1) becslésére i-es részintervallum hosszal, ha

y’:xQ—yQ
y(0) =1

Megoldas A becsléseink az Euler-mddszert alkalmazva:

1 1
Y Ol = =1 02_12.7
y<2> * )3
1
=14+0-1) -
oD 11 ?
(1.3)
. 1 N2 /102 1
213 g(l) = = =] —\3 ‘5
(53 51) 2+<<2> (2)) 2
1 /1 1\ 1
| | > :+<_)-
. ! 1 o \1" 1) 2
3 EERNE S
2 2

A becslés innen:
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4. (13 pont) Hatarozd meg az Gsszes olyan y(z) fliggvényt, amely megoldja az aldbbi differencial-
egyenletet!
y" + 6y’ + 13y = 5e™*

Megoldas A homogén egyenlet: y” + 6y’ + 13y = 0. A karakterisztikus egyenlet:
g

M 4+6A+13=0

A+3)*+4=0
(A+3)?=—4
A+3=+2
A= —3+2i

A homogén altalanos megoldasa:
yn(x) = cre”% cos(2x) + cye” 3" sin(2x).

Az inhomogén tag 5e™* = Py(z)e 1 cos(0-x). Mivel —140i = —1 nem gydke a karakterisztikus
egyenletnek (nincs rezonancia), a prébafiiggvény:

Y, = Ae™ "
y, = —Ae”™"
y]’g/ = Ae™”

Behelyettesitve az eredeti egyenletbe:

Ae ™ +6(—Ae ")+ 13(Ae™™) = be
(1-6+13)Ae * =be ”
8Ae " =5e" = 8A=5 = Azg.

A partikuldris megoldds tehat y,(z) = 2e™. Az édltaldnos megoldds:

)
y(r) = yn(z) + yp(x) = cre™>* cos(2x) + coe " sin(2x) + ge’x.
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2. pot-potzarthelyi

1. (13 pont) Adj meg olyan C invertalhaté és D diagondlis matrixot, amikkel a lenti A matrixra
teljesiil, hogy A = CDC~!! Amennyiben nincsenek ilyen méatrixok, akkor azt réviden indokold

meg!
1 -3
S
Megoldas A karakterisztikus polinom:

p(A) = ’1__: 2__3A’ =(1=N2=X)—(=3)(-4) =X =31+2-12= )1 -3 - 10.

A sajatértékek p(\) gyokei:

A —3\—-10=0
(A=5)(A+2)=0.

A sajatértékek tehat:
/\1 =5 és /\2 = —2.

A sajatvektorok meghatarozéasa:

e )\ = 5-hoz:
1-5 -3 | |-4 -3 - —4 -3
-4 2-5| |-4 -3 0 0

Egy jo sajatvektor:
e My = —2-hoz:

Egy jo sajatvektor:

<

|

Mivel A egy 2 X 2-es matrix és van 2 fliggetlen sajatvektora, igy diagonalizalhaté. Egy jo
valasztas:
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2. (12 pont) Hatarozd meg a kovetkez6 kétvaltozos f(z,y) fiiggvény Fy(0,0) pontbeli v = (3, —4)

iranymenti derivaltjat!
2

f(z,y) = etV + % + cos(zy) + 2

Megoldas Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat:

22(1 + 2?) — (2% — y)2z
(14 x2)?

ful,y) = 26" + — ysin(zy)

"(z,y) = > 4 — xsin(zy
y

1+ 22
Behelyettesitve a Py(0,0) pontot:
0—-0
f;(o,o):2-e0+T—0:2
-1
f;(0,0)21-eO+T—0:1—1:0

A gradiensvektor:
Vf(0,0) = (2,0).

Az iranyvektor hossza és az irany normaltja:

3 4
= /3 + (42 =1v0+16=5 = e= :(5,—5).

Az iranymenti derivalt a gradiens és az egységvektor skalaris szorzata:

E\\@

£4(0,0) = (V£(0,0),¢) =2 ;’ L0 (_;‘) _ g
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3. (13 pont) Keresd meg a kévetkez6 kétvaltozos f(x,y) fiiggvény lokalis szélséértékeit és nyereg-
pontjait, ha vannak!

fla,y) =2y —2*)(y—2) +1
Megoldas Az elsérendti parcialis derivaltak nullhelyeit keresstik:
0=filz,y)=-22(y—2) = v=0vagyy=2
0= fylz,y) =2(y —2) + (2y — 2°)

Amennyiben x = 0, akkor a masodik egyenletbol
4y —4=0
y=1.

Amennyiben y = 2, akkor a méasodik egyenletbdl

4—22=0
r = 1+2.

A kritikus pontok tehat:
(0,1), (—2,2) és (2,2).

A masodrendii parcialis derivaltak:

foo(zoy) =20y —-2),  fi,(v,y) = fl.(v,y) =22,  fl(z,y)=

A Hesse-matrix tetszéleges (z,y) pontban:

Hir.y) = [‘2(_‘”2; 2 _Z‘”] -

Most vizsgaljuk meg a kritikus pontokban:

« A (0,1) pontban:
|2 0

— A " —
0 4‘—8>O és fr.(0,1) =2>0,

igy itt lokalis minimuma van a fiiggvénynek. Ertéke: £(0,1) =2-(=1)+1 = —1.
o A (—2,2) pontban:

'O 1 =0-16=-16 <0,

4 4

igy itt nyeregpontja van a fliiggvénynek.
« A (2,2) pontban:
‘ 0 —4

. 4‘:0—16:—16<0,

igy itt nyeregpontja van a fiiggvénynek.
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4. (12 pont) Hatérozd meg az alabbi integral értékét, ha T az origd kozéppontu 1 és 2 sugari
korok kozé es6 korgytirtt x-tengely feletti része!

|| Ve

Megoldas Polarkoordinatas helyettesitést alkalmazunk: x = r cos p, y = rsin ¢. Az integralasi
tartomany a fels6 fél-korgytrti: 1 <r <2és0 < ¢ <.

A fiiggvény polarkoordinatakban:

7 sin ¢ 7 sin ¢ )
= = sin .
\/(rcos ©)? + (rsing)? r
Az integral kiszamitésa:
Y_qa=[" [ drd
————dA = sing) - rdr
[ gt fmarrivas
™ 2
= [ sinpdp- / rdr
0 1
r2]?
= [eosly- ||
4 1



