Matematika EP2 1. poétzarthelyi 2026. janius 1.

1. poétzarthelyi

1. (12 pont) Add meg az aldbbi egyenlet 6sszes komplex megoldésat és abrazold éket a komplex
sikon!
24 4+16=0

Megoldas Az egyenletet atrendezve
4
z" = —16.

El6szor irjuk at a —16 szamot trigonometrikus alakba. A —16 komplex szam abszolit értéke
r = 16, szoge pedig ¢ = 7, vagyis

—16 = 16(cos(m) + isin()).

A komplex negyedik gyokok (zx, ahol k =0, 1,2, 3) képlete:
2k 2k
2 = V16 <COS <7T +4 W) + isin (W +4 W))

Behelyettesitve a k értékeket megkapjuk az Osszes megoldast (érdemes algebrai alakban is

felirni):
h=0s zo=2 (cos (§) s (F)) =2 (L + L) = VB v
b=ts a2 (eos (B) i (0)) =2 (< 4 ) = —va s vl
o2 e () e () -2 (F ) - va
e ez () v (7)) <2(F - ) - e v

A gyokok abrazolva:
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2. (13 pont) Hatérozd meg a kovetkez6 Cauchy probléma megoldasaként adédé y(z) fiiggvényt!

y = cos(w)e* + 2y
y(0) =2

Megoldas Az egyenlet atrendezve: 3y — 2y = cos(z)e?®. Elészor oldjuk meg a homogén egyen-
letet

In |y =22+ ¢
lyn| = ce*”

y, = ce*®.

Keressiink egy partikuldris megolddst y, = c¢(z)e** alakban (az dllandok varidldsanak modsze-
rével). Ekkor

yp = c(x)e*
y, = (2)e* + 2c(x)e,

amit visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe egy j6 vilasztas c(z)-nek:
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Az inhomogén egyenlet egy j6 megoldasa tehat
Yy, = sin(z)e*".
Az altalanos megoldas innen
Y =1y, + yn = sin(x)e* + ce*”.

Most hasznaljuk az y(0) = 2 feltételt a partikularis megoldés kereséséhez.

2 = sin(0)e’ + ce’
2=0+c
c=2.

A feladat megoldéasa tehat

y = sin(x)e?* + 2e** = (sin(x) + 2)e*”.
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3. (12 pont) Hasznéld az Euler-médszert y(1) becslésére i-es részintervallum hosszal, ha

y’:x2+y2
y(0)=1

Megoldas A becsléseink az Euler-modszert alkalmazva:

1 1
Lam) = (1,
—1+11—3
N 2 2
3 1\2 3\2) 1
0(1) = = i - -
o(1) 2'%<(2 +'<2> ) 2
] _3+(y+% 1
2 4 4) 2
3 10 1
e "2 12
05 ! _3,5_ 6.5 1
2 4 4 4

A becslés innen
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4. (13 pont) Hatarozd meg az Gsszes olyan y(z) fliggvényt, amely megoldja az aldbbi differencial-
egyenletet!
y'+y — 12y =4z +5

Megoldas A karakterisztikus egyenlet gyokei

N4+A—12=0
A+4)(A=3)=0
A= —4

Ao = 3.

A homogén egyenlet megoldasa innen
yn = cre” " 4 e,

Mivel az inhomogén egyenlet jobboldala 4z + 5 = P;(x)e®® cos(0 - z) (ahol Py (z) egy elséfokt
polinom) és 0+ 0i = 0 nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek, ezért keresiink egy megoldést
az inhomogén egyenlethez az alabbi probafiiggvény alakjaban

Yp = 1T + Qo
y;:(h
y]’;:().

Visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe

04+q¢ —12(qux + qo) =4z +5

Két polinom pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld fokszamu tagjaik egyiitthatoi megegyeznek,
igy egy jo valasztas:

_12(]1 = 47
@1 — 12g0 = 5.
Az els6 egyenletbdl ¢ = —%. Ezt visszahelyettesitve a masodikba
1
———12g9 =5
3 do
16
—12¢o = 3
4
qo = 9

1 4
=——x— —.
yp 3 9
Az altalanos megoldas
1 4 —4x 3x
Y=Y t+yn=—5r— - +ce " +ce.

3 9



