Matematika EP2 2. zarthelyi — A csoport 2026. majus 13.

2. zarthelyi
A csoport

1. (13 pont) Adj meg olyan C invertalhaté és D diagonélis matrixot, amikkel a lenti A matrixra
teljesiil, hogy A = CDC~!! Amennyiben nincsenek ilyen méatrixok, akkor azt réviden indokold

meg!
1 4
S
2 3

Megoldas A karakterisztikus polinom

p()\):‘lg/\ SfA|:(1—A)(3—A)—2-4:A2—4A—5.

A sajatértékek p(\) gyokei:

M — 4\ —5=0
A=2)?—-4-5=0
(A—=2)?2=9
A—2=43
A=243.

A sajatértékek tehat
)\1 =-1 és )\2 = 5.

A sajatvektortok:

e )\ = —1-hez:

TR B B R R RS by
e My = 5-hoz

R o e N B s BT

Mivel A egy 2 x 2-es matrix és van 2 fliggetlen sajatvektora, igy diagonalizalhatd és egy jo

valasztas i - _
-2 1 , -1 0
C= 11 és D = B

Egy masik jo valasztas )
1 =2 , 15 0
“=h 1 s D=1



Matematika EP2 2. zarthelyi — A csoport 2026. majus 13.

2. (12 pont) Hatédrozd meg a kovetkez kétvaltozos f(x,y) fuggvény Py(0,2) pontbeli érintdsikjat!

z4+y—2

(&
2
5 Y

1+z

f(z,y) = sin(2zy) +
Megoldas A parcidlis derivaltak:

(1 + 332) 3 ew+y—2 — 9 - ez+y—2
(1 + 22)2 7

fo(x,y) = cos(2xy) - 2y +
T4+y—2

1+ 22

fol@,y) = cos(2xy) - 22 + — 2.
A parcidlis derivaltak a Py(0,2) pontban:

1-e9—0-¢e

f2(0,2) = cos(0) - 4 + e 5,
o0
£,(0,2) = cos(0) - 0 + - 4=-3
Innen a normalvektor:
n = (5-3,—1).

A fuggvény értéke a Py(0,2) pontban:

£(0,2) = sin(0) + % —4=-3
Innen egy pont a sikon:
P(0,2,-3).

A sik egyenlete:
5 =0)=3(y—2)—(z2—-(=3)) =0

r—3y—2+3=0
o — 3y — 2z = —3.



Matematika EP2 2. zarthelyi — A csoport 2026. majus 13.

3. (13 pont) Keresd meg a kévetkez6 kétvaltozos f(x,y) fiiggvény lokalis szélséértékeit és nyereg-
pontjait, ha vannak!
fz,y) = 6ry — 22° — y* — 10

Megoldas Keressiik meg azokat a pontokat, ahol az elsérendii parcidlis derivaltak nullak lesz-
nek:

0= fi(z,y) = 6y — 627,
0= fy(z,y) =6z — 2y.

A masodik egyenletbol

Yy = 3.
Amit az elsé egyenletbe visszairva:
18z — 62 = 0
6x(3 —z) =0,

aminek a megolddsai x = 0,3. A kritikus pontok tehat:

(0,0) és (3,9).
A madésodrendii derivaltak

o (z,y) = —12x,
(z,y) = fi.(z,y) =6,
(.’L’,y) = —2.

Innen a Hesse-matrix tetszéleges (x,y) pontban.

H(z,y) = [‘1625” _62] .

Most vizsgaljuk meg a kritikus pontokban:

« A (0,0) pontban:
‘0 6

5 _2‘:0—36:—36<O,

igy itt nyeregpontja van a fiiggvénynek.
« A (3,9) pontban:

‘—36 6

) _2‘:72—36:36>0 és " (3,9)=—36<0,

igy itt lokalis maximuma lesz a fiiggvénynek.



Matematika EP2 2. zarthelyi — A csoport 2026. majus 13.

4. (12 pont) Hatérozd meg az aldbbi integral értékét, ha T"az A(—2,0), B(—2,1), C(0,2), D(0, 1)
csucsu paralelogrammal
// 2(xy — 1)dA
T

Megoldas A feladatban szereplé paralelogramma altal meghatarozott normal tartomany:

1 1
T:{(WJ)‘—2§$§0, 1+2x§y§2+2x}.

Innen a keresett integral:

//Z(xy —1)dA = /0 e 2(zxy — 1)dy dx
T

-2 J1+1x

= /_02 {xy2 — Qy} y=2tse dz

y:l—i—%x

/0 <2+1 >2 2<2+1> (1+1 >2+2(1+1> d
L X 21‘ 21} i 21’ 237 X

0
:/ (2% 4+ 3z — 2)dw
-2

1 3 +=0
= §x3+§x2—2$ o
1 3
=0—5(=8) —z-4+2-(-2
3 (-8 =5 4+42:(-2)
22

3



Matematika EP2 2. zarthelyi — B csoport 2026. majus 13.

2. zarthelyi
B csoport

1. (13 pont) Adj meg olyan C invertalhaté és D diagonélis matrixot, amikkel a lenti A matrixra
teljesiil, hogy A = CDC~!! Amennyiben nincsenek ilyen méatrixok, akkor azt réviden indokold

meg!
=

Megoldas A karakterisztikus polinom

2—x 1 |:(2_)\)(5—)\)—(—2)-1Z)\2—7)\—|—12-

p(A):| 25—

A sajatértékek p(\) gyokei:

M —TA+12=0

2 2
7 1
(A_2>7_41
A=y

A sajatértékek tehat
)\1 =3 és )\2 =4,

A sajatvektorok:
e )\ = 3-hoz:

e My = 4-hez:
2—41_—21W2—1W2—1:>_1
—2 5-4]  |-2 1 -2 1 0 0] 2|2
Mivel A egy 2 x 2-es matrix és van 2 fliggetlen sajatvektora, igy diagonalizalhatd és egy jo
valasztas i} .
11

C:_1 2_ és D=

o w
l’pol

Egy masik jo valasztas

Q
I
@
[9)]
S
|
S
w o



Matematika EP2 2. zarthelyi — B csoport 2026. majus 13.

2. (12 pont) Hatarozd meg a kovetkezé kétvaltozos f(z,y) fuggvény Py(—2,0) pontbeli érintésik-

jat! 2
f(x,y) = cos(2xy) + ixiy; g
Megoldas A parcidlis derivaltak:
/ , ot Hy+2
fi(x,y) = —sin(2zy) - 2y + e + o,
fi(z,y) = —sin(2zy) - 2z + (1+9?) - e::f;—)fy . T tyt2

A parcidlis derivaltak a Py(—2,0) pontban:

/ 60
[i(~2.0)=0-0+— —4=-3,

1-e2—=0-¢e

=200 =0 (—4) + ————=1.

Innen a normalvektor:
n=(-3,1,—-1).

A fuggvény értéke a Py(—2,0) pontban:
0
f(—2,0) :cos(0)+T+4: 1+14+4=6.
Innen egy pont a sikon:
P(-2,0,6).
A sik egyenlete:

—3(z—(-2)+1(y—0)—(2—6)=0
—3r+y—2=0.



Matematika EP2 2. zarthelyi — B csoport 2026. majus 13.

3. (13 pont) Keresd meg a kévetkez6 kétvaltozos f(x,y) fiiggvény lokalis szélséértékeit és nyereg-
pontjait, ha vannak!
flz,y) = 6ry — 2y° — 2”4+ 8

Megoldas Keressiik meg azokat a pontokat, ahol az elsérendii parcidlis derivaltak nullak lesz-
nek:

0= fi(z,y) = 6y — 2z,
0= fy(z,y) = 62 — 6y°.

Az els6 egyenletbol

T = 3y.
Amit a masodik egyenletbe visszairva:
18y —6y°> =0

aminek a megoldasai y = 0, 3. A kritikus pontok tehat:

(0,0) és (9,3).

A mésodrendil derivaltak

y
fo @ y) = fin(x,y) =6,
foy(@,y) = —12y.

Innen a Hesse-matrix tetszéleges (x,y) pontban.

H(z,y) = [_62 —ny] ‘

Most vizsgaljuk meg a kritikus pontokban:
« A (0,0) pontban:
-2 6
‘ 6 0‘—0—36——36<O,
igy itt nyeregpontja van a fiiggvénynek.

« A (9,3) pontban:

|—2 6

B B _ , " - _
; _36|_72 36=36>0 é  f7(9,3) 2<0,

igy itt lokalis maximuma lesz a fiiggvénynek.



Matematika EP2 2. zarthelyi — B csoport 2026. majus 13.

4. (12 pont) Hatarozd meg az aldbbi integral értékét, ha T az A(0,1), B(0,2), C(2,1), D(2,0)
csucsu paralelogrammal
/ / 2(zy +1)dA
T

Megoldas A feladatban szereplé paralelogramma altal meghatarozott normal tartomany:

Innen a keresett integral:
2 r2-iz
//2(my+1)dA:/ / . 2(zy+1)dydz
T 0 Jl-3=
= /2 [a:yz +2 }y:%%x dx
0 J y=1-3%z

2 1 \? 1 1 \?2 1
:/ m<2—x> +2<2—x>—:p<1—m> —2<l—x) dx
0 2 2 2 2

L 3 2 .
= {—x + -z —|—2x]
3 =0
1 3
=——-8+--44+2-2-0
3 +2 *
22



Matematika EP2 2. zarthelyi — C csoport 2026. majus 14.

2. zarthelyi
C csoport

1. (13 pont) Adj meg olyan C ortogondlis és D diagonalis matrixot, amikkel az lenti szimmetrikus
A métrixra teljesiil, hogy A = CDCT.
2 2
=l

Megoldas A karakterisztikus polinom meghatarozasa:

p(A):‘QgA 23)\‘:(2—)\)2—2-2:)\2—4>\+4—4:)\2—4)\.

A sajatértékek p(\) gyokei:

A sajatértékek tehat:
A =0 és Ay = 4.

A sajatvektorok:

e A\ = 0-hoz:

e )y = 4-hez:

o []

mivel a matrix szimmetrikus (ezért vannak paronként meréleges sajatvektorjai) és ez a
vektor merdleges v;-re.

Normaéljuk le a sajatvektorokat:

u = ——m———- = —
= ul o Je e P vl
és -
(%) 1 1 1 1
Uo = = —— = —— .
2 | VL1 2 [1]
Ekkor j6 valasztas: ) ) i
111 1 0 0
C= ﬁ -_1 1 €S D = -0 4- .
Egy masik j6 valasztas:
11 1 ) (4 0]
C = ﬁ -1 _1 €S D = _O 0- .




Matematika EP2 2. zarthelyi — C csoport 2026. majus 14.

2. (12 pont) Hatérozd meg a kovetkez6 kétvaltozos f(x,y) fiiggvény Py(0,1) pontbeli irdnymenti
derivéltjat a v = (—6,8) irdny szerint.

f(z,y) =In(1+ 2%)2zy + €™ — 2

Megoldas Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat:

2z i
fa/c(xvy) = 112 < 2xy + In(1 + :1:2) 2y + ye,
fg;(x7y) = 1n(1 + Iz) -2 4+ xe™Y.

Behelyettesitve a Py(0, 1) pontot (kihasznalva, hogy In(1) = 0):

f0,1)=0-04+0-2+1-€" =1,

£(0,1)=0-0+0-€"=0.

A gradiens:
V£(0,1) = (1,0)

Az irdnyvektor hossza és az irany normaltja:
_ (_6 8) _ (_3 4)
- \10710/  \' 575/

Az irdnymenti derivalt a gradiens és az egységvektor skalaris szorzata:

o] = /(—6)2 +8 =10 =

= |

£4(0.1) = <Vf<0, 1), |”|> =1 (-3) 05 =2



Matematika EP2 2. zarthelyi — C csoport 2026. majus 14.

3. (13 pont) Keresd meg a kévetkez6 kétvaltozos f(x,y) fiiggvény lokalis szélséértékeit és nyereg-
pontjait, ha vannak!
fz,y) = 6xy — 8z° —y® — 2

Megoldas Az elsérendi parcialis derivaltak:

folz,y) = 6y — 242% = 0

x

fi(z,y) = 6z — 3y* = 0.

Y

A masodik egyenletbol

Amit az els6 egyenletbe visszairva:
I
b6y — 24(y ) =0
2
6y —24- Lyt =0
Y 4y =
6y(1 —y°) = 0.

Am6bol y = 0 vagy y = +/1 = 1. A kritikus pontok tehat:

1
0,0 é -, 1).
00 & (51)
A maésodrendii parcialis derivaltak:

f;/m(xv y) = —48x
foy(@,y) = fr(z,y) =6

A Hesse-matrix tetszéleges (z,y) pontban:

man=[ 5 0]

Most vizsgaljuk meg a kritikus pontokban:

« A (0,0) pontban:
0 6

6 0 =0-36=-36 <0,

igy itt nyeregpontja van a fiiggvénynek.
1
« A <2, 1) pontban:

—24 6
6 —6

| =144 -36=108>0 és  f'(1/2,1)=—24 <0,

igy itt lokalis maximuma van a figgvénynek.



Matematika EP2 2. zarthelyi — C csoport 2026. majus 14.

4. (12 pont) Hatérozd meg az aldbbi integral értékét, ha T" az origd koriili 2 sugaru kor z-tengely
alatti része.
[[ 20 aa
T
Megoldas Polarkoordinatas helyettesitést alkalmazunk: x = r cos p, y = rsin . Az integralasi
tartomany az alsé félkor: 0 <r <2 ésnm < ¢ < 27.

Y

7777777777777 777777777777

Az integral kiszamitésa:
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Matematika EP2 2. zarthelyi — D csoport 2026. majus 14.

2. zarthelyi
D csoport

1. (13 pont) Adj meg olyan C ortogondlis és D diagonalis matrixot, amikkel az lenti szimmetrikus

A métrixra teljesiil, hogy A = CDC7T.
3 3
4-f 3
Megoldas A karakterisztikus polinom meghatarozésa:

p(A)z‘?’;A 33)\‘:(3—)\)2—3-3:)\2—6>\+9—9:)\2—6)\.

A sajatértékek p(\) gyokei:

A sajatértékek tehat:
)\1 =0 és )\2 =06.

A sajatvektorok:

e A\ = 0-hoz:

e )y = 6-hoz:

o []

mivel a matrix szimmetrikus (ezért vannak paronként meréleges sajatvektorjai) és ez a
vektor merdleges v;-re.

Normaéljuk le a sajatvektorokat:

v 1 l 1 ] 1[1 ]
u = ——m———- = —
= ul o Je e P vl
és
(%) 1 1 1 1
Uy = = = —F——— = —=
2 | VL1 2 [1
Ekkor j6 valasztas: ) )
171 1 00
C= ﬁ -_1 1 €S D= 0 6
Egy masik j6 valasztas:
11 1 , 6 0
“=vh -] P00




Matematika EP2 2. zarthelyi — D csoport 2026. majus 14.

2. (12 pont) Hatérozd meg a kovetkez6 kétvaltozos f(x,y) fiiggvény Py(1,0) pontbeli irdnymenti
derivéltjat a v = (6, —8) irdny szerint.

f(z,y) = In(1 + y*)2zy + ™ + 3

Megoldas Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat:

fi(z,y) =In(1 +y*) - 2y + ye™,

2
fie,y) = — 2 2wy + In(1+ y?) - 20 + ze™.

I+y
Behelyettesitve a Fy(1,0) pontot (kihasznalva, hogy In(1) = 0):

f1(1,0)=0-0+0-€" =0,
(1,00 =0-04+0-2+1-€"=1.

Y

A gradiens:
Vf(1,0)=(0,1)

Az iranyvektor hossza és az irany normaltja:
_ <6 —8) _ (3 4)
lw| \10"10/) \5 5/

Az irdnymenti derivalt a gradiens és az egységvektor skalaris szorzata:

3 4 4
—0-241-(=2)=_2=.
y=o 21 (-5) =3

I=

lu] = /62 + (—8)2=10 =

I<

IE

£1(1,0) = <Vf<1,o>,

<



Matematika EP2 2. zarthelyi — D csoport 2026. majus 14.

3. (13 pont) Keresd meg a kévetkez6 kétvaltozos f(x,y) fiiggvény lokalis szélséértékeit és nyereg-
pontjait, ha vannak!
flz,y) =2 +8y> — 6y +5

Megoldas Az elsérendi parcialis derivaltak:

folx,y) = 32% — 6y =0

xT

fi(z,y) = 24> — 62 = 0.

Y

Az els6 egyenletbol

Amit a masodik egyenletbe visszairva:
1 2
24(:132) — 6z =0
2
241t e =0
- = — xr =
4

6zt — 62 =0
6x(x® —1) = 0.

Amib8l = 0 vagy z = V1 = 1. A kritikus pontok tehét:

0,0) & (1, ;)

A masodrendii parcidlis derivaltak:

fon(w,y) = 62
f:zlvly(xvy> - f{/ﬁp(‘ruy> =—06
(T, ) = 48y

A Hesse-matrix tetszéleges (z,y) pontban:

i =% ]

Most vizsgaljuk meg a kritikus pontokban:

« A (0,0) pontban:

0 -6
-6 0

‘:0—36:—36<0,

igy itt nyeregpontja van a fiiggvénynek.
1
e Az (1,2> pontban:

6 —6
—6 24

| —144-36=108>0 6  f'(1,1/2)=6>0,

igy itt lokalis minimuma van a fliggvénynek.



Matematika EP2 2. zarthelyi — D csoport 2026. majus 14.

4. (12 pont) Hatérozd meg az aldbbi integral értékét, ha T" az origd koriili 2 sugaru kor z-tengely
feletti része.
[[2e" 7 4
T
Megoldas Polarkoordinatas helyettesitést alkalmazunk: x = r cos p, y = rsin . Az integralasi
tartomany a fels6 félkor: 0 <r <2és0< ¢ <.

Az integral kiszamitésa:

2,2 T 2 2
/ 2" 1Y dA:/ / 2¢” - rdrde
0 Jo

T
s 2 2
:/ / 2re” drdyp
o Jo

= ) [ e

= (et —

= [Nt =" ag
= /Oﬂ(e4 —1)de
= [(e* = 1))

1

).



