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2. Gyakorlat
Események fiiggetlensége, feltételes valoszinliség, teljes valdsziniiség tétele, Bayes-formula
Végeredmények és megoldasok

1. A és C pontosan akkor fiiggetlenek, ha P(ANC) = P(A) ‘}P’(C ). Szamoljuk ki az egyes valdszintiségeket.
Q=1{1,2,3,4,5,6}, minden elemi esemény Valoszmusege , klasszikus valészintiségi mezénk van, tehat
a valdszintiségeket kedvezd esetek szdma/0sszes esetek szama alakban szamoljuk.

A={zprim} ={2,3,5} = P(A) =2 =1
C={r<4}={1,2,34) = P(A)=4=1
AﬂC:{ajprlmesx§4}:{2’3}:P(Amc):%:l

Mivel % . % = %, igy az A és C események fiiggetlenek.

Definici6 szerint P(A | B) = P(’L(‘m)g) A fentiekhez hasonléan szamolhatjuk a valdszintiségeket:

= {x péros} = {2,4,6} = P(B) =3 =1

AN B = {z prim és paros} = {2} = P(ANB) = ¢ = P(4| B) =

o[ o=

(Megjegyzés: A mdasodik kérdésnél ugy is gondolkodhatndnk, hogy ha tudjuk, hogy x pdros, akkor meg-
vdltozik az eseményterink, leszikil B-re: ' = B = {2,4,6}. Ezen az ij eseménytéren szdmoljuk az A
esemény valdsziniiségét ugyanigy kedvezd/ésszes formaban. Ebben az eseménytérben 1 kedvezd elemi
esemény van A tekintetében, a 2, mig az 0sszes elemi események szama 3, tehdt a valdsziniség % )

2. a) A feladat szerint Ay N Ay N Ag = {a}, IP’({a}) 27, tovabba IP’(Al) P(Ay) =P(A3) = =
b) Ellenpélda: P(A; N Ag) = P({a,e}) = 2 # P(A;) - P(42) = 35 = 3.

3. Jelolje p annak a valésziniiségét, hogy egy adott lottdszelvény pontosan négytalalatos. Egy lottdszel-
vényt ( ) kiillonb6z6 mdédon lehet kitolteni, ebbdl a négytaldlatosok szama (i) (815) hiszen ennyifélekép-

pen valaszthatjuk ki, hogy a szelvény melyik négy szamot talalja el, illetve, hogy mi az 6todik szam

5\ (85
(egy a ki nem huzott 85 szam koziil). Klasszikus val6sziniiségi mezénk van, igy p = (429%)1) = ‘E’;;%‘;’.
5

5

Kiilonboztessiik meg a feladatban szerepld két lottészelvényt. Legyen

A = {az els6 lottoszelvény pontosan négytaldlatos}, B = {a masik lottészelvény pontosan négytaldlatos}.
Ekkor nyilvan P(A) = P(B) = p. Mivel a két lottészelvényt a feladat szovege szerint fiiggetlentil t61-
tik ki, ezért az A és B események fiiggetlenek. A kérdezett valdszinliség pedig az A U B esemény
valoszintisége.

Tobbféleképp is gondolkodhatunk

o Poincaré-formulabdl: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
A fiiggetlenség miatt P(AN B) = P(A) - P(B) = p?
Tehat a keresett valoszintiség: 2 - p — p? = 0,00001934

e vagy: P(AUB) = 1 — P(AU B), a de Morgan azonossigokbél AU B = AN B. Tudjuk, hogy
mivel A és B fiiggetlenek, ezért A és B is fiiggetlenek, ezért P(ANB) =P(A4) - IP’( ). Valamint az
ellentett eseményekre vonatkozbéan P(A) = 1—-P(A) = 1—p, és ugyanigy P(B) = 1-P(B) = 1—p.
Tehat a keresett valészintiség: 1 — (1 — p)? = 0,00001934

(Megjegyzés: nyilvin ugyanazt kaptuk mindkét iton, hiszen 1 — (1 —p)2 =1 — (1 —2p+p?) = 2p—p?)

4. A feladat szovege szerint P(A U B) = 1. Hasznaljuk a Poincaré-formulat: P(AU B) = P(A) + P(B) —
P(A N B). A kifejezésben szereplé harom val6sziniiség kozotti kapesolatot meghatarozza a feladatban
megadott két feltételes valdszintiség, hiszen egyrészt P(ANB) = P(A | B)-P(B) = 0,2-P(B), mésrészt
P(ANB) = P(B | A)-P(A) = 0,5-P(A), amibé1 0,2-P(B) = 0,5-P(A), azaz P(B) = 3 -P(A) =  P(A)
is kovetkezik. Helyettesitsitk most a P(A)-val kifejezett valészintiségeket vissza Poincaré-formuldba:

5 1

=P(AUB) =P(A) +P(B) -P(ANB) =P(A) + 3 P(A) — 3 P(A) =3-P(A)
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EbbSl P(A) =%, P(B) =35 -P(A) =3 -1=2
f_P(Aﬂ?)_]P’(F]A)-IP’(A)_[1—IP>(B|A)].}P(A)_[1_0’5].1_1_
FAB =53 = @~ 1-E® 1-? S_E_l'

Megjegyzés. Szamolas nélkiil is azonnal 14tszik, hogy P(A | B) = 1. Ugyanis ha B bekovetkezik, akkor
B nem kovetkezik be, igy mivel A és B koziil legalabb az egyik mindig bekovetkezik, A-nak ebben az
esetben mindig (tehdt 1 feltételes valosziniiséggel) be kell kovetkeznie.

A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha P(ANB) = P(A)-P(B). A jobboldal a fentek alapjén 32 = 2,
mig a baloldal a fent leirt kifejezés miatt 0,5 - P(A4) = 0,5 - % = % # 1%. Tehat a két esemény nem

fliggetlen.

5. A feladat szévege alapjan ANB = ANC = BNC = ANBNC, mert ha A, B, C koziil barmelyik kett6
egyszerre bekovetkezik (pl. A és B egyszerre), akkor be kell kovetkeznie a harmadiknak is ahhoz, hogy
paratlan sok esemény kovetkezzen be. Igy a Poincaré-formula és a feladatban megadott adatok szerint

2

1 =P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P 10

—~~

BNC) = 6P(C)—2P(ANBNC) = 6 P(C)

12 1 2
amibdl P(C) = 60" F adodik, igy P(B) = £ és P(A) =

ol W

1
A feltételes valdszintiség definfcidja szerint tehdt P(A|B) = "G = Mgy = 45 = 1, P(B|C) =

| = Il

P(ANBNC 1/10 1, P(ANBAC BANBAC 1o
PARENO) — 110 — & B(C|A) = PUQERO) _ URENO) _ 1710 _

6. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
A = {mindkét dobott érték paros}, B = {a dobott értékek tsszege legalabb 10}
Ezekkel a jelolésekkel a keresett valoszintiség: P(A | B)

Mivel P(A | B) = “557), a jobboldalon szereplé két valészintiséget kell kiszamolni.

Az eseményteriink Q = {(4,7) : 4,5 = 1,2,3,4,5,6}, melynek elemszdma 36. Mindegyik elemi esemény
valoszintisége ugyanakkora, igy klasszikus valdsziniiségi mezénk van, tehat az események valészinliségeit
kedvezd esetek szama/dsszes esetek szama alakban szamolhatjuk.

B = {(6,4), (4,6),(5,5), (5,6), (6,5),(6,6)} = [B| =6 = P(B) = 35 = g
ANB={(6,4),(4,6),(6,6)} = |[ANB|=3=P(ANB) =3 =14
1

2

=2

Tehdt P(A | B) = 557 =

O}\H‘S‘)—‘

7. Az elemi eseményeket, illetve az () eseményteret tigy valasztjuk meg, hogy az elemi események val6-
szinliségei megegyezzenek, azaz megkiilonboztetjiik az egymasutani dobasokat.

Q={FFF,FFI,FIF IFF IIF IFI,FII, 111}, ahol F jeloli, hogy az adott dobés fej, I pedig, hogy
iras. A={FFI,FIF,IFF,IIF,IFI,FIl}, B={FFF FFI,FIF IFF}
Klasszikus valésziniiségi mez6nk van, tehat
A B
p(A):H:g:%p(B):ﬁzgzé
A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha P(AN B) = P(A) - P(B).

Nézziik tehdt az AN B eseményt: AN B = {FFI, FIF,IFF}, igy (AN B) = lﬁgfl =3
% . % = % teljesiil, igy tehat az A és B események fliggetlenek.

8. a) A keresett valészintiség P(ANBNC'), ami az egyuttes fiiggetlenség miatt P(A) P(B) P(C) = 0,096-tal
egyenlo.
b) 1. megoldds: A keresett valésziniliség P(AU B U C). A Poincaré-formula és az egyiittes fiiggetlenség
miatt

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
=P(A) +P(B) + P(C) — P(A)P(B) — P(A)P(C) — P(B) P(C) + 0,096 = 0,916.
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2. megoldds: A keresett valoszintiség P(AU BUC) = P(ANBNC) = 1 —P(An BnC). Mivel
A, B, C egyiittesen fiiggetlenek, a komplementereik is azok, tehat P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) =
(1-PA))(1-P(B))(1-P(C)) =0,7-0,6-0,2=0,084. A keresett valésziniiség tehat 0,916.

c) A keresett valészintiség P(A N B N C), amirdl az imént megédllapitottuk, hogy 0,084-gyel egyenld.

10.

Legyen A; (1 <i <4) az az esemény, hogy az i. kérésig minden kérés egy még szabad szerverhez lett
kiosztva. Az konnyen latszik, hogy P(A;) = % = 1. A nagyobb i-kre P(A;)-t viszont nehéznek tiinik
kiszamolni, de észrevehetjiik, hogy a feltételes valdszintiségek konnyen kijonnek:

o P(A3|A1) = 2, hiszen mér csak 5 szabad szerveriink van, ha A; bekévetkezett, hasonléan

. ]P)(A3|A1 N Ag) = % és

. ]P(A4|A1 NAsN Ag) = %

A szorzéasi szabalyt alkalmazva azt kapjuk, hogy
P(A4 NAs3NAs N Al) = ]P(A4|A1 NAsN Ag) . ]P)(A3|A1 N A2) . ]P(AQ’Al) . P(Al)

Viszont tudjuk azt is, hogy A; C A;, ha j > i, igy A;NA; = A;. Ezt tobbszor alkalmazva megkapjuk,
hogy P(As N AsN Ay N Ay) = P(As). Tehat a keresett valoszintiség

A 6-os dobas valdszinliségét konnyen ki tudjuk szamolni, ha tudjuk, hogy hanyszor dobtunk. A do-
basok szdma az azt megelezd hizdstdl fiigg: pikk volt vagy nem. Igy annak is kénnyen szdmithaté a
valészintisége, hogy hanyszor dobtunk. A valdszinliség kozvetlen szamolasa helyett tehat érdemes a
teljes valosziniiség tételének segitségével felbontani a feladatot erre a két esetre:

P(Van 6-os) = P(Van 6-os | Pikk) - P(Pikk) + P(Van 6-os | nem Pikk) - P(nem Pikk)

A TVT hasznalatahoz sziikséges, hogy a feltételként hasznélt események teljes eseményrendszert al-
kossanak: ez a {Pikk, nem Pikk} eseményrendszerrél konnyen belathato, hiszen egyik esemény komp-
lementere a masiknak. A felbontott képletben sziikséges valoszintiségek:

1

P(Pikk) = 1 (4 szin van, a kértydk negyede pikk)
P(nem Pikk) =1 — P(Pikk) = Z (Pikk komplementere)
1
P(Van 6-os | Pikk) = 6 (Egy dobés, az pont 6-0s)

Az utolso6 sziikséges feltételes valdszinliség annak a valdszintisége, hogy van 6-os, ha nem pikket huz-
tunk, azaz kétszer dobtunk kockaval. Ennek szamitas a komplementer segitségével konnyebb: mennyi a
valdszintisége, hogy egyik dobés sem volt 6-0s7 Mivel a két dobas fiiggetlen, ezért ez pedig szamithato
annak a szorzataként, hogy az 1., majd a masodik dobas nem 6-os.

P(Van 6-os | nem Pikk) = 1 — P(Nincs 6-os | nem Pikk) =
=1—P(1. nem 6-os N 2. nem 6-0s) =
11

5 5
:1_]P)].. - 'P2. - :1—7.7_

(P(1. nem 6-0s) - P(2. nem 6-0s)) 66" 36
Az eredetileg keresett valdszinliség tehat behelyettesitve:

1 1
P(Van6—05)26-1+7.,:7
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11.

12.

Jelolje A; (i = 1,2,3) azt az eseményt, hogy az i. jatékhoz 1 4j és 2 hasznalt labda lett kivéve.

(1))

Azt viszonylag konnyen kiszamithatjuk, hogy P(A;) = =24, hiszen azok a jé esetek, amikor a 9

3
hasznélatlan labdabdl egyet, a 15 — 9 = 6 hasznélt labdabdl pedig kettét valasztunk, az Osszes eset
pedig az, hogy a 15 labdabodl barhogy valasztunk harmat.

Eszrevehetjiik, hogy ahhoz, hogy a 2. jatékrél tudjunk valamit mondani, j6 lenne tudnunk, hogy mi
tortént az 1. jatékban, mert ettdl flige, hogy mennyi haszndlt és hasznalatlan labdank van. Vagyis a
P(A3) kiszamolasa nehéznek tiinik, de a P(A2|A;) mér kénnyebb, hiszen tudjuk, hogy A; bekovetkezése
utan mar csak 8 hasznalatlan labdank lesz és 7 haszndlt. Igy az el6z6 gondolatmenethez hasonléan
8\ (7
kijon, hogy P(4sl41) = (.
3
Ha pedig Ay és A, is bekovetkezett, akkor 7 haszndlatlan és 8 hasznalt labdank lesz a harmadik

(8
jatékhoz, P(As|A; N Ag) = <t>g§>
3

A kérdés az A1 N As N A3 esemény valdszinlisége, amit a szorzasi szaballyal konnyen megkaphatunk:
HISIGIS)
() ()

7 (8
P(A1 N Az N Ag) = P(A3|A1 N Ag) - P(Ag|Ay) - P(Ar) = (1(3%) '
3

=0,0472.
Megolddsok Toth David Valszam B jegyzete alapjan:

1. megoldds: a TVT haszndlata nélkil, de viszonylag eqyszert szamoldssal.

A varosok kozotti ithalozatot az aldbbi graf szemlélteti:

B

A feladatban leirt szitudciét tgy modellezhetjiik, hogy a graf minden élét a tobbitdl fiiggetlentl 1/5
valészintiséggel toroljik, és A-bol pontosan akkor lehet eljutni D-be, ha az igy keletkezett grafban
vezet Gt A és D kozott.

Az eredeti grafban 0sszesen 4 kiilonbo6zé Ut vezet A és D kozott:
A—-B—->D, A—-~C—-D, A-B—->C—-D, A—-C—B-—D.

Jelolje rendre Uy, Ua, Us ill. Uy azon eseményeket, hogy a végsé (tehat az esetleges torlések utén
keletkezett) grafban a fenti els6, masodik, harmadik ill. negyedik 1t szerepel. A kérdéses val6sziniiség
P(Uy UUy U U3 UUy), amelyre a Poincaré-formulét felirva:

PULUU,UUsUUL) = Y. P(Niesls).
0#AIC{1,2,3,4}

A jobb oldalon szereplé események gy irhatdk le, hogy a metszetekben szerepl6 eseményeknek meg-
felel6 utak Gsszes éle be van hizva a végs6é grafban. Vegyiik észre, hogy mind a harmas metszetek
és az egy darab négyes metszet, valamint az Us N Uy metszet ugyanaz az esemény, nevezetesen, hogy
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5
a graf 6sszes éle be van htuzva. Ennek valészintisége (%) , mivel az éleket egymastol fliggetleniil %

valoszintiséggel hizzuk be, és az elGjeleket is figyelembe véve ez a valdszinliség végiil 2-es szorzdval
szerepel a Poincaré-formulaban.

Ez némiképp egyszertisiti a fenti dsszeget:

]P)(Ul UulU,uUsU U4) = P(Ul) + P(UQ) + ]P’(Ug) + P(U4>
— ]P’(Ul N UQ) — P(Ul N U3) — ]P(Ul N U4)

_[P’(UQ N U3) —P(UQ ﬂU4) + 2 (§>5 .

Az itt szerepl6 tovabbi események valoszintisége a fentiekhez hasonléan (%)l, ha a megfelel esemény
(legaldbb) ¢ darab él behtizasat jelenti:

4 4

P =P = (1) pws) =pwn = (3)

4
minden tovabbi valdszinliség pedig (%) . Azaz

4 2 4 3 4 4 4 5
P(UlUUQUU3UU4)—2'(5) +2-<5> —5-(5> +2'<5) = 0,9114.

2. megoldds: TVT-vel. A feladat el6z8 megolddsaban latott grafos atfogalmazast és (tobbek kozt) az
ott bevezetett jeloléseket fogjuk hasznalni.

Jelolje BC' azt az eseményt, hogy az BC él be van htzva a grafba. Vegyiik észre, hogy ha BC' nem
teljesiil (azaz BC teljesiil), akkor az, hogy van A-bél D-be tit, éppen azt jelenti, hogy az U; és Us utak
legalabb egyikének élei be vannak hizva. Vagyis

P(3 it A-bél D-be | BC) = P(U; UU, | BC) = P(U; UU),

ahol az utols6 egyenloség azért teljesiil, mert a BC' él nincs rajta az A - B — D ésaz A — C — D
utakon, igy ezt az élt e két ut éleitdl fiiggetleniil hizzuk vagy nem hizzuk be. A Poincaré-formula
szerint tehat

— 4\%  4\*
P(3 it A-b6l D-be | BO) = P(Uy) + P(Us) — P(U1 A Us) = 2 - (5) - (5) ,
hiszen a fenti események éppen azt jelentik, hogy két-két, illetve a metszet esetén négy él be van hizva
a grafba.

Ha BC teljesiil, akkor az, hogy van A-bol D-be 1t, éppen azt jelenti, hogy mind az A, mind a D
cstucsbdl el lehet érni a B és C csucsok legalabb egyikét. Jelolje ezeket az eseményeket S és T'. Mivel
ezek a BC' és meglététdl fiiggetlenek, igy

P(3 Gt A-bél D-be | BC) =P(SNT | BC) =P(SNT) =P(S)P(T),

mert maguk az S és T események is fiiggetlenek, hiszen diszjunkt élhalmazra vonatkoznak. Jeldlje
rendre AB, AC, BD és CD azt, hogy a megfelel6 élek be vannak hiizva a grafban, ekkor

4 [/4\* 46 24
P(S) =P(ABUAC) =P(AB) +P(AC) —P(ABNAC)=2-—— (- | =---=—,
5 5 5 5 25
amit persze gy is megkaphatunk, ha 1-bél kivonjuk a komplementer esemény valdszintiségét (vagyis
annak a valésziniiségét, hogy a kett&bél egyik él sincs behtizva). Hasonléképp

P(T) = P(BDUCD) = ;%,
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13.

14.

vagyis
. , 24\?
P(El ut A-bél D-be ’ BC) = % .

Végiil a teljes valészinliség tétele szerint

P(3 it A-bél D-be) = P(3 1t A-bdl D-be | BC)P(BC) + P(3 it A-bdl D-be | BC)P(BO)
24\2 4 4\ 2 A
= [ — g 2.0 = — [ = == 114.
G () - ()] 500

Mivel itt a TVT-t és a szorzasi szabdlyt haszndljuk, hasznos a tobblépcsds kisérletet fa alakban dbrdzolni
(ldsd gyakorlat).

Jelolje ZZ; azt az eseményt, hogy az els6 urnabdl el6szor két zold golyot, Z K1 azt, hogy egy zoldet
és egy kéket és K K azt, hogy két kéket htizunk. Jeldlje tovabba Ky azt az eseményt, hogy a mésodik
urnabol kéket és Zs azt, hogy zoldet hizunk. Végiil jelolje K azt az eseményt, hogy az elsé urnabdl
végiil kéket hizunk, ekkor P(K)-t keresstik.

5

Az elsé hizasban P(ZZ;) = ((1})) = 5. 12 = 5 val6szinfiséggel hizunk két zoldet, hasonléan
7

P(ZK;) = % = % valésziniiséggel egy zoldet és egy kéket, végill P(KK;) = % = % val6szintiség-
gel két kéket. ’
Feltéve, hogy két zoldet hiztunk, ezeket &ttéve a 2. urnéba ott 5 zold és 8 kék goly6 lesz. Igy a 2.
urnabol P(Z2|ZZ,) = 5/13 (feltételes) valészintiséggel hizunk zoldet, amit visszatéve az els6 urnéba
ott 4 zold és 7 kék golyé lesz, tehat innen P(K|ZZ; N Zy) = 7/11 (feltételes) valoszintiséggel hizunk
kéket. Hasonléan a 2. urndbdl P(K»|ZZ;) = 8/13 valészintiséggel huzunk kéket, amit az els6 urndba
rakva ott 8 kék és 3 zold golyé lesz, tehat onnan P(K|ZZ; N Ko) = 8/11 (feltételes) valdszintiséggel
htizunk kéket.
Feltéve, hogy az elsé urnabdl egy kéket és egy zoldet huztunk, ezeket attéve a 2. urndba ott 4 zold
és 9 kék golyé lesz. Igy a 2. urnabdl P(Zy|ZK1)4/13 (feltételes) valészintiséggel hizunk zoldet, amit
visszatéve az elsé urnaba ott 5 zold és 6 kék golyo lesz, tehéat innen P(K|ZK N Zy) = 6/11 (feltéte-
les) val6szintiséggel huzunk kéket. Hasonléan a 2. urnabdl P(K3|Z K1) = 9/13 valdszintiséggel hizunk
kéket, amit az elsé urndba rakva ott 7 kék és 4 zold golyé lesz, tehat onnan P(K|ZK; N Ky) = 7/11
(feltételes) valészintiséggel hiizunk kéket.
Feltéve, hogy az els6 urnabdl két kéket hiztunk, ezeket attéve a 2. urnaba ott 3 zold és 10 kék golyd
lesz. Igy a 2. urnabol P(Z;| K K1) = 3/13 (feltételes) valoszintiséggel hiizunk zoldet, amit visszatéve az
els6 urnaba ott 6 z6ld és 5 kék golyd lesz, tehat innen P(K|K K N Zy) = 5/11 (feltételes) valdszini-
séggel hizunk kéket. Hasonléan a 2. urndbol P(K3| K K1) = 10/13 valoszintiséggel hizunk kéket, amit
az els6 urndba rakva ott 6 kék és 5 z6ld goly6 lesz, tehat onnan P(K|KK; N K;) = 6/11 (feltételes)
val6szintiséggel huzunk kéket.
A szorzési szabalyt alkalmazzuk minden lehetséges kimenetelre, ahol végiil kéket hiizunk az elsé urna-
bol. Pl. annak a valészintisége, hogy az els6é urnabol két zoldet, majd a masodikbdl egy zoldet, és végiil a
harmadikbdl is kéket hizunk, a fentiek szerint P(ZZ1NZoNK) =P(Z2,) P(Z2|Z21) P(K|ZZ1NZ3) =
5 . 3 . T és hasonléan a tobbi esetben. Végil a teljes valészinfiség tétele szerint ezeket a szor-
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zatokat Osszeadva kapjuk annak a valdszintségét, hogy végiil kéket htizunk az elsé urnabol, amire
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P(K) = 3~ 0,5944 adédik. A TVT-t azért alkalmazhatjuk, mert a {ZZ1N2Z2},{ZZ1N K>}, {ZK1N
Zo} {ZK1 N Ko}, {KK1 N Zy}, { KK N Ky} események teljes eseményrendszert alkotnak.

Legyen H = {helyesen vélaszol}, T' = {tudja a vélaszt} események. A Bayes-tétel segitségével felirhat-
juk P(T|H) valészintiséget.

P(H|T)P(T) 1-p 3p

P(TH) = P(H|T)P(T) + P(H|T)P(T) "1 p+1/3-(1—p) - 2p+ 1
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15.

16.

17.

Mivel annak a valésziniisége hogy tudja a vdlaszt P(T) = p, hogy nem tudja a valaszt P(T) = 1 — p,
hogy helyesen valaszol feltéve hogy tudja a valaszt P(H|T) = 1, hogy helyesen vélaszol feltéve hogy
nem tudja a valaszt P(H|T) = 1/3. Ha p = 1/4-et behelyettesitiink, akkor P(T'|H) = 1/2.

(a) Legyen A; az az esemény, hogy a dobdkockdval i értéket dobunk és legyen B az az esemény,
hogy 0 darab fejet dobunk. A feladat kérdése P(B). Mivel Ay, .., Ag teljes eseményteret alkot, igy a
val6szintiség kiszdmolasara hasznalhatjuk a teljes valésziniliség tételét.

P(B) = P(B|A1)P(A1) + ... + P(B|Ag) P(Ag).

Bérmely i = 1,..,6 szdmra P(4;) = g, tovabba igaz, hogy P(B|4;) = 22, hiszen minden dobdsnal
egyenl6 valészintiséggel lehet a dobdas fej vagy iras. Ezaltal a keresett valoszintiség

1
-y 5
=1

(b) A keresett valésziniiség P(Ag|B). A Bayes-tétel miatt

P(B|As) P(As) _
P(B)
P(B|Ag) P(Aq) _
P(BA1) P(A1) + ... + P(B|Ag) P(Ag)

-1 21

—1 128

Y

O:\»—t
Cm}—t
I\DM—‘
N[ =

P(AglB) =

1

3 _ 1
21 :
2L 63

A Bayes-tételt alkalmazzuk. Jelolje A; azt az eseményt, hogy pontosan i forras szerint igaz az allitas.
Ekkor Ay, Ay, Ay teljes eseményrendszert alkotnak és a fiiggetlenség miatt P(Ay) = 1/4, P(4;) =1/2
(mert 1/4 valdszintiséggel az elsé forras szerint igaz és a méasodik szerint hamis és 1/4 valésziniiséggel
forditva), és P(Ag) = 1/4. Jelolje B azt az eseményt, hogy a mesterséges intelligencia szerint igaz
az allitas. Feltéve, hogy mindkét forras szerint igaz, a mesterséges intelligencia szerint mindenképpen
igaz lesz, azaz P(B|Az) = 1. Feltéve, hogy pontosan egy forras szerint igaz, a mesterséges intelligencia
szerint 1/2 val6sziniiséggel lesz igaz (itt mindegy, melyik forrds szerint igaz és melyik szerint hamis),
azaz P(B|A1) = 1/2. Végiil feltéve, hogy egy forrds szerint sem igaz, a mesterséges intelligencia szerint
is hamis lesz, azaz P(B|Ap) = 0. Tehat a Bayes-tétel szerint a kérdezett valdsziniiség
P(B|A3) P(As) 1-1/4 1

FUAelB) = BG4, B(As) + PB4 P(A) + PBIA) B(A)  1-1/4+1/2-1/2+0-1/8 2

(Természetesen a P(B|Ap) P(Ap) tagot nyugodtan el lehet hagyni a nevezébdl, mert nulla.)

Jelolje Ay azt az eseményt, hogy k hatost dobtunk, ahol k£ € {0,1,2}. Ekkor azt az értéket érdemes
k értékére tippelni, amelyik Ay a B esemény bekévetkezésének ismeretében a legvaldsziniibb, vagyis
amelyikre P(Ag|B) a legnagyobb. A Bayes-tétel szerint k = 0, 1,2 esetén

P(B|Ay) P(Ay)

FUAAB) = B(B1 0 B(do) + B(BIAL) B(Ay) + B(BIA>) B(A) .

Mivel két fliggetlen kockadobdsrdl van szé, P(A4y) = % = 22 P(Ay) = 5= és igy P(A1) = 1 — P(Ap) —
P(Ag) = % = % [klasszikus val6sziniiségi mezé, a két dobas eredménye egyméstol fiiggetleniil lesz/nem
lesz 6-0s].

Tovabba P(B|Ag) = 0 (mert k = 0 esetén nincs piros goly6 a dobozban), P(B|A1) = (1)? = 1 (mert
k = 1 esetén a dobozban a két golyébdl egy piros és kétszer huzunk visszatevés nélkiil, egymastol
fiiggetlentil), illetve P(B|As) = 1 (mert k = 2 esetén csak piros goly6 van a dobozban).

Igy az (1) egyenlet jobb oldaldn a nevezd értéke 0 + % . % +1- % = % = 7—72 Tehat (1) alapjan

) 2

P(Ap|B) = 0 a valdsziniisége, hogy k = 0, P(A;|B) = -2 valdsziniisége, hogy k =1 és P(A2|B) = - 2
valoszintisége, hogy k = 2. Tehdt k = 1-et érdemes tippelni és - esélytink van eltalalni.



