Fontos! Ez a segédlet igyekszik 6sszefoglalni a gyakorlaton felhasznalt legtobb defi-
niciot és allitast. Mindenki sajat felel6sségre hasznalja! Semmilyen formadban nem

helyettesiti az el6adasra és gyakorlatra jarast, illetve a jegyzetet.

1. gyakorlat

Események és val6szintiség

Definicié A (Q, F,P) struktirdt valdszinidségi mezdnek nevezzik, amennyiben

o () eqy tetszdleges nemiires halmaz, aminek a neve eseménytér.

o F az ) részhalmazainak eqy olyan rendszere, amelyre teljesilnek az aldbbiak (ezt idén nem

kell tudni, de az érdekesség kedvéért leirtam):

1. Qe F
2. Amennyiben A € F, akkor A € F.

3. Amennyiben Ay, As,--- € F megszamldlhatoan végtelen események sorozata, akkor
U, A, e F.

Ez az események halmaza.
e P egy olyan F — [0, 1] figgvény, amire teljesiil, hogy

1. P(Q) =1
2. Amennyiben Ay, Ag, -+ € F pdronként kizdre események (vagyis minden i # j esetén
A;NA;=0), akkor Y7 P(A,)
Ez a fiigguény a valosziniség.
Példa Dobjunk egy szabdlyos dobokockdval. Ekkor egy megfeleld modell:
e O=1{1,2,3,4,56}
o F=P(Q) (az Q dsszes részhalmazainak a halmaza)
A

e P(A) = H = %l (minden A C Q esetén)

Ezt szoktuk klasszikus valdsziniségi mezdnek hivni, ahol az eseménytér véges és minden elemi
esemény (egy elemi halmazok) valdszinisége azonos.

Legyenek példdul az aldbbi események
A = {a dobds pdros} ={2,4,6}, B = {a dobds legfeljebb ketté} = {1,2}.

Az események kozotti miveletek ekkor



o Metszet Az az esemény, ami pontosan akkor kévetkezik be, ha A és B kozil mindkettd
bekovetkezik.

ANB={2} = {a dobds pdros ES a dobds legfeljebb ketto”}

e Unio Az az esemény, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B kézil legaldbb az eqyik
bekovetkezik.

AU B = {2} = {a dobds paros VAGY a dobds legfeljebb kettd}

e Komplementer Az az esemény, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha A nem kiovetkezik
be.

A =1{1,3,5} = {a dobds NEM pdros} = {a dobds pdratlan}

Megjegyzés Néhdany hasznos azonossdg:

Geometriai valészintiségi mezd

Definicié Legyenek az aldabbiak:

e O: Egqy tetszdleges mérhetd (meg tudjuk hatdrozni a teriletét), véges teriletd halmaz a

stkon.
o F: Az Q) mérhetd részhalmazai.

e P: Egy F — [0,1] fiiggvény, ami a kévetkezd mdodon van definidlva

_ teriilet(A)
 teriilet(€2)

P(A)

Ekkor (Q, F,P) valdsziniségi mezdt alkot (be lehet latni). Ezt geometriai valdsziniségi me-

zének hivjuk.

Megjegyzés Ext tipikusan olyan feladatokndl haszndljuk, ahol a sikon adott eqy halmaz és abbol
valasztunk egyenletesen eqy pontot. Amennyiben az a kérdés, hogy mekkora valdszinidséggel esik

eqy eldre kijelolt részhalmazdba a pont, akkor ez a megfeleld teriiltetek ardnya lesz.



Poincaré-formula
Allitas Legyenek Ay, A,, ..., A, tetszéleges események, ekkor
n n k
(Un)-e0” 5 e(na)
k=1 k=1 1<i) <ig<-<ig<n  \j=1
Ez specidlisan azn =2 ésn = 3 esetekre
P(A1 U Ay) = P(A1) + P(As) — P(A1 N Ag),

P(Al UAy U Ag) = P(Al) —|—]P(A2) —I—P(Ag) —]P)(Al N AQ) —]P)(Al N Ag) —P(AQ N Ag) —I—P(Al NAsN Ag)

2. gyakorlat

Figgetlenség és feltételes valoszintliség

Definicio Az Ay, As, ... A, események fiiggetlenek, ha birmilyen 1 < k < n esetén teljesil,

hogy
P(A;, N Ay, NN A, =P(A)P(A,) - - P(A).

Vagyis tetszdleges véges sok esemény metszetének a valdszinisége az események valdsziniségeinek

a szorzata lesz.

Definicié Legyenek A, B tetszdleges események igy, hogy P(B) > 0. Ekkor

P(AN B)

P(A[B) = BG)

annak a valdszinisége, hogy A bekovetkezik feltéve, hogy B mdr bekévetkezett.
Kovetkezmény Amennyiben Ay, A, ..., A, tetszdleges pozitiv valdsziniségi események. Ekkor
P(AiNAsN---NA,) =PA, |[AiNAsN---NA, 1) - P(A; |A2)P(Ay).

Megjegyzés Az A és B pozitiv valdsziniségi események pontosan akkor fiiggetlenek, ha
P(A|B) =P(A) (ekkor nyilvin P(B|A) = P(B) is igaz).



Teljes val6szintiség

Definicié Azt mondjuk, hogy Ay, As, ... A, teljes eseményrendszer, amennyiben az aldbbiak

teljestilnek
1. Ay, As, ..., A, pdronként kizdrd események (minden i # j esetén A;NA; =0)
2. Ay, Ag, ..., Ay, kil legaldbb az egyik bekovetkezik (AU Ay U---UA, =Q)

Masképpen A1, As, ..., A, kézil pontosan az eqyik kévetkezik be egyszerre.

Tétel (Teljes valoszintiség tétele) Legyen Ay, Ao, ..., A, teljes eseményrendszer gy, hogy
P(A;) >0 (1 <i<mn). Tovdbbd legyen B tetszdleges esemény. Ilyenkor

B(B) = 3 B(B|AP(AL).

Bayes-tétele

Tétel (Bayes) Legyen Ay, A, ..., A, teljes eseményrendszer ugy, hogy P(A;) > 0 (1 <i <n).
Tovabba legyen B pozitiv valoszintségi esemény. Ilyenkor tetszdleges 1 < i < n esetén

P(B A P(4)
FAIB) = s BB1A Py

3. gyakorlat

Valo6szintiségi valtozok

Definicié Azt mondjuk, hogy eqy X : Q — R fiigguény valdszintségi vdltozo, amennyiben
minden t € R wvalds szam esetén {w € Q| X(w) <t} € F (vagyis az ugynevezett nivéhalmazok

dsképei események lesznek).

Megjegyzés FEqy valosziniségi vdltozo tehdt eqy kisérlet minden lehetséges kimeneteléhez eqy

valds szdmot rendel.



Diszkrét valoszintiségi valtozok (binomialis, geometriai és poisson)

Definicié Azt mondjuk, hogy X diszkrét valosziniiségi vdltozdé, amennyiben az értékkészlete

megszamldlhato (vagyis fel tudjuk sorolni, hogy milyen értékeket vehet fel).

Definicidé Legyen X diszkrét valdszinidségi vdltozo Ran(X) = {x1,xq, ...} értékkészlettel. Ekkor
apx R —[0,1] az X sulyfiggvénye, amennyiben

px(z) =P(X = z).
Definicié Az X wvaldsziniségi vdltozé n € Nt és 0 < p < 1 paraméteri indikdtor vdltozo,
amennyiben a sulyfiigguénye
px(1)=p é  px(0)=1-p.
A jelolés ekkor X ~ 1(p).

Definicié Az X wvaldsziniségi viltozé n € Nt és 0 < p < 1 paraméterd binomidlis eloszldsu,

amennyiben a sulyfigguénye

px(k) = (k)pk(l—p)"_k (0 <k <n).
A jelolés ekkor X ~ Bin(n,p).

Megjegyzés Amennyiben eqy p valosziniiségqgel sikeres kisérletet n-szer megismétlink eqymdstol

figgetleniil, akkor a sikeres kisérletek szama Bin(n,p) eloszldst kdvet.

Definiciéo Az X waldszintségi valtozo 0 < p < 1 paramétert geometriai eloszldsi, amennyi-
ben a sulyfiigguénye

px(k)=(1=p)""p  (1<k)
A jelélés ekkor X ~ Geom(p).

Megjegyzés Amennyiben eqy p valdsziniiséggel sikeres kisérletet az elsd sikerig ismétlink, akkor

a sziikséges probalkozdsok szdma Geom(p) eloszldst kévet.

Definicié Az X walosziniségi vdltozo 0 < X paraméterd poisson eloszldsiu, amennyiben a

sulyfiigguénye
)\k
px (k) :e_A'g (0 < k).

A jelolés ekkor X ~ Pois(\).

Megjegyzés Amennyiben eqy valdszinidségi vdltozo eloszldsa Bin(n,p), ahol n elég nagy és p
elég kicsi, akkor jol kozelithetd Pois(np) eloszldssal. Erre vilagit rd a kévetkezd tétel.
Tétel Legyen X,, ~ Bin(n,p,), hogy lim, . np, = X\ > 0. Ekkor minden k € N esetén

lim P(X, =k)=P(Y =k),

n—oo

ahol'Y ~ Pois(\).




4. gyakorlat

Kombinatorika

e Permutacié n darab kilonbozs elemet sorba rendeziink.

n!

e Ismétléses permutacié n darab elemet sorba rendeziink, de k darab osztaly kézott nem

teszilink kiilonbséget.
n!

(ahol nq,ng, ..., ny az egyes osztalyok elemszama)

e Variacioé n darab elem koziil kivalasztunk k kiilénb6z6 darabot a sorrend figyelembevéte-

lével.
n!

(n—k)!

e Ismétléses variacio n darab elem kozil kivalasztunk & darabot (egyet tobbszor is va-

laszthatunk) a sorrend figyelembevételével.

e Kombinacié n darab elem koziil kivalasztunk k kiilonb6z6 darabot a sorrend figyelembe-

o= (1)

e Ismétléses kombinacio n darab elem koziil kivalasztunk & darabot (egyet tobbszor is

vétele nélkiil.

valaszthatunk) a sorrend figyelembevétele nélkiil.

o

Diszkrét valoszintiségi valtozok varhaté értéke

Definicié Legyen X diszkrét valdszindségi valtozo {xq,xs, ...} értékkészlettel. Ekkor az X wdl-

tozo varhato értéke

E(X)=Y a, P(X =2) = > px(an),

amennyiben a sor abszolit konvergens.



Allitas (Transzformalt varhato értéke) Legyen X waldszindségi viltozo és g : R — R olyan

fiiggvény, hogy g(X) is valdszintségi valtozo legyen. Ekkor teljesil, hogy

E(g(X)) = glzx) - P(X =ax) = > glax) - px(zx).
k=1 k=1
Allitas (A varhatoé érték linearitasa) Legyenek X1, Xo, ..., X, valdsziniségi vdltozok és

ai,0az,...,0,,0 € R, ekkor

E(a1X1+a2X2+—|—aan—|—b):a1E(X1)+a2E(X2)++anE(Xn)+b

(Diszkrét) valoszintiségi valtozok szorasnégyzete (és szorasa)
Definicié Legyen X waldszintségi vdltozo. Ekkor az X szordsnégyzete
DA(X) = E((X —E(X))?),

tovabbd a szdrasa

D(X) = vD?(X).
Allitas Legyen X waldszinidséqgi viltozo, ekkor
D*(X) = E(X?) - E(X)*.
Allitas Legyen X wvaldszindiségi vdltozd és a,b € R tetszdlegesek. Ekkor teljesiil, hogy
D*(aX +b) = a® - D*(X),

tovdbbd nyilvanvalo modon

D(aX +b) = |a| - D(X).

Diszkrét valoszintiségi valtozok varhato értéke és szoérasnégyzete

Allitas Nevezetes diszkrét valdsziniségi vailtozok vdarhato értéke és szordsnégyzete. (Ezeket nem

kell fejbdl tudni rajta lesznek a ZH és vizsga feladatlapokon.)

X~ |EX)| D¥X)

1(p) p | p(1—p)
B(n,p) | np |np(l—p)
Geom(p) 117 %
Pois(\) A A




5. gyakorlat

Valo6szintiségi valtozok fiiggetlensége

Definicié Azt mondjuk, hogy az X1, Xs, ..., X, valosziniiségi vdltozok fliggetlenek,

amennyiben minden x1, X2, ...x, € R esetén az
{X1 <x}, {Xo<m}, ..., {X, <z}
események fiiggetlenek.
Példa Specidlisan X, és Xo akkor fiiggetlen, ha minden t1,t5 € R esetén
P(X; < ty, Xo < ty) =P(Xy < t1)P(X3 < to).

Megjegyzés Amennyiben X; diszkrét, elég az {X; < x;} helyett az {X; = x;} eseményt venni

a definicioban.

Allitas Legyenek X ésY egyiittesen definidlt valdszintiségi vdltozok. Amennyiben X és'Y fiig-
getlenek, akkor
E(X-Y)=E(X)- -E(Y).

Megjegyzés A fenti dllitdas megforditisa nem igaz, vagyis E(X - Y) = E(X)-E(Y) teljestilésébsl
nem kovetkezik X ésY fiiggetlensége.

Definicié Legyen X wvaldszindiségi vdltozo, ekkor az F' : R — [0,1] az X eloszldsfiiggvénye,
amennyiben
F(z) =P(X < z).

(vagyis F(x) annak a valdszintisége, hogy X kisebb x-nél).

Allitas (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai) Legyen F : R — [0,1] egy tetszdleges valdszi-

niségi valtozo eloszlasfiigguénye, ekkor teljestilnek rd, hogy
1. F monoton novd fiigguény.
2. F balrdl folytonos, vagyis minden xo € R esetén lim,_,,, F(x) = F(zo).
3. lim,, o, F(z) =0.

4. lim, o, F(z) = 1.

Megjegyzés A fenti dllitds megforditdsa is igaz, vagyis amennyiben eqy F' fligguény rendelkezik

a fenti tulajdonsdgokkal, akkor valamilyen valdsziniiségi valtozo eloszldsfiigguénye.



Folytonos valoszintiségi valtozok stirtiségfiiggvénye
Definicié Legyen X waldszinidségi vdltozo, amennyiben létezik olyan f : R — R fiiggvény, hogy
MX<@_/(WML

akkor azt mondjuk, hogy X folytonos valdsziniiségi vdltozo, tovabbd f az X striségfiigg-

vénye.
Allitas Az f : R — R pontosan akkor eqy valdszintségi vdltozd siriségfigguénye, ha
1. f(z) > 0 minden x € R esetén
2 /mﬂwa_1
Allitas Legyen X waldszindséqi vdltozé és a < b valds szdmok vagy +o0, ekkor
Pla <z <b) = Fx(b) — Fx(a),

tovdbbd amennyiben X folytonos

Pla <z <b) = / fx(x)de.

Allitas Amennyiben az X valdszindségi vdltozé Fyx eloszdsfigguényére teljesiilnek az aldbbiak

1. Fx folytonos

2. Fx véges sok pont kivételével differencidlhato

akkor igaz, hogy X folytonos valdsziniiségi valtozo és a siriségfiggvénye megkaphato mint

6. gyakorlat

Exponencialis és egyenletes eloszlas

Definicié Azt mondjuk, hogy az X wvaldsziniségi vdltozo exponencidlis eloszldst kévet A > 0

paraméterrel, ha a striségfigguénye (illetve ennek kivetkeztében az eloszldsfiggvénye)

e ™™ haO<zx l—e ™ ha0<zx
fx(@) = Fx(x) =
0 eqyébként 0 eqyébként

A jelolés ekkor X ~ Ezp()\)



Definicié Azt mondjuk, hogy az X valdsziniiségi vdltozo (folytonos) egyenletes eloszldst kivet

a < b paraméterekkel, ha a stiriségfiggvénye (illetve ennek kivetkeztében az eloszldsfiigguénye)

0 haxr <a
ﬁ haa <x<b
fx(z) = Fx(z)=q4%% haa<z<b
0 eqyébként
1 hab<z

A jelolés ekkor X ~ Ula,b)

Definicié Azt mondjuk, hogy az X waldsziniségi vdltozé orékifju tulajdonsdgi, amennyiben

teljestil rd, hogy minden s,t € R esetén
Ps+t<X|s<X)=P(t<X).
Példa A Geom(p) és Exp(\) eloszlds orokifji.

Allitas Amennyiben X folytonos valdszindségi vdltozd rendelkezik az orokifji tulajdonsdggal,

akkor X ~ Ezp()\), valamilyen X\ > 0 paraméterrel.

Folytonos valoszintiségi valtozok varhato értéke

Definicié Legyen X folytonos valdsziniségi vdltozo fx siriségfiggvénnyel. FEkkor az X wvdr-
hato értéke

B = [ o fele) de

[e.e]

amennyiben az integrdl abszolit konvergens.

Allitas Legyen X folytonos valdszintiségi vdltozd fx striségfigguénnyel és g : R — R olyan
figgvény, hogy g(X) is valdszintségi vdltozd. Ilyenkor teljesil, hogy amennyiben E(g(X)) létezik,
akkor

E(g(X)) = / " o) - fxlo) d.

oo
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7. gyakorlat

Normalis eloszlas

Definicié Azt mondjuk, hogy az X waloszindséqr vdltozo normadlis eloszldst kovet € R és

% > 0 paraméterekkel, ha a siriségfiigguénye

Definicié Azt mondjuk, hogy az Z valdsziniségi viltozo standard normdlis eloszldst kévet,
ha Z ~ N(0,1). A standard normdlis eloszlds siriség és eloszldsfigguényének a jelolése
1 22

o(z) = \/%67, O(z) =P(Z < 2).

Allitas Mivel a standard normdlis eloszlds a nulldra szimmetrikus, ezért

O(z) =1—P(—2).

Allitas Legyen X normdlis eloszldsi valdszindségi vdltozd, ekkor minden a,b € R esetén aX +b

18 normalis eloszldsiu lesz.

Ko6vetkezmény (Standardizalas) Legyen X ~ N(u,o0?), ekkor
X —p
o

~ N(0,1).

Centralis hatareloszlas tétel

Tétel (De Moivre-Laplace) Legyen X,, ~ B(n,p), ekkor minden x € R esetén teljesiil, hogy

lim P(an) < x) = d(x).

Tétel (Centralis hatareloszlas tétel) Legyenek Xy, Xo, ... figgetlen és azonos Xy ~ X el-

oszlasi valdsziniségi vdltozok. Amennyiben
,U/:E(X>7 02:D2(X)7 Sn:X1+X2++Xn,

akkor minden x € R esetén teljestil, hogy
Sp —np
lim P ——— < = ®(x).
tim p( % <) = 0w

11



