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Tisztelt Hallgatok!

Kérem, hogy a konyvben taldlt hibdkat a vetier @math.bme.hu email cimen jelezzék nekem. A levél targya legyen:
Hibat talaltam . Egy hatékony mddszer a hibak rogzitésére, ha valaki szamit6gépen olvassa a konyvet:

e nyom egy PRINT SCREEN-t

e behivja a PAINT programot

e nyom egy PASTE (ctrl-V) utasitast

e pirossal bekarikdzza a hibit, esetleg valamit oda ir

o clmenti a JPG f4jlt, a f4jl neve legyen a hiba helyének az oldalszdma, vagy a nevében legyen benne az oldalszam
e a JPG f4jlokat csatolt fajlként elkiildi a fent megadott cimre

Természetesen minden mas mdédszerrel kiildott hibajelzést is kszonok.

Az "Extra tananyag", "Extra feladat" cimkékkel megjelolt anyagrészek és feladatok nem részei a kotelezd vizsga
anyaganak. Ezeket a vizsgdkon nem kérdezziik. Viszont ha valaki ezekb&laz anyagrészekbdl és feladatokbol

e szépen, okosan megtanul annyit, amennyit a tirgy aktudlis honlapjan kériink, és

e szandékat a honlapon megadott email cimen a megadott hatariddig jelzi, és

e a szobeli beszamol6 elején irdsban bemutatja, hogy mik azok az anyagrészek, melyekbdl felkésziilt, és
e utdna a vizsgdztatd ltal feltett kérdésekre szépen, okosan valaszol, akkor

a vizsgan mar elért kozepes (3) vagy j6 (4) osztalyzatat egy jeggyel javithatja.

Kedves Kollégdk!

Itt hivom fel figyelmiiket, hogy egy oktatési félév sordan a konyv egyes fejezeteit a leirt sorrendtél eltéréen a kovetkezd
oldalon megadott iitemezésben is lehet tanitani, tanulni.

Ennek az iitemezésnek eldénye, hogy a nehezebb, bonyolultabb folytonos eset nem tolddik a félév masodik felére.

Azt tapasztaltam, hogy a hallgatéink is nagyobb érdeklddéssel fordulnak a folytonos modellek felé, hiszen a diszkrét
esetrdl sokan mar tanultak a kdzépiskoldban is.

Eredményes, oromteli, j6 munkat kivanok kollégdimnak is, didkjainknak is! Udvozlettel,
2019. februar 25.

Vetier Andras
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1. Esemény, valoszintiség

1.1. Kimenetelek

Véletlen jelenség: Adott koriilmények kozott valami torténik. Példaul két szabalyos dobédobdkockdt szabalyosan
feldobunk.

Kisérlet: A jelenség 6nmagatdl vagy az én szandékom miatt lezajlik. Példaul korrekt médon guritom a két dobékockat.

Megfigyelés: Megmondjuk, kijelentjiik, hogy mi érdekel minket, mire figyliink oda. Példdul megfigyelhetjiik két do-
békocka kapcsdn a dobott szamok Osszegét, vagy szorzatat, hanyadosat, de megfigyelhetném azt is, hogy a dobékocka
mennyi ideig gurul, hogy hol 4ll meg, stb.

Kimenetelek, mds néven: lehetséges kimenetelek, elemi események: A megfigyelésiink lehetséges eredményei.
Péld4ul két dobokockaval dobva az 6sszeg lehetséges eredményei: 2,3,...,12.

Eseménytér: Az osszes lehetséges kimenetelek halmaza. A példdnkban az eseménytér a 11 elemd {2,3,.,12}
halmaz.

1.2. Esemény

Esemény: Allitds a jelenséggel kapcsolatban, ami minden kisérletnél
vagy IGAZ — mésképpen mondva — BEKOVETKEZIK,
vagy HAMIS — masképpen mondva —- NEM KOVETKEZIK BE.
Péld4ul az az allitas, hogy két kocka esetén a dobott szdmok dsszege nagyobb, mint 7 , egy eseményt definial.

Siker és kudarc: A bekovetkezést az esemény szempontjabdl SIKER-nek, a nem bekovetkezést KUDARC-nak is
szokds hivni.

Események egyenlésége: Egy eseményt dltaldban tobbféleképpen is koriil lehet {rni. A két allitds, hogy két dobokoc-
kéval

az osszeg 10 vagy 11 vagy 12, illetve

az osszeg kilencnél nagyobb,
madsképpen hangzanak, de ugyanazt jelentik. Ez a két allitds egy és ugyanazon eseménynek két kiilonbozé megfogal-
mazésa. Két eseményt — kiilonboz6 megfogalmazasuk ellenére is — egyenléeknek tekintiink, ha mindig egyidejiileg
kovekezhetnek be: akkor és csak akkor kovetkezik be az egyik, ha a maésik is bekovetkezik.

Kisérletsorozat: Tobb (egymasra semmi hatast kifejtS) kisérletet hajtunk végre. Példaul a két kockat, vagyis a kocka-
part — mondjuk — 10 -szer szabdlyosan elguritom.



1.3. Valészintiség

Gyakorisag: Ahdnyszor bekovetkezik az esemény az elvégzett valahdny kisérlet soran. Mdsképpen mondva a gyako-
risag a sikeres kisérletek szamadt jelenti.

Relativ gyakorisag: Gyakorisag (= sikerek szdma) osztva az Osszes kisérletek szamaval. Példdul ha 10 kisérletbsl
4 -szer kovetkezik be a szébanforgd esemény, akkor az elvégzett kiisérletsorozatban az esemény relativ gyakorisidga
0.4 . A relativ gyakorisdg azt mutatja, hogy az 6sszes kisérlet hdnyad részében kovetkezett be az esemény. Van aki ezt
az ardnyt szdzaléakokban szereti kifejezni, és azért a 0.4 helyett 40% -ot mond, ami teljesen rendben is van, hiszen
a 40% igazdbol 0.4 -et jelent.

Valészintiség: Egy adott eseményt vizsgédlva azt tapasztaljuk, hogy sok kisérlet esetén a relativ gyakorisag kozel
van egy olyan értékhez, ami nem fiigg a véletlentdl, hanem az eseményre jellemzd. Ezt az értéket nevezziik az ese-
mény valdszinliségének. A relativ gyakorisag kevés kisérlet esetén erSsen eltérhet a valdszintiségtol, de a kisérletszam
novekedtével egyre kozelebb keriil hozza.

Egy esemény val6szinliségét altalaban gy jeloljiik, hogy egy P betli mogé zaréjelek kozé irjuk az eseményt definiald
allitast szavakkal vagy jelekkel, vagy barmi médon, ami az adott kdrnyezetben vildgosan utal az eseményre. Példaul
annak a val6szinliségét, hogy egy szabalyos dobdkockaval 4 -nél nagyobb szamot dobunk, igy jelolhetjiik:

e P( négynél nagyobbat dobunk )
o P( 6tdst vagy hatost dobunk )

nég
5.6)

e P(X >4),ahol X jelenti a kockdval dobott szdmot

(
(
P(
(
e P(A),ahol A jelenti azt az eseményt, hogy a kockdval 6tost vagy hatost dobunk

e sth.

A valészinliségszamitas megtanit arra, hogy a valdszintiségeket kisérletek elvégzése nélkiil, elméleti mddszerekkel
meghatarozzuk.

1.4. Miiveletek eseményekkel

Események — halmazok: Az eseményeket az eseménytér (mint "alaphalmaz") részhalmazaival reprezentaljuk. Min-
den egyes esemény megfelel annak a halmaznak, mely a (széban forgé eseményre nézve) kedvezd kimenetelekbdl
all.

Biztos esemény: Mindig bekovetkezik. Az alaphalmazzal reprezentaljuk, amit S -sel jelolink. Mas jelolések: U ,
I,Q.

Lehetetlen esemény: Sohase kivetkezik be. Az iires halmazzal reprezentéljuk. A () jellel jelsljiik.

Al N

Ellentett esemény — masképpen mondva — komplementer esemény, ''tagadas'', ''nem'': Pontosan akkor kovetkezik

be, amikor az eredeti esemény nem. Feliilvondssal jeloljiik, pl.: A .

Események "és'" kapcsolata — masképpen mondva —metszete, kozos része, szorzata: A szoban forgé események
mindegyike bekovetkezik. Jelolések:
Két esemény metszete: AN B



Véges sok Aj, As,..., A, esemény metszete: A1 NAxN...NA,
Végtelen sok A, As,... esemény metszete: A1 NAxN ...

Kizaro események: A széban forg6 események koziil legfeljebb egy kovetkezhet be. Barmely kett$ kizdrja egymast,
egyidejti bekovetkezésiik lehetetlen.

Két eseményre: ANB = ()

Tobb (véges vagy végtelen sok) eseményre: ha i # j , akkor A, NA; = 0

Események ''vagy'' kapcsolata — masképpen mondva — dinidja, egyesitése, osszege: A széban forgd események
koziil legalabb egy bekovetkezik. Jelolések:

Két esemény unidja: AU B

Véges sok Aj, As,..., A, esemény unidja: A3 U As...UA,

Végtelen sok Aj, As,... esemény Unidja: A; U Ax U ...

Kizaré események ''vagy'' kapcsolata — masképpen mondva — dnidja, egyesitése, osszege: A széban forgd esemé-
nyek koziil pontosan egy bekovetkezik. A jelolések altaldban nem kiilonboznek a korabbi jelolésektdl:

Két kizar6 esemény dnidja: AU B

Véges sok kizaré esemény unidja: A, U A ... U A,

Végtelen sok kizaré esemény dniGja: A; U Ax U ...

Kizar6 eseménykre bizonyos szabalyok egyszertibbek az dltalanos szabalyoknal. Ezért egyes konyvek a * jellel hivjdk
fel a figyelmet arra a tényre, hogy miiveletben szerepl6 események kizardak:

Két kizar6 esemény tnidja: A U* B

Véges sok kizdré esemény unidja: Ay U* As...U* A,

Végtelen sok kizaré esemény unidja: Ay U* Ay U™ ...

""Maga utan vonja'': Azt mondjuk, hogy a B esemény maga utan vonjaaz A eseményt, ha teljesiil az, hogy amikor
a B esemény bekovetkezik, akkor sziikségképpen az A esemény is bekovetkezik, azaz a B halmaz része az A
halmaznak. Jelolés: B C A vagy AD B.

Események Kkiilonbsége: Ha A, B tetszGleges események, akkor A minusz B -nek (avagy A és B kiilonbsé-
gének) nevezziik, és A\ B -vel jeloljiik azt az eseményt, ami akkoi kovetkezik be, ha A bekovetkezik, de B nem
kovetkezik be. A kiilonbség jelolése: A\B . Tehat A\B = ANB.

1.5. A valésziniiség alapveto tulajdonsagai

Ebben az alfejeztben valdszintiség alapvetS tulajdonsagait soroljuk fel, melyek — a relativ gyakorisdg ugyanilyen tu-
lajdonsédgai alalpjan — kézenfekvéek. Fontos, hogy az olvasé ne csak memorizalja ezeket a tulajdonsagokat, hanem
értse, lassa, hogy a valosziniiségnek ezek a tulajdonsdgai a relativ gyakorisdg (trividlis!) hasonlo tulajdonsdgai miatt
igazak. Néhany bonyolultabb szabalyt egy késbbi fejezetben sorolunk fel. Megjegyezziik, hogy az els§, a masodik
és az 6todik tulajdonsdgbdl logikai tton le lehet vezetni a valdszinliség 0sszes tobbi tuldajdonsigat, ezért a valdszinl-
ségszamitas axiomatikus felépitésekor ezek szolgdlnak axidémakként. Ebben a konyvben nem célunk az axiomatikus
targyalds. A technikdsabb bizonyitasokat is leegyszertsitve, a szemléletre tdimaszkodva mutatjuk majd be. F6 célunk
az elmélet és a val6sag kapcsolatatanak vilagos tdlaldsa.

1. Minden esemény valésziniisége 0 és 1 kozé esik:

0<P(A) <1



2. A biztos esemény valésziniisége 1 :

P(S) =1
3. A lehetetlen esemény valésziniisége 0 :
P(B) =0
4. Komplementer szabaly:
Minden A eseményre igaz, hogy
P(A)+P(A) =1 P(A) = 1-P(A) P(A) = 1-P(A)

5. Osszegzési szabaly kizdré eseményekre:
Ha A, B kizar6 események, és C = AU B, akkor

P(C) =P(A)+P(B)
Ha Ay, Ao, ..., A, véges sok kizdr6 esemény,és A = A; U A U...U A, , akkor
P(A) = P(A1 )+P(A2)+...+P(A,)
Ha Ai, Ao, As, ... végtelen sok kizar6 esemény, és A = A; U AU A3U. .., akkor

P(A) = P(A; )+P(A2)+P(A43)+...

6. Altalinos dsszegzési szabaly (még csak) két eseményre:
Ha A, B tetszGleges események, akkor

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)

7. Altalanos kivonasi szabaly:
Haa A, B tetszGleges események, akkor

P(A\B) = P(A)—P(ANB)

8. Specialis kivonasi szabaly:
Haa B esemény maga utin vonja az A eseményt, vagyis B C A, akkor

P(A\B) = P(A)—-P(B)
Feladat: Paros vagy paratlan? Egy érmét dobélunk az elsé fejig. Megfigyeljiik az ehhez sziikséges dobdsok szamat.
Mi a valészintisége annak, hogy az ehhez sziikséges dobdsok szdma paros szam?

Megoldas: A lehetséges kimenetelek: 1,2,3,4,5,6,..., "soha" , ahol a "soha" akkor kiovetkezik be, ha mindig csak
irast dobunk, vagyis sohase dobunk fejet. Az aldbbi valészinlségek trividlisak:



P( az els6 fej a 2. dobésra ad6dik ) =

=
|
N

P( az els fej a 4. dobdsra adédik ) = & = %
P( az elsS fej a 6. dobdsra adédik ) = 55 = &

Ezekbdl a feladat kérdésére a valasz 6sszegzéssel adodik:

P( az elsé fej eléréséhez péros sok dobas kell ) =
= P( az els6 fej a 2. dobdsra adddik ) +
+ P( az elsé fej a 4. dobdsra adédik ) +

+ P( az elsd fej a 6. dobdsra adédik ) +

Il
=
+
Sl
+
g
+
Il

-
| |si=
|
—~
ol
Il
W=

Az utolsé sorban, a végtelen sor 6sszegzésénél, felhaszndltuk a jol ismert tényt, hogy egy végtelen mértani sor dssze-

gére igaz:
elsé tag

Oosszeg = —————
& 1 — kvéciens

1.6. Klasszikus problémak

Gyakran megesik, hogy a megfigyelésiinknek véges sok kimenetele van, melyek (valamilyen szimmetria) miatt érez-
het8en egyforma valésziniiségliek. Ilyenkor minden kimenetel valdszintisége a lehetséges kimenetelek szdmdnak a
reciproka, és egy esemény valdszinlisége egyenl6 az eseményre nézve kedvez6 kimenetelek szdma osztva az 6sszes
események szdmaval:

az eseményre nézve kedvezd kimenetelek szdma

P(A) =

az osszes kimenetelek szdma

Mivel a "klaszikus id6kben" ilyen jelegii problémdk kapcsdn indult el a valdszinliségszamitas felfedezése, az ilyen
problémdkat "klasszikus problamak"-nak nevezziik.



1.7. Szamlalasi alapszabalyok

Ezek a szabdlyok teljesen nyilvdnvaléak, mindenki ismeri 6ket. Mégis felsoroljuk &ket, hogy amikor kell, lehessen
hivatkozni rdjuk.

Osszegzés: Ha egy halmaz egymdst kizaré részhalmazokra bomlik (a halmazt particionaljuk, a halmaz particidkra
bomlik), akkor a halmaz elemszdma egyenld a részhalmazok elemszdamainak dsszegével.

Kivonas: Ha egy halmaznak elhagyjuk egy részhalmazat, akkor a megmarado halmaz elemeinek szdma egyenld az
eredeti halmaz elemszdma minusz az elhagyott részhalmaz elemszdma.

Szorzas: Ha két halmazt tekintiink, és az egyiket "els6"-nek nevezziik, a masikat "masodik"-nak, és rendezett parokat
képeziink az elemeikbdl gy, hogy az elsé halmazbdl vessziik a parok elsé elemeit, a masodikbdl a parok mésodik
elemeit, akkor a pdrok darabszdma egyenld a két halmaz elemszdmdnak a szorzatdval.
Tobb tényezos szorzas: Ha n halmazt tekintiink, és az egyiket "elsé"-nek nevezziik, a masikat "masodik"-nak, és
igy tovabb kapjuk az (n — 1) -ik, n -ik halmazokat, és rendezett n -eseket képeziink az elemeikbdl gy, hogy az
elsé halmazbdl vessziik az els6 elemet, a masodikbdl a masodikat, és igy tovabb az n -ik halmazbdl vessziik az n -ik
elemet, akkor a rendezett n -esek darabszdma egyenld a halmazok elemszdmainak a szorzatdval.
Tobb tényezdos szorzas fa-grafokkal: Képzeljiink el egy fa-grafot, mely "felfelé ng", és

gyokerébdl kq €l indul ki (ezek az elsérendi élek),

az elsérendi élek mindegyikének a felsé végpontjabdl ko €l indul ki (ezek a masodrendd élek),

a masodrend( élek mindegyikének a felsé végpontjabdl ks €l indul ki (ezek a harmadrenddi élek),

és 1gy tovabb,

az (n — 1) -ed rendd élek mindegyikének a felsG végpontjdbdl k,, él indul ki.

E fa-grdf tetején a végpontok szdma: ky - ko - ks - ... ky.

Hatvanyozas: Ha egy halmazt n péddnyban tekintiink, és az egyiket "els6"-nek nevezziik, a masikat "masodik"-nak,
és igy tovabb kapjuk az (n — 1) -ik n -ik péddnyét a halmaznak, és rendezett n -eseket képeziink az elemeikbdl ugy,
hogy az els6 halmazbdl vessziik az els6 elemet, a masodikbdl a mésodikat, €s igy tovabb az n -ik halmazbdl vessziik
az n -ik elemet, akkor a rendezett n -esek darabszdma egyenld a halmaz elemszdmdnak n -ik hatvdnydval.

Osztas: Ha egy halmazt gy particiondlunk (bontunk diszjunkt részhalmazokra), hogy minden particié (részhalmaz)

ugyanannyi elembdl 4ll, akkor a particiok (részhalmazok) darabszdma egyenld a halmaz elemszdma osztva a particiok
(részhalmazok) kozos elemszdmdval.

1.8. Kombinatorikus alapképletek

Az alébbi tablazatba folgalt képleteket ismertnek feltételezziik. Egy-egy példaval vilagitunk ra jelentésiikre.
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ismétlés nélkiili ismétléses
nl ___nt
Frtha! k!
permutacié
n futd beérkezésének sorrendje n golydt ennyiféleképpen allithatunk sorba,
ha ki, ko, ...k, dbkilon-kiilon egyszind
TR lk
varidcié
n futd beérkezésének sorrendje [ darab bet(ibdl készithetd
ha csak az els6 k helyet tekintjiik k hosszu szavak szama
(egy-egy betii tobbszor is felhaszndlhato)
(d) = Tosmr )
kombindcié
n golydbdl kivalasztunk k darabot | k féle siitibSl (sok van bel6liik) hazavisziink
(nem szamit a kivalasztds sorrendje) [ -et, ennyiféleképpen tehetjiik meg
(Extra tananyag)

Tablazat: Kombinatorikus alapképletek

Megjegyzés: Az ismétléses kombindcié képletét meg lehet emliteni, de nem kell foglalkozni vele.

1. Példa: Lotté ot talalat. Az 6tos lotton 90 szdm koziil hiznak ki 5 -6t. A nyerés szempontjabél a sorrend nem
szamit, ezért a lehetséges kombindcidkat vizsgaljuk. Az 6sszes kombinacidk szama

(95(]) = 43949268 ~ 44 millié

A biztos teli taldlat eléréséhez ennyi szelvényt kellene kitolteniink. Megemlitjiik, hogy ha 44 milli6 lottészelvényt
egymdsra rakndnk, akkor ez a torony a Fold legmasabb csicsdig, a Mount Everest tetejéig érne fel. Ha egyetlen
szelvénnyel jatszom, akkor az 6t taldlatom valdszintisége

1 1

o = T 000000

hiszen a 43,949,268 egyforman valdszinti kombindcié kozott az az egyetlen a kedvezd, ahogyan én toltom ki a
szelvényt.

2. Példa: Lotto talalatok. Annak az eseményeknek a valdszniisége, hogy egy szelvénnyel jatszva az 6tos lotton, a
taldlataim szdma k, az alabbi torttel adhaté meg:

() ()
(5)

ahol £ =0,1,...,5. A valészinliségek numerikus értéke:

5) (85
P( 5 taldlatos lesz a szelvényem ) = GG) ~ 0.000 000023

P( 4 taldlatos lesz a szelvényem ) =

11



5\ (85
P( 3 taldlatos lesz a szelvényem ) = L ~ 0.00081

5\ (85
, , _ Q6
P( 2 taldlatos lesz a szelvényem ) = W ~ 0.022
() (7)
P( 1 taldlatos lesz a szelvényem ) = —22d2 ~ 0.23

P( 0 taldlatos lesz a szelvényem ) = —22>— =~ 0.75

3. Példa: Hany piros? (Altalanos eset) A lotté probléma altaldnositdsa: tegyiik fel, hogy egy dobozban N darab
golyé van. Koziilluik K darab piros, N — K darab fehér. Kivesziink n darab goly6t visszatevés nélkiil. Mi a
valdszinfisége annak, hogy a kivett golyok kozott pontosan k darab piros lesz?

Valasz:

7 2 2z

4. Példa: Hany piros? (Specialis eset) Az el6z6 dltaldnos problémat most konkrét értékek mellett vizsgéaljuk: 50
darab golyé, koziilik 30 piros, 20 fehér. Kivesziink 12 golyét visszatevés nélkiil. Mi a valdszinége annak, hogy a
kivett golyok kozott pontosan k darab piros lesz?

Vilasz: o 20
p(x)z(w)(5(g)w> (r=0,1,2,...12)
A
p(O) — (30())@(2)) p(l) — (310)(?(1)) p(Q) — (320) (?g) . p(ll) — (?(1)) (210) p(12) — (?g)(ZO())

(72) (72) (72) (72) (72)

valdszintiséget Excellel (két tizedes pontossdggal) kiszamitottuk minden sz6bajové k& -ra, és azokat tdbldzatba ren-
deztiik. Ime a tablazat:

x valdszintisége || 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.03 | 0.09 | 0.19 | 0.26 | 0.23 | 0.13 | 0.05 | 0.01 | 0.00

Tablazat: A valoszintiségek numerikus értékei

A tablazatbdl sokmindent ki lehet olvasni:
e Annak a valdsziniisége, hogy pontosan 10 piros lesz a a kihuzottak kozott: 0.05 .
e Annak a valdsziniisége, hogy pontosan 9 piros lesz a a kihtizottak kozott: 0.13 .

e Annak a val6sziniisége, hogy legalabb 9 piros lesz a a kihdzottak kozott: 0.13 4 0.05 4 0.01 4+ 0.00 = 0.19.
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e Annak a valésziniisége, hogy legfeljebb 9 piros lesz a a kihizottta kozott:

0.00 4 0.00 + 0.00 + 0.01 + 0.03 +0.09 + 0.19 + 0.26 + 0.23 + 0,13 = 0.94

o A valdszintiségek x = 7 el6tt ndnek, utdna csokkennek.

e A 7 piros a legvaldszintibb. A masodik legval6sziniibb a 8 , a harmadik a 6 , stb.

A sulyfiiggvény abrajat is megadjuk, sokat lehet leolvasni réla.

0,20

0,15

0,10

0,05 I

0,00 -1 I -
3 4 5 6 7 8 9

1. bra. Valdsziniiségek szemléltetése

5. Példa: Hany piros, hany kék? Az el6z3 probléma altalanositdsa: tegyiik fel, hogy egy dobozban N darab golyd
van. Koziilik K darab piros, Ko darab kék, N — K; — K5 darab fehér. Kivesziink n darab goly6t visszatevés
nélkiil. Mi a valészinége annak, hogy a kivett golydk kozott pontosan k; darab piros és pontosan ko darab kék lesz?

Valasz: T\ G
(k‘ll)(k;)( nfkllfkgz)

()

7

6. Példa: Nyolcszor hizunk. Az el6z86 példdban feltett altaldnos kérdést most egy specidlis esetben alaposabban
megvizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy 45 darab goly6é van egy dobozban. Koziilik 10 darab piros, 15 darab kék,
20 darab fehér. Kivesziink 8 darab golydt visszatevés nélkiil. Mi a val6szinége annak, hogy a kivett golyok kozott
pontosan z darab piros és pontosan y darab kék lesz?

Valasz:
() () 50
(%)

minden olyan x -re és y -ra, melyek eleget tesznek a kovetkez6 egyenlStlenségeknek:

0

IA
IA

x 8

0 <y <8
0<8—z—y <8

A valészintiségek numerikus értékei segitségével tobbszor fogunk majd a késébbiekben dolgozni, ezért Excellel ki-
szamoltuk, és tablazatba rendezve itt megadjuk Sket:
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0.000
0.001 | 0.000
0.004 | 0.005 | 0.001
0.016 | 0.026 | 0.013 | 0.002
0.0317 | 0.072 | 0.054 | 0.015 | 0.001
0.033 | 0.102 | 0.108 | 0.048 | 0.009 | 0.001
0.019 | 0.076 | 0.106 | 0.067 | 0.019 | 0.002 | 0.000
0.005 | 0.027 | 0.049 | 0.040 | 0.017 | 0.003 | 0.000 | 0.000
0.001 | 0.004 | 0.008 | 0.009 | 0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000

o [t 234 ]s5[6]7]38 e

O~ W W O\ | ||

Téblazat: A valoszintiségek numerikus értékei

7. Példa: Tiz érmével harom fej. Valaki feldob 10 szabalyos érmét. Mi a valdszin(isége annak, hogy 3 érmén lesz
fej feliil? (Es akkor természetesen 7 érmén az irds lesz feliil.)

Valasz: Megfigyelvén mindegyik érmét, hogy melyik oldaluk van feliil — mivel mindegyik érme 2 lehetGséget kinal —
nyilvan
210 = 1024

egyforman valészin(i varidci6 kindlkozik. Mindegy, hogy 10 érme koziil melyik az a 3 , amelyiken a fej van feliil. A
10 érme koziil
10
()
féle mddon lehet kivalasztani azt a 3 -at, amilyeken a fej van feliil, tehdt az 6sszes varidcidé kozott ennyi a kedvezdek
szdma. Ezért a valoszindiség:
(5)

P( 3 érmén vanfej) = 510

8. Példa: Tiz érmével hany fej? Valaki feldob 10 szabdlyos érmét. Mi a valdszinlisége annak, hogy x darab érmén
lesz fej feliil? (Es akkor természetesen 10 — x érmén az irds lesz feliil.)

Valasz: Megfigyelvén mindegyik érmét, hogy melyik oldaluk van feliil — mivel mindegyik érme 2 lehetGséget kindl —
nyilvan
2'% = 1024

egyforman val6szinii varidcié kindlkozik. Mindegy, hogy a 10 érme koziil melyik az az x darab, amelyiken a fej
van feliil. A 10 érme koziil

10

T

féle médon lehet kivalasztani azt az « -t, amilyeken a fej van feliil, tehat az 6sszes varidcié kozott ennyi a kedvezdek
szama. Ezért a valoszinlség:

()

210

P( z érmén vanfej) = (x=0,1,2,...,10)

A val6szintségek numerikus értékét 3 tizedes pontossdggal tdbdzatba rendezve adjuk meg:
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x fej valdszintisége || 0.001 | 0.010 | 0.044 | 0.117 | 0.205 | 0.246 | 0.205 | 0.117 | 0.044 | 0.010 | 0.001

Téblazat: A valoszintiségek numerikus értékei

1.9. Az eseménytér megvalasztasa nem egyértelmii

Ennek az alfejezetnek nem az a célja, hogy 1j fogalmakat vagy mddszereket tanison. Arra szeretnénk felhivni a figyel-
met, hogy az eseménytér megvalasztiasa nem feltétleniil egyértelmd. Erre mutatunk most egy példat.

1. Példa: Melyik par megy a moziba? Két fit (Andras és Balint) és harom lany (Cili, Déri és Emese) szivességbdl
felastak Joska bacsi veteményes kertjét, aki szerényen meghdlalta a segitséget: két mozijegyet ajaindokozott a tarsasag-
nak a Szép szerelem c. filmre. (Az 6t jegy dra mar tdl sok lett volna szerény nyugdijahoz mérten.) A jegyek az utolsé
sor 1. és 2. székére szolnak. A tarsasdg igazsagos sorsoldssal donti el, hogy kik menjenek el a moziba: az 6t nevet
egy-egy céduldra irjdk, majd egymads utdn hiznak (természetesen visszatevés nélkiil) kétszer. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy fii-lany péros lesz a szerencsés par?

1. Megoldas: Az 5 cédula koziil kett ; (g) = 10 -féleképpen vélaszthato ki. Fel is sorljuk ezt a 10 kombinéciot.
A nevek helyett csak a kezddbetiiket fjuk ki, a fitik kezd6betdit vastag-, a lanyokét ddlr bettivel. A kapcsos zardjelen
beliil a nevek sorrendje nem jétszik szerepet, ezért az ABC-sorrendet hasznaljuk. fme:

=~

NN ADD A

SAONREERp > p >

A 10 kombinéci6 kozott fid-lany pdros 2-3 = 6 darab van. Ezek az aldbbiak:
{AC}

=P
AW

A keresett valdszintség:
6

= 0.6
10

2. Megoldas: Mondjuk, abban egyezik meg a tarsasag, hogy akit elGszor hiznak ki, az il az 1 -es székre, akit
madsodszor hiznak ki, az il a 2 -es székre. Ez a vdlasztdsi méd 5-4 = 20 lehet6séget ad. Ezeket a varidcidkat is
felsoroljuk (a zar6jeleken beliil el6l szerepel annak a jele, aki az 1. székre iil):
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(A, B) (B,A)

(A, C) (C,A)
(A,D) (D,A)
(AE) (E,A)
(B,C) (C,B)
(B,D) (D,B)
(B,E) (E,B)
(C,D) (D, C)
(CE) (E,C)
(D,E) (E,D)

Kedvez6ek azok a varidciok, melyekben egy fitt egy lany kovet, ezek szama 2 -3 = 6, és azok, melyekben egy
lanyt egy fid kovet, ezek szdma szintén 3 -2 = 6 .Ez 0sszesen 6 + 6 = 12 kedvezd esetet ad. Ezek az aldbbiak:
(A, C) (C,A)

(A,D) (D,A)

(AE) (E,A)

(B,C) (C,B)

(B,D) (D,B)

(B,E) (E,B)

Ezért a keresett valdszindiség: o
50 = 0.6

Megjegyzések:
e Mindkét megoldas jo.

e A masodik megoldasban az eseménytér kétszer annyi elemet tartalmaz, mint az els6 megoldds eseménytere, és
a kedvezd kimenetelekre is igaz ugyanez. Ezért a két megoldasban ugyanaz a valdszintiség érték adodik.

e Ha valaki két j6 megoldas koziil elényben részesiti az egyszertibbet, akkor ebben a versenyben az elsé megoldas
a nyertes.

¢ A masodik megoldds eseménytere viszonyt olyasmi vizsgélatara is alkalmas, amire az elsé megoldds technikdja
nem. Ezt mutatjuk be a kovetkezd példaval.

Aki a sor sz€lén iil, oldalra kinyujthatja a 1dbait. Ezért azon til, hogy kik mennek a moziba, arra is oda lehet figyelni,
hogy ki iil a sor szélén az 1. széken, és ki a 2. széken.

Py

2. Példa: (Az eldz0 példa folytatdsa:) Mennyi a valosziniisége annak, hogy az 1. széken fit iil, a 2. széken lany?

Megoldas: A tirsasag abban egyezett meg, hogy akit elészor hiznak ki, az iil az 1-es székre, akit masodszor hiiznak
ki, az iil a 2-es székre. Mint az el6z8 feladat masodik megoldasaban leszogeztiik, ez a valasztasi mod 5 -4 = 20
lehet6séget ad. Most csak azok a kedvezo esetek, melyekben egy fiut egy lany kovet:

(A, C)
(A,D)
(A E)
(B,C)
(B,D)
(B.E)
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Ezek szdama 2 -3 = 6 .Ezért a keresett valészintiség:

6

— = 0.3.
20

Megjegyzés: Az el6z0 feladat elsé megolddsa nem foglalkozik azzal, hogy ki hol iil. Ennek a megoldasnak az ese-
ménytere nem alkalmas ennek a feladatnak a megoldasara.
Ime egy banlisan egyszerii példa:

3. Példa: Piros és kék dobdokocka - mi van a piros kockan? Egy piros és egy kék dobdkockaval dobunk. Mi a
valdszinlisége annak, hogy a pirossal 6 -ost dobunk?

Megoldas: Triviélis okoskodds: a piros dobdkockdn 6 egyforma valészinliségli szdm koziil egy kedvezd, ezért

a valasz % . Nem kevésbé nyilvanvalé ez a megoldds is: a lehetséges 36 (piros, kék) par koziil a hat darab
(6,1);(6,2); (6,3); (6,4); (6,5); (6,6) pér kedvezd, ezért a vdlasz - = 1 . Mindkét megoldds j6, az elsSben

az eseménytér 6 elemd, a masodikban 36 .
Es végiil ismét az 6tds lotto:

4. Példa: Az 6tos lotton 90 szam koziil hiznak ki 5 -6t. Igaz, hogy a nyerés szempontjabdl a szamok kihtizdsanak
a sorrendje nem szamit. Mivel a nyer$ szimok egy bizonyos sorrendben sziiletnek, sokak szamara az a természetes,
hogy ha az eseménytér felvételénél a sorrendre is odafigyeliink. Ekkor a lehetséges kimenetelek szama

90-89-88-87-86

Ezzel az eseménytérrel dolgozva - példaul — annak a valdszintisége, hogy 2 taldlatos lesz a szelvényem, természe-
tesen ugyanannyinak adédik, mint azt néhany oldallal feljebb a sorendtdl eltekintve kiszamoltuk. Arra kell nagyon
odafigyelni, hogy a kedvezd kimeneteleket az eseménytéren beliil helyesen értelmezziik, és a szdmukat is helyesen

irjuk fel:
(;) - 5-4 - 85-84-83 =
5!
= S 5.4 - 85-84-83
Ebbdl a valdszintiség:
; . S - 5.4 - 85-84-83
P( 2 taldlatos lesz a szelvényem ) = ! »90 RTITNT _
5.4  85-84-83 5\ (85
Il N O LC)) -
T S0SISEIIE T (W) (~ 0.022)
51 5

1.10. RAND.BETWEEN (magyarul: VELETLEN.KOZOTT) utasitas

Az Excelben az egész értékeket felvevo
RAND .BETWEEN (&;B), magyarul VELETLEN.KOZOTT (A;B)
utasitds olyan véletlen szdmot dllit el§, mely egyenletes eloszldst kovet az {A, A + 1,..., B — 1, B} halmazon.
1. Példa: Szaz cédula. A
RAND.BETWEEN (1;100)

utasitdssal azt szimuldlhatjuk, mintha az {1,2,...,99,100} szdmokat egy-egy céduldra irndnk, a céduldkat egy
dobozba tennénk, €s a dobozbdl kihtiznank egy cédulat, és megnéznénk a rajta 1évd szamot. Annak a valdszintisége,
hogy RAND .BETWEEN (1;100) értéke
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pontosan 55 , egyenld 1/100 -dal
kisebb vagy egyenlS, mint 55, egyenld 55/100 = 0.55 -dal

nagyobb 50 -nél, de kisebb 60 -ndl, egyenls 9/100 = 0.09 -dal

2. Példa: Dobokocka. A
RAND.BETWEEN (1; 6)

utasitdssal azt szimuldlhatjuk, mintha egy szabdlyos dobdkockdval dobnénk, és tekintenénk a dobott szdmot. A 6
lehetséges eset mindegyike 6i valészintiségt.

Fontos, hogy az Olvasé tisztdban legyen azzal, hogy haa RAND.BETWEEN (1;6)  utasitast tobbszor leirjuk,
akkor minden alkalmazds a tobbitdl fiiggetlen eredményt ad. Ha az utasitdst ahhoz hasonl6an, ahogy most ideirjuk:

RAND.BETWEEN (1; 6) RAND.BETWEEN (1; 6)

két kiilon Excel-celldba is beirjuk, azt szimuldlhatjuk, mintha két szabalyos dobdkockdval dobnank.

3. Példa: Két dobékocka. Két szabdlyos dobdkockaval dobunk. A két dobdkockat (még akkor is, ha teljesen egyfor-
madnak tinnek) meg tudjuk kiilonboztetni, ha az egyiket a bal, a masikat a jobb keziinkbdl guritjuk. A két dobdkocka
ily médon valé dobdsét szimulalhatjuk a

RAND .BETWEEN (1; 6) RAND.BETWEEN (1; 6)

utasitasparral. Nyilvan 36 lehetséges kimenetel kindlkozik. Ezt a 36 esetet — egymads utdn leirva — fel is sorolhatjuk,
de elnyds, ha tabldzatba rendezve adjuk meg Sket. fme:

jobb 1 2 3 4 5 6
bal
1 1;11;21:3[1:4]1:5]1;6
2 2:112;212;3(2;4(2;5]|2;6
3 3;113;2(3;313;4(3;5(3;6
4 4;1(14;214;3|4;4|4;5] 4;6
5 5;115;25;3[5;4]5;5|5;6
6 6;1]16;2|16;3|6;4[6;5|6;6

Téblazat: A lehetséges kimeneteleket négyzet alakii tabldzatba rendeztiik

. . 1 Lt 2 2
A 36 eset mindegyike 5 valészinfiségi:
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jobb | 1 2 3 4 5 6
bal

1 101 11 1 1
36 36 36 36 36 36

) 101 1 1 11
36 36 36 36 36 36

3 1 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36

4 1 01 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36

5 101 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36

6 i 01 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36

Tablazat: A lehetséges kimenetelek helyére a valdsziniiségeiket irtuk

4. Példa: Két dobékockaval dobott szamok osszege. Egyes tarsasjatékokban két dobdkockaval dobunk, és a jatékban
a dobott szdmok 0sszege, azaz — a szimuldcid nyelvén mondva — a

RAND.BETWEEN (1; 6) + RAND.BETWEEN (1;6)

utasitds értéke szamit. A kovetkezd tablazatban at 6sszeg értékeit tiintetjiik fel:

jobb |1 2 3 4 5 6
bal
1 2 3 4 5 6 7
2 3 45 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 567 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Tablazat: Az dsszeg értékeit irtuk a tabldzatba

A tablazat 36 celldjaban
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2 -es érték 1 -szer
3 -asérték 2 -szer
4 -es érték 3 -szor
5 -0s érték 4 -szer
6 -0s érték 5 -szor
7 -es érték 6 -szor
8 -as érték 5 -szor
9 -es érték 4 -szer
10 -es érték 3 -szor
11 -es érték 2 -szer

12 -es érték 1 -szer

szerepel. Ezért annak a valdszintisége, hogy az 0sszeg értéke

2, egyenls 1/36 -dal
3, egyenl6 2/36 -dal
, egyenl6 3/36 -dal
5, egyenld 4/36 -dal
6, egyenld 5/36 -dal
7, egyenld 6/36 -dal
8, egyenld 5/36 -dal
9, egyenld 4/36 -dal
10, egyenls 3/36 -dal
11, egyenl6 2/36 -dal

12, egyenl6 1/36 -dal

Ha az 6sszeg lehetséges értékeit és a kapott valdszintiségeket tablazatba rendezziik, az alabbi tablazatot kapjuk:
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 | 36 | 36 | 36 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Tablazat: Az osszeg eloszldsa

5. Példa: Két dobokockaval dobott szamok szorzata. Ha valakit a dobott szamok szorzata érdekel, akkor az elméleti

okoskoddshoz olyan tdbl4zatra van sziiksége, mely a szorzatokat tartalmazza:

jobb| 1 2 3 4 5 6
bal
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 8 10 12
3 3 6 9 12 15 18
4 4 8 12 16 20 24
5 5 10 15 20 25 30
6 6 12 18 24 30 36

Tablazat: A szorzat értékeit irtuk a tabldzatba

A tébldzat 36 celldjdban
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1 -es érték
2 -es érték
3 -as érték
4 -es érték
5 -0s érték
6 -os érték
8 -as érték
9 -es érték
10 -es érték
12 -es érték
15 -0s érték
16 -es érték
18 -as érték
20 -as érték
24 -es érték
25 -es érték
30 -es érték

36 -es érték

szerepel. Ezért annak a valdsziniisége, hogy a szorzat értéke
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1 -szer

2 -szer

2 -szer

3 -szor

2 -szer

4 -szer

2 -szer

1 -szer

2 -szer

4 -szer

2 -szer

1 -szer

2 -szer

2 -szer

2 -szer

1 -szer

2 -szer

1 -szer



Ha a szorzat lehetséges értékeit és a kapott valdszintiségeket tdbldzatba rendezziik, az aldbbi tdblazatot kapjuk:

24,
25,
30,

36,

1/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenld
3/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenld
4/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenld
1/36 -dal egyenl§
2/36 -dal egyenld
4/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenl§
1/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenld
1/36 -dal egyenld
2/36 -dal egyenld

1/36 -dal egyenld

1234 |56 |89 |10]12]|15|16 |18 |20 |24 |25 |30/ 36
1|2 12 13 12 42 12| 42| 1|2 | 2 2 | 15 2| 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

6. Példa: Két dobokockaval dobott szamok hanyadosa. Ha valakit a dobott szdmok hdnyadosa (mondjuk, a bal
kézbdl gutitott dobokockan 1€v6 szam osztva a jobb kézbdl guritott dobdkockan 1€v6 szam) érdekel, akkor az elméleti

Tablazat: A szorzat eloszldsa

okoskoddashoz olyan tdblazatra van sziiksége, mely a hanyadosokat tartalmazza:
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jobb | 1 2 3 4 5 6
bal

1 1 12 U3 14 1/5 1/6
2 2 1 23 172 25 1/3
3 3 32 1 3/4 35 112
4 4 2 43 1 45 23
5 5 52 53 54 1 5/6
6 6 3 2 32 65 1

Tablazat: A hdnyados értékeit irtuk a tdbldzatba

A tablazat 36 celldjaban az
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1/6 ¢

1/5 ¢

1/4
1/3
2/5
1/2
3/5
2/3

3/4

45 &

5/6

6/5
5/4
4/3
3/2

5/3

5/2

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

érték

1 -szer

1 -szer

1 -szer

2 -szer

1 -szer

3 -szor

1 -szer

2 -szer

1 -szer

1 -szer

1 -szer

6 -szor

1 -szer

1 -szer

1 -szer

2 -szer

1 -szer

3 -szor

1 -szer

2 -szer

1 -szer

1 -szer

1 -szer

szerepel. Ezért annak a valdsziniisége, hogy a hdnyados értéke
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1/6 , egyenld 1/36 -dal
1/5, egyenl6 1/36 -dal
1/4, egyenld 1/36 -dal
1/3, egyenld 2/36 -dal
2/5, egyenld 1/36 -dal
172, egyenld 3/36 -dal
3/5, egyenld 1/36 -dal
2/3, egyenl6 2/36 -dal
3/4, egyenld 1/36 -dal
4/5, egyenld 1/36 -dal
5/6, egyenl6 1/36 -dal

1, egyenld 6/36 -dal
6/5, egyenld 1/36 -dal
5/4, egyenld 1/36 -dal
4/3, egyenld 1/36 -dal
3/2, egyenl6 2/36 -dal
5/3, egyenld 1/36 -dal

2, egyenld 3/36 -dal
5/2, egyenl6 1/36 -dal

3, egyenld 2/36 -dal

4, egyenld 1/36 -dal

5, egyenld 1/36 -dal

6, egyenld 1/36 -dal

Ha a hdnyados lehetséges értékeit és a kapott valdszinliségeket tdbldzatba rendezziik, az aldbbi tdblazatot kapjuk:
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1/6 | 1/5 /4 | 13 | 2/5 | 2/4 | 3/5 | 2/3 | 3/4 | 4/5 | 5/6
1736 | 1/36 | 1/36 | 2/36 | 1/36 | 3/36 | 1/36 | 2/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
1 6/5 | 5/4 | 4/3 | 3/2 | 5/3 2 52 3 4 5 6
6/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 2/36 | 1/36 | 3/36 | 1/36 | 2/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36

Tablazat: A hdnyados eloszldsa
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2. Diszkrét eloszlas

2.1. Valészintiségi valtozo

Amikor a megfigyelés eredményei, vagyis a lehetséges kimenetelek szdmok, akkor azt mondjuk, hogy valdszintisé-
gi valtozoval van dolgunk. A gyakorlati alkalmazdsokban felbukkané valdszintiségi véltozok két fontos csoportba
sorolhatok:

e A val6szinfiségi valtozonak véges vagy megszamldlhatéan végtelen sok lehetséges értéke van, melyeket a valo-
szinliségi valtozo pozitiv valdszinliséggel vesz fel. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a valdszintiségi valtozo diszkrét.

e A valdszintiségi véltozé lehetséges értékei egy véges vagy végtelen hosszisagu intervallumot tesznek ki, és
a lehetséges értékek mindegyikének valészintisége nulla. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a valészintiségi valtozé
folytonos.

Val6szintiségi valtozok jelolésére ebben a konyvben dltaldban a latin dbécé nagybetit fogjuk haszndlni. Legtobbszor
az X betlit vagy az Y -t, Z -t, melyeket esetleg indexekkel ltunk el. (Mdas konyvekben a gorog dbécé kisbetdit
hasznaljak, leginkdbb a ¢ -tés n -t.) Példak valészinlségi valtozok jelolésére:

e X = melyik szdm lesz feliil, amikor egy dobdkockdval dobok

e Y = ahdny bardtommal 0sszefutok az utcdn egy nap alatt

e 7; = amennyi id6t varnom kell reggelente a villamosra, amikor jovok az egyetemre
e /> = amennyi id6t varnom kell a buszra, amikor megyek haza

Itt X és Y diszkrét, Z; és Z, folytonos valészintiségi valtozok.

2.2. Eloszlas és sulyfiiggvény

Ha egy diszkrét valdszintségi valtoz6é minden lehetséges értékének megadjuk a valdszintiségét (tablazattal, képlettel,
stb.), akkor azt mondjuk, hogy megadjuk a valésziniiségi valtozo eloszlasat.

Ha (mindenféle valdszintiségi valtozora vald tekintet nélkiil) egy véges vagy megszamldlhatéan végtelen halmaz min-
denegyes x eleméhez egy-egy nemnegativ p(x) szdmot rendeliink dgy, hogy azok osszege 1:

> p() =1
akkor azt mondjuk, hogy megadunk egy valdsziniiségi eloszlast (valésziniiség eloszlast), mas kifejezéssel normalt

eloszlast. A p(xz) fiiggvényt salyfiiggvénynek (vagy valésziniiségi fiiggvénynek) nevezziik.

Egy X valdszinliségi valtozé esetén p(x) megadja annak a valGszinliségét, hogy a véletlen X érték x -szel
egyenld:

1. Példa: Fiatal hazasparok gyermekei. Tegyiik fel, hogy egy szocioldgiai felmérésben fiatal hazasparok (akik 3 év-
nél nem régebben hizasodtak) gyermekeinek szdmat vizsgaltdk. A gyermekek szama 0, 1,2, 3 lehet. A tapasztalatbol
tudhatjuk a négy lehet6ség mindegyikének szdzalékos értékét. Tegyiik fel, hogy ezek az aldbbiak:
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gyerekek szdma || 0 1 2 |3

sz4zalék 20 | 40 | 30 | 10

Tablazat: Gyermekek szdmdnak eloszldsa szdzalékokban

(A négy darab szdzalék érték 6sszege természetesen 100 .)

Ha egy fiatal hazaspart véletlenszeriien valasztunk, és tekintjiik az aldbbi val6szinfiségi valtozot:
X = gyermekek szdma

akkor a négy lehetséges érték mindegyikének a valdszintiségét (a megfeleld szazalék érték alapjdn) beirva a tdbldzatba
megkapjuk az X val6szinliségi valtozé eloszlasat:

p(x) || 02]04]03]01

Tablazat: Gyermekek szdmdnak eloszldsa

(A négy darab valdszintiség érték 0sszege természetesen 1.)

0.9
0.8
07
0.6
0,5
0.4
0,3

0,2
0,1 I
8

= —
I
—-—

2. 4bra. Fiatal hdzaspdrok gyermekei — sulyfiiggvény pdcikdkkal
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3. abra. Fiatal hdazaspdrok gyermekei — siilyfiiggvény pontokkal
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4. dbra. Fiatal hdzaspdrok gyermekei — sulyfiiggvény dsszekotott pontokkal

5. abra. Fiatal hdzaspdrok gyermekei — siilyfiiggvény torott vonallal

2. Példa: Szabalyos dobékockaval dobott szam. Szabélyos dobdkockdval dobva a kapott szdm az 1,2,3,4,5,6
szamok akarmelyike lehet, mindegyik ugyanakkora valészintiséggel. A dobott szam eloszlésa:

o=
o=
=
<=
o=
=

p(z)

Téblazat: Szabdlyos dobokockdval dobott szdm eloszldsa

Ebben a példaban a lehetséges értékek mindegyike ugyanolyan val6szinliségd.

Amikor a lehetséges értékek mindegyike ugyanolyan val6szintiség(i, akkor az eloszlast (a lehetséges értékek halmazdn
vett) egyenletes eloszldsnak nevezziik.

3. Példa: Két dobokockaval dobott szamok 6sszege — ismét. Ha két dobokockaval dobva a dobott szimok Gsszegét
tekintjiik, akkor az igy kapott val6szinfiségi valtoz6 eloszlasa:
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Téblazat: A dobott szamok osszegének eloszldsa

4. Példa: Két dobokockaval dobott szamok szorzata — ismét. Ha két dobdkockdval dobva a dobott szamok szorzatat
tekintjiik, akkor az igy kapott valészinfiségi valtozé eloszlasa:

Tablazat: A dobott szdmok szorzatdnak eloszldsa

2.3. Eloszlas szemléltetése

2.4. Eloszlasfiiggvény

Egy adott normdlt eloszlds esetén egy z lehetséges értékkel kapcsolatban a (—oo, x| intervallum valdszinliségét
F(x) -szel jeloljiik:
F(z) = P((-o0,2])

Az F(x) fiiggvény neve: eloszlasfiiggvény. Az eloszlasfiiggvény értékét egy « helyen gy kapjuk meg, hogy az
x -nél kisebb vagy egyenls 0sszes k helyeken vessziik a sdlyfiiggvény értékét, és ezeket az értékeket 6sszeadjuk:

F(z) = ) p(k)

k:k<z

Ha a szdban forgé eloszlds egy X valdszintiségi véltozo eloszldsa, akkor F'(z) jelentése nyilvdn annak a valészi-
nilisége, hogy a véletlen X érték kisebb vagy egyenlé mint z :

Flz) =P(X<=z)
Nyilvanval6, hogy minden eloszlasfiiggvény monoton novekedd, vagyis x1 < xo esetén
F(z1) < F(z2)

Az eloszlasfiiggvény megviltozdsa az a és b pontok kozott azt mutatja, hogy mennyi a valdszintisége annak a
halmaznak, mely az « -ndl nagyobb, de b -t még meg nem haladé szamokbdl 4ll:

F(b)—F(a)=Pla<X <b)
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hiszen

F(b)=F(a) = | D pk)| = | D_wk)| = | Y »k)] =Pla<X<bh)

k: k<b k:k<a k:a<k<b

Megjegyzés: A fenti definicidban az eloszldsfiiggvény értelmezési tartomdnya a véges vagy megszamldlhatéan vég-
telen sok lehetséges = értékek halmaza. Ilyen definicié mellett — mint aldbb példdkat mutatunk rd — kényelmesen
lehet az eloszlasfiiggvényt tablizattal kezelni. Kés6bb, amikor majd folytonos eloszldsokrdl tanulunk, latni fogjuk,
hogy folytonos eloszldsokkal kapcsolatban az eloszlasfiiggvény értelmezési tartomdnya a teljes szimegyenes lesz. Az
egységes kezelés érdekében egy diszkrét eloszlds eloszlasfiiggvényének definiciéjaban is megengedhetjiik, hogy =
tetsz6leges valds szam legyen, hiszen az
F(z) = P(X <«x)
képlet tetszbleges valds x esetén is értelmes. Konnyli meggy6z6dni arrdl, hogy ez az éltaldnosabb definicié azt

7 n

eredményezi, hogy egy diszkrét eloszlés eloszlasfiiggvénye olyan monoton ndvekedd "lépcsds” fliggvény,
e melynek grafikonja vizszintes szakaszokbdl all, és

e ahol a p(z) sudlyfiiggvény pozitiv értékkel értelmezett,
ott az eloszlasfiiggvénynek p(x) nagysdgi "ugrdsa” van.

1. Példa: Fiatal hazasparok gyermekei — eloszlasfiiggvény. Az el5z6 alfejeztben elképzeltiik, hogy véletlenszerdien
valasztunk egy fiatal hazaspart, és az X valdszintiségi valtozot a gyerekeik szaimdval definidljuk. Ennek a val6szinti-
ségi valtozénak az eloszlasat ott megadtuk egy tablazattal. Most a tablazatot kiegészitjilk egy harmadik sorral, ami az
eloszlasfiiggvény értékeit tartalmazza a megadott x helyeken:

p(z) || 02104 |03 ]|0.1

F(z) || 020609 |10

Téblazat: Fiatal hdzaspdrok gyermekei
— sulyfiiggvény és eloszldsfiiggvény

Vegyiik észre, hogyan képzddik a harmadik sor a masodikbdl: minden elem egyenld a felette 4116 sorban téle balra

1év6 és a felette 1évE elemek Osszegével.
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6. abra. Fiatal hdazaspdrok gyermekei — eloszldsfiiggvény (pdlcikdkkal)
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9. abra. Fiatal hdzaspdrok gyermekei — eloszldsfiiggvény (torott vonallal)

Az eloszlasfiiggvényt, mint minden z valds szdmra értelmezett "1épcsds” fiiggvényt, a "Fiatal hdzasparok gyermekei

—eloszlasfiiggvény" cimii dbran grafikonjdval is megadjuk. Tessék ellendrizni, hogy a fiiggvény ugrdsaia 0, 1, 2, 3
helyeken vannak, és az ugrdsok nagysdgai 0,2 0.4, 0.3, 0.1, vagyis a stlyfiiggvény értékei.
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10. abra. Fiatal hdzaspdrok gyermekei — eloszldsfiiggvény (mint lépcsds fiiggvény)

2. Példa: Két dobokockaval dobott szamok Gsszege — eloszlasfiiggvény. Ha két dobékockaval dobva a dobott sza-
mok dsszegét tekintjiik, akkor az igy kapott valosziniiségi véaltozé eloszldsat megadé masodik sor ald a harmadik sorba

odairhatjuk az eloszlasfiiggvény értékeit:

T 2131415 ]6]|7 819 |10 11 | 12
) | | 2|2 & |32 | & |21 4|32 |1L
p 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
F(x) 13 | 6 | 10| 156 | 21 | 26 | 30 | 33 | 35 | 36
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Téblazat: Az osszeg sulyfiiggvénye és eloszldsfiiggvénye

3. Példa: Két dobokockaval dobott szimok szorzata — eloszlasfiiggvény. Ha két dobdkockaval dobva a dobott
szamok szorzatat tekintjiik, akkor az igy kapott valdszintiségi valtozé eloszlasat megadd masodik sor ald a harmadik

sorba odairhatjuk az eloszlasfiiggvény értékeit:

x 1 2 3 4 5 6 8 9 10|12 |15 |16 | 18 | 20 | 24 | 25 | 30 | 36
@ | 2222|242 |l|z2|4a 2|1 2|2]|2|1]2]|.1
p 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
Flz) | A |3 |5 | 8| 10| 14|16 )17 |19 | 23 | 25 | 2 | 28 | 30 | 32 | 33 | 35 | 36
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Tablazat: A szorzat silyfiiggvénye és eloszldsfiiggvénye
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2.5. Jobboldali eloszlasfiiggvény

Egy adott normdlt eloszlds esetén egy x lehetséges értékkel kapcsolatban a [, 00) intervallum valészinliségét
T(x) -szel jeloljiik:
T(x) = P([r,00))

A T(x) fiiggvény neve: jobboldali eloszlasfiiggvény. A jobboldali eloszldsfiiggvény értékét egy « helyen tgy
kapjuk meg, hogy az x -nél nagyobb vagy egyenls 6sszes k helyeken vessziik a silyfiiggvény értékét, és ezeket az
értékeket 0sszeadjuk:

k:k>x

Amikor valamilyen probléma kapcsén a most bevezetett T'(z) jobboldali eloszlasfiiggvényt is és a kordbban beveze-
tett F'(z) eloszldsfiiggvényt is hasznaljuk, akkor az F'(x) -et baloldali eloszlasfiiggvénynek is nevezziik.

Ha a széban forgé eloszlds egy X valGsziniiségi véltozo eloszldsa, akkor T'(x) jelentése nyilvan annak a valdszind-
sége, hogy a véletlen X nagyobb vagy egyenld mint z :

T(x) = P(X > x)
Nyilvanval6, hogy minden jobboldali eloszlasfiiggvény monoton csokkend
T(x—1)>T(x)
Nyilvanval6, hogy minden x -re fenndll az alabbi egyszerti 0sszefiiggés:
Flz)+T(x)—pz) =1
1. Példa: Fiatal hazasparok gyermekei — jobboldali eloszlasfiiggvény. Egy véletlenszertien vélasztott fiatal hdzaspar
gyerekeinek szdmdval, mint valészinliségi véltozéval foglalkoztunk a fentiekben. Ennek a valdszintiségi valtozénak

az eloszlasat és eloszlasfiiggvényét megadtuk egy tabldzattal. Most a tdblazatot kiegészitjiik egy negyedik sorral, ami
a jobboldali eloszlasfiiggvény értékeit tartalmazza a megadott « helyeken:

p(z) | 02]04]03]01

F(z)|[02]06]09] 10

Tablazat: Gyermekek szdma
— suilyfiiggvény, (baloldali) eloszldsfiiggvény, jobboldali eloszldsfiiggvény

2. Példa: Két dobokockaval dobott szamok dsszege — jobboldali eloszlasfiiggvény. Két dobokockéaval dobva a do-
bott szamok Osszegét vizsgaltuk. Ennek a valészinliségi valtozonak az eloszlasat és eloszlasfiiggvényét megadtuk egy
tdblazattal. Most a tablazatot kiegészitjiik egy negyedik sorral, ami a jobboldali eloszlasfiiggvény értékeit tartalmazza
a megadott = helyeken:
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36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

T(.’If) 36 35 33 30 26 21 15 10 6 3 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Téblazat: A dobott szdmok dsszege
— siilyfiiggvény, (baloldali) eloszldsfiiggvény, jobboldali eloszldsfiiggvény

3. Példa: Két dobokockaval dobott szamok szorzata — jobboldali eloszlasfiiggvény. Két dobokockédval dobva a do-
bott szamok szorzatat vizsgéltuk. Ennek a valészinliségi véaltozénak az eloszlasét és eloszlasfiiggvényét megadtuk egy
tdblazattal. Most a tablazatot kiegészitjiik egy negyedik sorral, ami a jobboldali eloszlasfiiggvény értékeit tartalmazza
a megadott = helyeken:

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

T@)@&QQEEQ@QHEQEAQAQL
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Téblazat: A dobott szdmok szorzata
— sulyfiiggvény, (baloldali) eloszldsfiiggvény, jobboldali eloszldsfiiggvény

4. Példa: Hany piros? (Korabbi feladat folytatasa.) Egy dobozban 50 goly6 van. Koziilik 30 piros, 20 fehér.
Kivesziink 12 goly6t visszatevés nélkiil. Mi a valdszintisége annak, hogy a kivett golydk kozott pontosan k darab
piros lesz? Valasz: A

30\ ( 20

() (o)

50
(12)
valdszintiséget Excellel (két tizedes pontossdggal) kiszamitottuk minden sz6bajové k -ra, és azokat tablazatba ren-

deztiik. Osszegzéssel kiszdmoltuk a baloldali eloszlasfiiggvény értékeit is, és az értékeket a tablazat harmadik sordba
irtuk. A jobboldali eloszlasfiiggvény értékeit is kiszdmoltuk, és a negyedik sorba raktuk. Ime a tdblazat:

p(z) = (k=0,1,2,...12)
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p(z) | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.03 | 0.09 | 0.19 | 0.26 | 0.23 | 0.13 | 0.05 | 0.01 | 0.00

F(x) || 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.04 | 0.13 | 0.32 | 0.58 | 0.81 | 0.94 | 0.99 | 1.00 | 1.00

T(x) || 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 0.99 | 0.96 | 0.87 | 0.68 | 0.42 | 0.19 | 0.06 | 0.01 | 0.00

Téablazat: Hdny piros?
— sulyfiiggvény, (baloldali) eloszldsfiiggvény, jobboldali eloszldsfiiggvény

A tablazatbdl sok mindent ki lehet olvasni:
e Annak a valdsziniisége, hogy legfeljebb 5 piros lesz a a kihdzottak kozott: F(5) = 0.13.
e Annak a valésziniisége, hogy legaldbb 5 piros lesz a a kihdzottak kozott: T'(5) = 0.96 .

e Annak a valésziniisége, hogy legalabb 5 de legfeljebb 7 piros lesz a kihizottak kozott:

F(7)— F(4) = 058—0.04 = 054  avagy  T(5)—T(8) = 0.96 —0.42 = 0.54

A sulyfiiggvény, a (baloldali) eloszlasfiiggvény és a jobboldali eloszlasfiiggvény grafikonjait dbrdkon is megadjuk. J6,
ha az ember az 4brakrél is tud olvasni.

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
04
0,3
0,2

o I I I [
0,0 - - - . m I a
5 6 7 8 9

o 1 2 3 4 10 11 12

11. abra. Sulyfiiggvény
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1,0
0.9
0,8
0,7
0,6
0,5
04
0,3
0,2
01
0,0
6 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12

12. 4bra. (Baloldali) Eloszldsfiiggvény

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0.4
0,3
0,2
0.1
0,0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13. abra. Jobboldali eloszldsfiiggvény

8. Példa: Tiz érmével hany fej? Valaki feldob 10 szabalyos érmét. Vajon hény fej adédik az érméken?

Valasz: Mint kordbban mdr meghatdroztuk az x fej valészinliségét, és a p(z) silyfiiggvény tébldzatit is megadtuk.
10
)
210

Most a tablazatot az F'(x) eloszlasfiiggvény és a T'(z ) jobboldali eloszlasfiiggvény soraival is kiegészitjuk:

P(z fej) =

(z=0,1,2,...,10)

p(z) || 0.001 | 0.010 | 0.044 | 0.117 | 0.205 | 0.246 | 0.205 | 0.117 | 0.044 | 0.010 | 0.001

F(z) || 0.001 | 0.011 | 0.055 | 0.172 | 0.377 | 0.623 | 0.828 | 0.945 | 0.989 | 0.999 | 1.000

T(x) || 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.945 | 0.828 | 0.623 | 0.377 | 0.172 | 0.055 | 0.011 | 0.001
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Téablazat: Tiz érmével hdny fej?
— suilyfiiggvény, (baloldali) eloszldsfiiggvény, jobboldali eloszldsfiiggvény
Ismét hangsilyozzuk, hogy a tdbdlatbdl sok mindent ki lehet olvasni:
e Annak a val6szintisége, hogy legfeljebb 3 fejet dobunk: F'(3) = 0.172.
e Annak a val6szintisége, hogy legaldbb 3 fejet dobunk: T'(3) = 0.945.

e Annak a valdsziniisége, hogy legaldbb 3 de legfeljebb 6 fejet dobunk:

F(6)— F(2) = 0.828—0.055 = 0.773  avagy  T(3) —T(7) = 0.945 —0.172 = 0.773

2.6. Median

Adott diszkrét valészintiségi valtozd vagy eloszlds esetén az = szdmot mediannak nevezziik, ha dgy osztja ketté a
szdmegyenest, hogy a (—oo; ] intervallum is és a [z;+00) intervallum is legaldbb % val6szintiségii:

P((—o0;z]) > % és P([z;4+00)) > %
F(x)z% s T(a:)g%

Megjegyzés: El6fordulhat, hogy a medidn nem egyértelmti: az 1,2,3,4,5,6 szdmok halmazédn az egyenletes eloszlas
medidnja minden 3 és 4 kozotti szam. Viszont az 1,2, 3,4,5 szdmok halmazan vett egyenletes eloszldsnak csak
egyetlen medidnja van.

1. Példa: Fiatal hazasparok gyermekei — median. Egy véletlenszer(ien vdlasztott fiatal hiazaspar gyerekeinek sza-
maval, mint valészintiségi valtozéval foglalkoztunk a fentiekben. Ennek a valdszintiségi valtozénak a medidnja 1 .
Ezt a tényt az eloszlasfiiggvény €s a jobboldali eloszlasfiiggvény tablazatibdl kiolvashaté:

p(z) || 02104 |03 0.1

F(z) || 020609 |10

T(z) | 1.0 | 0.8 | 0.4 | 0.1

Téblazat: Fiatal hdzaspdrok gyermekei — medidn
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Az

egyenl6tlenségekbdl latjuk, hogy a median 1 .

2. Példa: Két dobokockaval dobott szamok dsszege — median. Két dobokockaval dobva a dobott szdmok Ossze-
gét vizsgaltuk. Ennek a valdszinfiségi valtozénak a medidnja 7 . Ezt a tényt az eloszlasfiiggvény és a jobboldali
eloszlasfiiggvény

Flz) | 2| 2 |8 |1o| 15| 21|26 | 30335 |36
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

T(Z) 36 35 3 30 26 21 15 10 6 3 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

tablazatabdl kiolvashato

F(7) = = > s T = = >

()
N |
()
DN |

egyenlStlenségekbdl latjuk.

3. Példa: Két dobdkockaval dobott szimok szorzata — median. Két dobékockdval dobva a dobott szdmok szor-
zatat vizsgaltuk. Ennek a valdsziniiségi valtozénak a medidnja 10 . Ezt a tényt az eloszldsfiiggvény és a jobboldali
eloszlasfiiggvény

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

T(r) 26|35 |33 |31 |28 |26 | 222 | 1)17 |18 1 |10| 8 | 6 | 4|3 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

tablazatabol kiolvashatd

F(10) = — > é  T(10) =

N | =

19
36
egyenl6tlenségekbdl latjuk.
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2.7. Kétdimenzios valészintiségi valtozo

Ha egy jelenséggel kapcsolatban két valdszintiségi véltozéval van dolgunk — legyenek ezek X és Y —, akkor
ezekb6l, mint koordindtdkbdl osszerakhatunk egy (X,Y) part. (X,Y) -t kétdimenzids valésziniiségi valtozonak
hivjuk.

1. Példa: Fiatal hazasparok — gyerekek és nagysziilok. Tegyiik fel, hogy egy szocioldgiai felmérésben fiatal ha-
zasparok (akik 3 évnél nem régebben hazasodtak) gyerekeinek szamat és az €16 nagysziilSk szamat vizsgaltak. A
gyerekek szama 0,1, 2,3 lehet, a nagysziilk szdma pedig 0,1,2,3,4 . Ez 6sszesen 4 -szer 5 ,azaz 20 lehetSséget
ad, melyeket egy tablazatba célszer( elrendezni. A tapasztalatbdl tudhatjuk a 20 lehetdség mindegyikének szdzalékos
értékét. Tegyiik fel, hogy ezek az aldbbiak:

nagyszilék
szama
4 6.0 | 120 | 9.0 | 3.0
3 8.0 | 16.0 | 12.0 | 4.0
2 30| 60| 45|15
1 20| 40| 3.0 1.0
0 1.0| 20 1.5 |05
gyerekek
0 1 2 3 szdma

Tablazat: Gyermekek és nagysziilok — kétdimenzios eloszlds szdzalékokban
(A szézalék értékek osszege 100 )
Ha egy fiatal hdzaspart véletlenszerlien valasztunk, és tekintjiik az aldbbi két valésziniiségi véaltozot:
X = gyerekek szdma, Y = nagysziil6k szdma
akkor az (X,Y) kétdimenziés valdszintiségi védltozé 20 lehetséges értéke mindegyikének a valdszinliségét (a

megfeleld szdzalék érték alapjan) beirva a tdbldzatba megkapjuk az (X,Y) kétdimenziés valésziniiségi valtozo
eloszlasat:

Y

4 || 0.060 | 0.120 | 0.090 | 0.030
3 | 0.080 | 0.160 | 0.120 | 0.040
2
1
0

0.030 | 0.060 | 0.045 | 0.015
0.020 | 0.040 | 0.030 | 0.010
0.010 | 0.020 | 0.015 | 0.005

ool 1] 2] 3«

Tablazat: Gyermekek és nagysziil6k — kétdimenzios eloszlds
(A valészintiségek osszege 1)

2. Példa: Hany piros, hany kék? — ismét. Az 1. fejezet 5. alfejezetében az 5. példdban feltettiik, hogy egy dobozban
45 darab goly6 van, melyek koziil 10 darab piros, 15 darab kék, 20 darab fehér. Kivesziink 8 darab golyét
visszatevés nélkiil, és megfigyeljiik, hogy a kivett golyok kozott hany piros és hany kék van:

X = ahény piros van a kivett golydk kozott

Y = ahdény kék van a kivett golyok kozott
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Akkor ott kiszdmoltuk annak a valdszintiségét, hogy a kivett golydk kozott pontosan x darab piros és pontosan y

darab kék lesz. A valasz ez volt: 1N /15 20
(.’L‘ ) ( y ) (8—a;—y)
(¥)
8

minden olyan x -re és y -ra, melyek eleget tesznek a kovetkezd egyenlStlenségeknek:

0 <z <8

0 <y <8

0 <8—zx—y <8

Ezekbdl a valészintiségekbdl az aldbbi tablazatot raktuk ott ossze:

y |

8 || 0.000

7 1 0.001 | 0.000

6 || 0.004 | 0.005 | 0.001

5 1 0.016 | 0.026 | 0.013 | 0.002

4 || 0.031 | 0.072 | 0.054 | 0.015 | 0.001

3 | 0.033 | 0.102 | 0.108 | 0.048 | 0.009 | 0.001

2 1 0.019 | 0.076 | 0.106 | 0.067 | 0.019 | 0.002 | 0.000

1 || 0.005 | 0.027 | 0.049 | 0.040 | 0.017 | 0.003 | 0.000 | 0.000

0 || 0.001 | 0.004 | 0.008 | 0.009 | 0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
o [T v [ 271734756 7 8 [«

Tablazat: Hdny piros, hdny kék? — kétdimenzios eloszlds

Vegyiik észre, hogy a fenti képlet, illetve ez a tdbldzat nem mds, mint az (X,Y") kétdimenzids valGsziniiségi valtozd

eloszldsa matematikai képlettel, illetve tdblazattal megadva..

Kérdés: Mi a valdszintisége annak, hogy Y < 2X , azaz a kihtizott kékek szdma kevesebb mint a kihizott pirosak

szamanak a kétszerese?

Valasz: Ha el6szedjiik kozépiskolds tuddsunkat, és meggondoljuk, hogy az y < 2z egyenl6tlenség milyen (z,y) -
okra teljesiil, akkor konnyen ellendrizhetjiik, hogy azokra az (z,y) -okra teljesiil, amilyen helyekre 1 -eket tettiink

az alabbi tablazatban:

O = W] | O\ ||

N AR
NARARAARA

Bl = = =] =] =] =] =] =]

1

1

1

1
R
R R

1

1

1

6

[0 ]| [ VS [V [ YUY IR YUY [V

e

Tablazat: Az y < 2x egyenldtlenség megolddshalmaza

Q= =] =] =] =] = = = =

CO|| | | | | | | | [

&

A kérdezett valészinliséget tgy kapjuk meg, hogy Osszeadjuk azokat a valGszintiségeket az (X,Y") eloszldsdnak a
tdblazatdban, melyek az 1 -eknek megfelelS helyen vannak. Ezt az 6sszeadast az Excelben a SUMPRODUCT (magya-

rul: SZORZATOSSZEG) utasitdssal nagyon egyszer(i végrehajtani.
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2.8. Kétdimenzios eloszlas és sulyfiiggvény

Ha egy kétdimenzids diszkrét valoszintiségi valtozé minden lehetséges értékének megadjuk a valészintiségét (tabla-
zattal, képlettel, stb.), akkor azt mondjuk, hogy megadjuk a kétdimenzids valdsziniiségi valtozo eloszlasat.

Ha (mindenféle valdsziniiségi véltozora valé tekintet nélkiil) egy véges vagy megszamldlhatéan végtelen sikbeli hal-
maz (z,y) elemeihez nemnegativ p(z,y) szdmokat rendeliink Ggy, hogy azok dsszege 1 :

> plxy) =1

(z,y)

akkor azt mondjuk, hogy megadunk egy kétdimenzids (mas szoval: sikbeli) valosziniiségi eloszlast, mds kifejezéssel
kétdimenzids (mds széval: sikbeli) normalt eloszlast. A p(z,y) fiiggvényt salyfiiggvénynek (vagy valésziniiségi
fiiggvénynek) nevezziik.

Egy (X,Y) kétdimenziés valdszintiségi vdltozé esetén p(x,y) annak a valészinliségét adja meg, hogy a véletlen
(X,Y) érték (z,y) -szel egyenld, vagyis a véletlen X érték « -szel egyenld, és a véletlen Y érték pedig y -nal
egyenld:

p(xvy) = P(X:J,‘,Y:y)

2.9. Moédusz

Egy diszkrét valészintiségi valtozo lehetséges értékei koziil a legvaldszinibbet a valészintiségi valtozé méduszanak
nevezziik. Ha tobb ilyen érték is van, akkor tobb mdédusz is van. Ha egy eloszldst csak gy 6nmagdban — minden-
féle val6szindiségi valtoz6 nélkiil — vizsgalunk, akkor azt az x értéket, mely(ek)re p(x) maximélis, az eloszlas
moédusza(i)nak nevezzik.

1. Példa: Fiatal hazasparok gyermekei — médusz. Egy véletlenszer(ien valasztott fiatal hazaspar gyerekeinek sza-
madval, mint valdszinfiségi valtozéval foglalkoztunk a fentiekben. Ennek a valészintiségi valtozénak a médusza 1. Ezt
a tényt a valoszintiségi valtoz6 eloszlasanak tdblazatiabdl kiolvashatjuk:

p(z) || 02 ]04]03]01

Tablazat: Fiatal hdzaspdrok gyermekei — moédusz

2. Példa: Két dobdkockaval dobott szamok osszege — mddusz. Két dobdkockaval dobva a dobott szdmok Gssze-
gét vizsgaltuk. Ennek a valdszinliségi véltozonak a médusza 7 . Ezt a tényt a valdsziniiségi valtoz eloszldsdnak
tablazatabol kiolashatjuk:

Tablazat: Dobott szdmok osszege — modusz
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3. Példa: Két dobokockaval dobott szamok szorzata — médusz. Két dobdkockdval dobva a dobott szamok szorzatat
vizsgaltuk. Ennek a val6szinliségi védltozonak két médusza van: a 6 ésa 12 . Ezt a tényt a valésziniiségi valtozo
eloszldsanak tablazatabol kiolashatjuk:

Tablazat: Dobott szdmok szorzata — modusz,

2.10. Valészintiségek megadasa siilyokkal

Ocska a pénztarcam. Egyrészt kevés benne a papirpénz (ez taldn nem a pénztarca hibdja), masrészt — és most erre kell
odafigyelni — az aprépénz kihullik bel6le, és a tdskdm aljat nyomja. Kis unokdm nagyon élvezi, ha ott turkalhat. Vé-
letlenszerien valaszt és kivesz egy érmét, aztan tanulmanyozza, nézegeti. Vagy visszateszi, vagy nem. Aztan ugyanezt
teszi megint, megint, és igy tovabb. Tegyiik fel, hogy a védlasztidskor egy-egy érme esélye ardnyos az érme sulydval.
Ez a feltevés vitathat6, de eléggé elfogadhatonak tlinik. Hogy igazdbdl mi a valdsziniiség legelfogadhatébb numerikus
értéke, az kis unokdmat sem érdekli, és most itt minket sem.

Eléggé érzékeny mérleggel megmértem az érméket. A tizedgrammnyi pontossdggal mért tomegek és — az elfogadott
aranyossagi elv szerinti — val6szintiségek igy festenek:

érme SFt | 10Ft | 20Ft | SO Ft | 100 Ft | 200 Ft

tomeg (g) || 4.2 6.1 7.0 7.7 8.0 9.5 42.5 | tomegek Osszege

VSzZ 0.10 | 0.14 | 0.17 | 0.18 0.19 0.22 1.00 | vsz-ek Osszege

Tablazat: Tomegek és valosziniiségek

Minden egyes érme valdszinliségét igy szamoltuk ki, hogy a tomegét elosztottuk az érmék tomegeinek dsszegével. Ez
az egyszerd miivelet az ardnyokat megtartja, és garantdlja azt, hogy a valészinliségek 0sszege 1 legyen.

Mais elvek szerint is felvehetjiik a valészintiségeket. Lehet, hogy valakinek az a hipotézis tlinik elfogadhatébbnak,
hogy az érmék valdszintiségei az dtmérdikkel ardnyosak. Mdsvalaki azt gondolhatja, hogy — az érméket korongoknak
tekintve — a korongok teriiletei a meghatdrozdak a valészinliségeik szempontjabol, és ezért a valdszinliségeket a te-
riiletekkel ardnyosnak tekinti. Toldémércével nem volt nehéz megmérni az érmék atmérdit és kiszdmolni a korongok
teriiletét, majd pedig ezekbdl az adatokbél a valészintiségeket meghatdrozni. Ime ezeknek az adatoknak a tabldzata:
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érme SFt | 10Ft | 20Ft | S0 Ft | 100 Ft | 200 Ft

atméré (mm) 212 | 245 | 263 | 275 23.8 28.3 151.6 | atmér6k Osszege

Vsz 014 | 0.16 | 0.17 | 0.18 0.16 0.19 1.00 vsz-ek Osszege

érme S5Ft | 10Ft | 20Ft | 50 Ft | 100 Ft | 200 Ft

teriilet (mm?) || 353.0 | 471.4 | 543.3 | 594.0 | 444.9 | 629.0 || 3035.5 | teriiletek Osszege

VSZ 0.12 | 0.15 | 0.18 | 0.19 0.15 0.21 1.00 vsz-ek Osszege
Téblazat: Atmérék és valésziniiségek — Teriiletek és valdsziniiségek

Kicsit furcsa médon, de mégis igy van: ha — mondjuk — azok az atmér6k azok az adatok, melyekkel ardnyosan vessziik
fel a valdszindiségeket, akkor is silyoknak nevezziik ezeket az adatokat. Tehat ilyenkor az 4tmérék adjak a sdlyokat.
Ha pedig a korongok teriileteivel ardnyosan vessziik fel a valoszintségeket, akkor azt mondjuk, hogy a valdszintiségek
felvételéhez a korongok teriiletei adjak a sulyokat. Figyelem! A siily sz6 ilyen értelm{ haszndlata nem tévesztendd
Ossze a valészintiségek eloszlasat jellemzd, kordbban definialt silyfiiggvény fogalmaval.

Mivel a 100 forintos érme silyosabb, mint az 50 -es, de az 50 -es atmérdje nagyobb, mint a 100 forintosé,
a valészinfiségek szempontjdbdl nem mindegy, hogy miket tekintiink stlyoknak. Ha a val6szintiségeket az érmék
tomege alapjin vessziik fel, akkor a 100 forintos érme valészin{ibb, mint az 50 -es. Ha viszont az érmék atmérdje
vagy korongjuk teriilete alapjan, akkor az 50 forintos érme val6sziniibb, mint a 100 forintos.

Feladat: Ermét kotoraszok a taska aljabol. Taskdm aljaban 5 darab 50 forintos, 1 darab 100 forintos, 2
darab 200 forintos érme lapul. Az érmék tomegei:

érme SFt | 10Ft | 20Ft | SOFt | 100 Ft | 200 Ft

tomeg (g) || 4.2 6.1 7.0 1.7 8.0 9.5

Tablazat: Az érmék tomegei

Feltételezziik, hogy az érmék valdszinfiségei ardnyosak a tomegeikkel. Mi a valdszin{isége annak, hogy 100 forintost
vagy 200 forintost hizunk?

Megoldas:
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érme 5 darab 50 Ftos | 1darab 100 Ftos | 2 darab 200 Ft-os

5x7.7= 1x8.0= 2x95=
tomeg (g) 38.3 8.0 19 65.3 | silyok dsszege
vsz 0.59 0.12 0.29 1.00 | vsz-ek Oszege

Téblazat: Tomegek és valdsziniiségek

A kérdezett valosziniiség: 0.12 + 0.29 = 0.41 , amit természetesen Ugy is megkaphattunk volna, hogy a 0.59
valdszintiséget 1 -bdl kivonjuk.

2.11. Konstans értéki valosziniiségi valtozok

A valészinliségi véltozok kozé soroljuk azokat a véletlentdl fiiggd szdmokat is, amelyek tgy fiiggenek a véletlentdl,
hogy nem fiiggenek t&le. Ha egy dobdkocka minden oldaldra a 6 -os szdmot irjuk, akkor ezzel a dob6kockaval csak
6 -ost lehet dobni. Egy ilyen "konstans értékti" val6szintiségi valtozo

e stlyfiiggvénye a széban forgo konstans helyen 1 -gyel egyenld,
e az eloszlasfiiggvénye a szoban forgo6 konstans elstt 0 -val, utdna 1 -gyel egyenld,

e az eloszlasardl pedig azt mondjuk, hogy a széban forgd helyre koncentrdlodik.
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3. Folytonos egyenletes eloszlas

Bar a konyvnek az elsé részében diszkrét valdszintiségi valtozokkal foglalkozunk, ebben a fejezetben folytonos va-
16szintiségi valtozokkal fogunk megismerkedni. Egyel6re csak a legegyszeriibb folytonos problémakat ismerjiik meg.
Bonyolultabb folytonos problémékat a konyv késdbbi részeiben fogunk targyalni.

3.1. Folytonos egyenletes eloszlas

Egyenletes eloszlas intervallumon: Tekintsiink egy véges, pozitiv hosszisdgi [ intervallumot. Tegyiik fel, hogy
valaki az intervallumban valaszt egy véletlen pontot, vagyis a lehetséges pontok az I intervallum pontjai, azaz az
eseménytér az I intervallum. Ha az [ intervallum barmely részintervalluma esetén annak a valdszintisége, hogy a
véletlen pont a részintervallumba esik

részintervallum hossza

részintervallum valdsziniisége = -
az I intervallum hossza

akkor azt mondjuk, hogy a véletlen pont egyenletes eloszlasu az I intervallumon. Ilyenkor egy részintervallum valdszi-
nfisége csak a részintervallum hosszatél fiigg, de attdl, hogy maga a részintervallum, hol helyezkedik el az esemény-
téren beliil, att6l nem fiigg. Ha egy részintervallumot eltolunk az eseménytéren beliil, akkor ettdl a részintervallum

val6szinfisége nem véltozik meg. Ez e két tény indoklja az "egyenletes eloszlds" elnevezést.

Egyenletes eloszlas sikbeli halmazon: Tekintstink egy véges, pozitiv teriiletti S halmazt a sikon. Tegyiik fel, hogy
valaki a halmazban valaszt egy véletlen pontot, vagyis a lehetséges pontok az S halmaz pontjai, azaz az eseménytér az
S halmaz. Ha az S halmaz barmely részhalmaza esetén annak a valésziniisége, hogy a véletlen pont a részhalmazba
esik

részhalmaz teriilete

részhalmaz valosziniisége = —
az S halmaz teriilete

akkor azt mondjuk, hogy a véletlen pont egyenletes eloszlast az S halmazon. Ilyenkor egy részhalmaz val6szinlisége
csak a részhalmaz teriiletétdl fiigg, de att6l, hogy maga a részhalmaz, hol helyezkedik el az eseménytéren beliil, attdl
nem fiigg. Ha egy részhalmazt eltolunk az eseménytéren beliil, akkor ett6] a részhalmaz valdszinlisége nem valtozik

meg.

Egyenletes eloszlas térbeli halmazon: Anélkiil, hogy részleteznénk, megemlitjiikk, hogy egy véges, pozitiv térfogatd
S térrészen vett egyenletes eloszlds esetén:

részhalmaz térfogata

részhalmaz valosziniisége = >
& az S halmaz térfogata

Tekinteve, hogy a hosszisag, a teriilet, a térfogat szamitdsa altaldban a geometria korébe tartozik, az ilyen val6szinti-
ségszamitasi problémékat geometriai problémaknak is nevezziik.

Egyenletes eloszlasu, fiiggetlen koordinatak. Megemlitjiik azt a nyilvanvalé tényt, hogy ha egy sikbeli, illetve térbeli
pont koordinatait egymastol fiiggetleniil valasztjuk meg egy-egy intervallumban, akkor a pont egyenletes eloszlasu lesz
az intervallumok 4ltal (direktszorzatként) meghatarozott téglalapban, illetve téglatestben.

1. Feladat: Atrepiil-e a teniszlabda a keritésiinkon? Keritésiink 3 cm atmérdjii fiiggSleges, hosszii rudakbél 4ll. A
rudak 20 cm periddussal ismétlédnek, a koztiik 1évS rések 17 cm-esek. A keritésnek hattal dllva, néhdny méterrdl,
merdlegesen nekidobok a keritésnek egy 5 cm atmérdjd teniszlabdat. Mi a valészintisége, hogy a teniszlabda a

vasrudak érintése nélkiil atrepiil kozottiik?
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Megoldas: Amikor a teniszlabda eléri vagy elérné az oszlopok sikjat, a kozéppontnak a tSle balra legktzelebbi rid
kozépvonalatol vald tavolsdga véletlentdl fiigg. Jeloljilk a cm-ekben vett tdvolsagot X -szel. X lehetséges értékei a
[0, 20] intervallumot teszik ki, és X nyilvdn egyenletes eloszldst kivet ezen az intervallumon.

20

" 1515 17 1515

tenisz labda |.
(4tmérs = 5)

<
A
(/2]

14. dbra. Az X valosziniiségi vdltozo értelmezése

Az érintés nélkiili dtrepiilés feltétele, hogy a 4 < X < 16 egyenlStlenségek teljesiiljenek. A (4, 16 ) intervallum
hossza 12. Igy a keresett valoszin{iség:
12

P( érintés nélkiil atrepiil ) = 20,5 0.6

2. Feladat: Atrepiil-e a teniszlabda a szomszéd keritésén? A szomszéd keritése ugyanilyen fiiggSleges rudakbkél
all, mint a miénk, de az 6 keritésében vizszintes rudak is vannak 30 cm-es periddussal. Mi a valdszinfisége, hogy a
szomszéd keritésén 4trepiil a teniszlabda?

Megoldas: Amikor a teniszlabda eléri vagy elérné a kerités sikjdt, a kozéppontnak a tGle balra legkozelebbi rud
kozépvonalatdl valo tavolsaga legyen X, az alatta 16vd vizszintes rid kozépvonalatdl valo tdvolsaga legyen Y .

20
esemenytér
vag rgd 30 vt
X O 30 % (X’Y)
vas vas
rad Y rad
vas riid X 20

15.abra. Az X ésaz Y valosziniiségi vdltozok értelmezése

Az (X,Y) lehetséges értékeia [ 0,20 ] ésa [ 0,30 ] intervallumok dltal meghatdrozott téglalapot teszik
ki, é&s ( X,Y ) nyilvdn egyenletes eloszldst kovet. Az érintés nélkiili trepiilés feltétele, hogy a 4 < X < 16,
4 <Y < 26 egyenlbtlenségek teljesiiljenck, vagyis (X,Y) egy kisebb téglalapban legyen. Ennek a téglalapnak a
teriilete 12 - 22, ezért:

P( érintés nélkiil trepiil ) =
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Megjegyzés: X és Y fliggetlensége miatt igy is okoskodhattunk volna:
P( érintés nélkiil dtrepiil ) =

12 22
=P4<X <1668 4<Y <26) =P(4<X<16)-P(4<Y <26) = 2030 = 0.44

3. Feladat: Utazas busszal, metréval. Reggelente busszal és metréval megyek az egyetemre, és dtszallas kozben még
areggelimet is megveszem. A busz 10 percenként jar, a metr6 5 percenként. Mivel az induldskor nem taktikdzok, a
megéalléban a buszra val6 X vdrakozasi id6m egyenletes eloszldsi 0 és 10 perc kozott. Kiszamithatatlan, hogy a
reggeli vasarlasom hogyan alakul, ezért a metré dllomdson a varakozdassal eltoltott Y idém egyenletes eloszlasu 0
és 5 perc kozott, akdrmennyi is az X értéke .

e Mi a valdszinfisége, hogy a metréra tobbet kell varnom, mint a buszra?

e Mi a valdszintisége, hogy a varakozdssal eltoltott 6sszes idém tobb, mint 4 perc?

Megoldas:

e Az (X,Y) lehetséges értékeia [0,10] ésa [0, 5] intervallumok &ltal meghatdrozott téglalapot teszik
ki, és ezen a téglalapon (X,Y) egyenletes eloszldst kbvet. Az Y > X esemény ebben a téglalapban egy
haromszoget jelol ki, melynek teriilete a téglalap teriiletének a negyede.

eseménytér

@

Y=X

16. dbra. Az Y > X esemény a téglalapban egy hdromszoget jelol ki

Ezért

1
P( A metréra tobbet kell varnom, mint a buszra ) = ri 0.25

e Az X +Y > 4 esemény a téglalapban egy 6tszoget hatiroz meg, melynek komplementere egy derékszogi

haromszog.
Y
eseménytér
5
4
XN =4
4 10 X

17. dbra. Az X +Y > 4 esemény a téglalapban egy otszoget jelol ki
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A derékszogli haromszog teriilete 8 teriilet egység, ezért az 6tszogé 50 — 8 = 42 teriilet egység. A keresett
valdsziniiség:

42
P( A vérakozdssal eltoltott 9sszes id6m tobb, mint 4 perc ) = 0= 0.84

4. Feladat: Randevii. Jancsi és Juliska déli 12 6raés 1 O6ra kozott randeviiznak. Azonban a randevid menetébe
és sikerébe beleszdl a véletlen is: az 1 Ords id6tartam alatt egymastol fiiggetlen pillanatban érkeznek, mindketten
egyenletes eloszlds szerint, és — megbeszélésiik szerint — 20 percet vdrakoznak, aztdn elmennek. fgy aztan vagy
taldlkoznak, vagy nem. Mi a val6észintisége, hogy taldlkoznak?

Megoldas folytonos modellel: Jancsi érkezési pillanatat jeloljik X -szel, Juliskdét Y -nal. Mivel X és Y
fiiggetlenek és egyenletes eloszldsdak 0 és 1 kozott, az (X,Y) pont egyenletes eloszldsi a (0,0) , (1,0)
(1,1), (0,1) pontok &ltal meghatdrozott négyzetben. Nyilvanvald, hogy a taldlkozé 1étrejottének feltétele, hogy az

Y>X-1/3 , Y < X +1/3
egyenldtlenségek teljesiiljenek, vagyis az (X,Y) pontnak az
y =z — 1/3

egyenleti egyenes és az
y =22+ 1/3

egyenletl egyenes kozotti A tartomanyban kell . Ez a tartomény egy hatszog.

18. dbra. A kedvezd kimenetelek halmaza az A -val jeldlt hatszog

A hatszog komplementere a négyzetben két derékszogil haromsz6g, melyeknek befogdi 2/3 hossziiak. A két harom-
sz0gbdl egy kis négyzetet lehet dsszerakni, melynek oldalhossza 2/3 . Ezért a két haromszog egyiittes teriilete 4/9 ,
hatszogé pedig 1 —4/9 = 5/9 . A keresett valGsziniiség egyenls a hatszog teriilete osztva a négyzet teriiletével (ami
1), ezért:

5)
P( taldlkoznak ) = 9 = 0.5556 = 0.57

7z

Kozelités diszkrét modellel: Az el6z6 megolddsban — helyesen — folytonos modellt hasznéltunk, most — kissé pon-
tatlan, de tanulsdgos — diszkrét modellt adunk a problémara: az id6t egész percekben fogjuk mérni. Ilyen szemlélet
mellett a fiatalok érkezési pillanatai (jeloljilk ezeket most is X -szel és Y -nal) egyenletes eloszlast kdvetnek az
{1,2,...,59,60} halmazon, és az (X,Y) szdmpdr egyenletes eloszlast kovet a 3600 elembdl 4ll6 halmazon,
melyet az aldbbi dbran szemléltetiink:
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1 2 3 45 6 . . . 55 5 57 58 59 60| X
] * * ES * ES * %k ES * %k * ES %k * ES
2 ES *k ES ES ES ES k% ES *k *k ES ES % * ES
3 ES ES ES ES ES ES ES ES k ES ES ES k ES ES
4 * ES * * kS * ES * ES ES * * ES * *
5 * * ES * ES * sk * * £ * * sk * *
6 ES * ES * ES * %k *k %k ES * ES %k * ES
ES *k ES * ES * ES ES *k *k *k ES %k ES ES
ES ES ES ES ES ES k ES ES ES ES ES ES ES ES
. * ES ES * kS * *k * ES sk ES * sk ES ES
57 ES %k ES * ES * *k * %k %k * ES *k * ES
58 £ ES ES ES ES ES ES ES *k k ES ES k ES *
59 ES ES ES ES ES ES k * ES ES * ES k * ES
60 * * * * ES * sk * * ES * * ES * *
Y

Téblazat: Az dsszes lehetséges kimenetel

A taldlkoz6 létrejottének feltétele most az, hogy az
Y>X-20 , Y < X420

egyenlGtlenségek teljesiiljenek, vagyis az (X,Y) pontnak az az aldbbi dbrdn = -gal jeldlt pontok halmazaba kell
esni.

1P . . . 20121t . . . 40|41 . . . 60 X
1 *  *  *  x * *
* % k% * * *
ok % % * * % %
20 | % % ox o % * * ok % *
21 [ * = = = * * EEEEEE * *
£ % % * ok % * * £ %
. % % * * ok % * * * %k %
40 * * * % % * * * % % *
41 * % k% * * * k% *
* ok % * * * %k % *
¥ % * * * %k % *
. * * * * %k % *
60 * * * ok % *
Y

Tablazat: A kedvezd kimenetelek

Egyszer( elemi feladat megszdmolni, hogy hdny * taldlhaté ezen az dbran: 2040 . Tehat a taldlkoz6 valészintiségére
— ezzel a modellel — az aldbbi eredményt kapjuk:

2040
P( taldlkoznak ) = 31600 0.5667 = 0.57
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Az eredményt Osszevetve a pontos megoldds eredményével latjuk, hogy a diszkrét modell kb. 0.01 -dal nagyobb
valdszindséget ad, mint a folytonos modell. Ez a hiba nem nagy, de jelzi, hogy oda kell figyelni arra, hogy folytonos
problémét folytonos modellel kezeljiink.

Megoldas aprolékosabb diszkrét modellel: Ha percek helyett masodpercekkel dolgozunk a modellben, akkor az

Osszes esetek szdma 3 600 -nak a négyzete, ami 12 960 000 , a kedvezo esetek szamadra pedig 7 202 400 adédik,

amibdl a

2024
P( taldlkoznak ) = % = 0.5557

valdszintiséget kapjuk. Ezt az eredményt Osszevetve a folytonos megoldds eredményével latjuk, hogy ez a diszkrét
modell mér csak kb. 0.001 -del nagyobb valésziniiséget ad mint a folytonos modell.

5. Feladat: Buffon féle tii probléma. Parhuzamos egyeneseket hizunk egy nagy papirra (vagy a foldre) egymastol
20 cm tdvolsdgra. Egy 10 cm hosszu tit elég magasrdl hetykén leejtiink. A td vagy metszi valamelyik egyenest,
vagy egyiket sem metszi. Mi a valészinlisége annak, hogy a ti metszi valamelyik egyenest?

Megoldas: Jeloljik X -szel a tdi altal meghatdrozott egyenesnek a parhuzamos egyenesekkel bezart hegyes szogét
radidnban mérve, Y -nal pedig a tli k6zéppontjanak a hozza legkozelebb 1évd egyenestdl vald tavolsdgat. Nyilvan
0 < X < 7/2,illetve 0 <Y < 10. X és Y fiiggetlensége miatt (X,Y") egyenletes eloszldsia [0; 7/2],
illetve [0; 10] intervallumok dltal meghatdrozott 5 teriiletd 7' téglalapon:

esemeénytér
10
(5Y)
Y
Y 5
X
0 X pi2 = 90°

19. dbra. A tii minden helyzete a téglalap egyik pontjdnak felel meg

Egyszer( trigonometriai probléma annak ellendrzése, hogy ha a tii vége éppen érintkezik valamelyik egyenessel, akkor
Y = 5sin(X) ,azazaz (X,Y) pontaz y = 5sin(z) egyenletli szinusz gérbén van:

eseménytér

Ezitt a tii 10 4

Az (X,Y) pont
rajta van az
(X,Y) Y = 5 sin(X)

Y = 5 sin(X)

— - 5- rr
: egyenletii
Ly - Y=5 ,
A tii (bal also) > szinusz
vége éppen gorbén
érintkezik |
az egyenessel 0 pil2 = 90°

20. abra. A tii vége éppen érintkezik valamelyik egyenessel
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Ezért metszés pontosan akkor 4ll fenn, ha Y < 5sin(X) , azazaz (X,Y) pontaz
y = 5sin(x)

egyenletii gorbe alatti A taromanyba esik. Ezért a keresett valdsziniiség egyenld ennek az A tartoménynak a teriilete
osztva a téglalap teriiletével:

P( metszés ) — A teriilete fow/25sin(x)dx B foﬂ/ZSin(x)dx 1
T terillete 57 = - = =

3.2. RAND utasitas

Az Excelbena 0 és 1 kozotti értékeket felvevd
RAND (), magyarul VEL ()

utasitds olyan véletlen szamot 4llit el3, mely egyenletes eloszlast koveta [0; 1] intervallumon. Az iires zaréjelpar nem
eliras: az Excel formai szabdlyai szerint a RAND mogé oda kell irni a () iires zardjelpart. A RAND utasitassal generalt
véletlen szamokat random szamoknak hivjuk. Ha valaki a RAND . BETWEEN utasitdssal generalt véletlen szamokat is
random szamoknak hivja, akkor illik utalni r4, hogy 0 és 1 kozotti, vagy egész értéki-e a véletlen szam.
Jelolés: Konyviinkben a RAND utasitds dltal elGallitott véletlen szdm jelolésére RND -t frunk. Tobb véletlen szdm
haszndlata esetén azokat — a matematika szokdsai szerint — indexezéssel killonboztetjiik meg egymastdl: az RND;
és RND, jelolésekben az indexek arra utalnak, hogy két kiillonbozd véletlen szdmr6l van sz6. Az Excel nem hasz-
ndl indexeket, az Excelben RAND utasitds tobbszori alkalmazdsa kiilonbozd, fiiggetlen véletlen szamokat jelentenek.
Példaul a

2xRAND () + 3xRAND ()

Excel utasitdsra konyviinkben az indexeket is tartalmazé
2RND; + 3RND,

képlettel utalunk. Ha indexek nélkiil
2RND + 3RND

irnank, akkor matematikai
2RND 4+ 3RND = 5RND

0sszevonas miatt a
2+xRAND () + 3%RAND ()

Excel utasitast helyteleniil 6sszekeverhetnénk a
5xRAND ()

utasitassal.
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3.3.

Random szamok tulajdonsagai

A RAND utasitdst az Excelben tigy taldltdk ki, hogy a random szdmokra igazak az aldbbiak:

1.

2.

34.

Akéarmilyen x szdm esetén annak a val6sziniisége, hogy egy random szdm pontosan egyenld x -szel, nulla:

P(RND = z) = 0

0 < a £ b < 1 esetén annak a valdszinfisége, hogy egy random szdm az a és b altal meghatarozott
intervallumba esik, egyenl az intervallum hosszaval. Az, hogy az intervallum zart, nyitott vagy félig zart, félig
nyitott, koz6mbos:
=b—a

( )

( )= b-a
Pl(a<RND<b) =b—a

( )

=b—-ua

. Barmely x szdmra, ami 0 és 1 kozott van, igaz, hogy

P(RND<z) = P(RND<z) = x

. A random szamok fontos tulajdonsaga, hogy ha két random szdmbdl, mint koordindtakbdl egy szampart rakunk

Ossze, akkor az ( RND;, RNDs ) pont egyenletes eloszldst kovet az egységnyi oldald négyzetben. Ez —
tobbek kozott — azt is jelenti, hogy ha A a négyzetnek akarmilyen részhalmaza, akkor

P( (RND;,RND;y) € A) = A teriilete

. Ha hdrom random szdmbél, mint koordindtdkbdl egy ( RND; ,RND; ,RND3 ) pontot rakunk &ssze a 3 -

dimenzids térben, akkor ez a pont egyenletes eloszlast kovet a tér egységnyi oldald kockdjdban. Ez — tobbek
kozott — azt is jelenti, hogy ha A a kockdnak akdrmilyen részhalmaza, akkor

(RND;,RND5,RND3) € A) = az A halmaz térfogata

. Ha n random szdmbdl, mint koordindtdkbdl egy ( RND; ,RND3,...,RND,, ) pontot rakunk dssze az n -

dimenzids térben, akkor ez a pont egyenletes eloszldst kovet az n -dimenzids tér egységnyi oldali kockdjaban.
Ez — tobbek kozott — azt is jelenti, hogy ha A az n -dimenziés kockdnak akarmilyen részhalmaza, akkor

P( (RNDy,RNDg,...,RND,) € A) = az A halmaz n-dimenzids térfogata

. Megjegyezziik, hogy azok a tulajdonsagok, melyeket az el6z6 harom pontban fogalmaztunk meg, igazabdl azt

jelentik, hogy ha tobb random szamot allitunk elé Excellel, akkor azoknak egymashoz semmi koziik sincsen,
azok egymadstol fiiggetlenek. A fiiggetlenség matematikai definici6jat késébb tanuljuk.

Linearis transzformaciok

. Nyujtas

Ha az RND random szdmot

megszorzunk egy 1-nél nagyobb a szdmmal,

akkor egy 1j valésziniiségi véltozét kapunk, melyet a RND -vel szokas jelolni. Nyilvanval6, hogy
aRND egyenletes eloszldst kivet a [0;a] intervallumon.
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. Zsugoritas

Ha az RND random szdmot

megszorzunk egy 1 -nél kisebb pozitiv a szdmmal,

akkor egy j valdszintségi véltoz6t kapunk, melyet a RND -vel szokds jeldlni. Nyilvanval6, hogy
aRND egyenletes eloszldst kovet a [0;a] intervallumon.

. Eltolas

Ha az RND random szdmhoz

hozzdadunk egy b szamot,

akkor egy dj valdszintiségi valtozét kapunk, melyet (RND —+ b) -vel szokds jeldlni. Nyilvdnvald, hogy
(RND + b) egyenletes eloszldst kovet a [b;b+ 1] intervallumon.

. Nyujtas és eltolas (vagy: zsugoritas és eltolas)

Ha az RND random szdmot

megszorzunk egy pozitiv a szammal, és a szorzathoz hozzdadunk egy b szamot,

akkor egy dj valdszinfiségi valtozot kapunk, melyet (a RND + b) -vel szokds jeldlni. Nyilvanvald, hogy
(a RND 4 b) egyenletes eloszldst kovet a [b;a + b] intervallumon.

. Tiikrozés az origora

Ha az RND random szdmnak

vessziik az ellentettjét (vagyis megszorozzunk (—1) -gyel),

akkor egy dj val6szintiségi valtozét kapunk, melyet (—RND) -vel szokds jel6lni. Nyilvdnvald, hogy
(—RND) egyenletes eloszldst kovet a [—1;0] intervallumon.

. Tiikrozés és nyujtas

Ha az RND random szdmot

megszorzunk egy 1 -nél nagyobb abszolut értéki negativ a szdmmal,

akkor egy dj val6szintiségi valtozét kapunk, melyet (a RND) -vel szokds jel6lni. Nyilvdnvald, hogy
(a RND) egyenletes eloszldst kivet az [a; 0] intervallumon (a < 0).

. Tiikrozés és zsugoritas

Ha az RND random szdmot

megszorzunk egy egy 1 -nél kisebb abszolut értékii negativ a szdmmal,

akkor egy Uj valészintiségi véltozét kapunk, melyet (a RND) -vel szokds jeldlni. Nyilvdnvald, hogy
(a RND) egyenletes eloszldst kivet az [a; 0] intervallumon (a < 0).

. Tiikrozés, nytjtas és eltolas

Ha az RND random szdmot

megszorzunk egy 1 -nél nagyobb abszolut értéki negativ a szammal, és a szorzathoz hozzdadunk egy b
szamot,

akkor egy dj valdszinfiségi valtozot kapunk, melyet (a RND + b) -vel szokds jel6lni. Nyilvanvald, hogy

(a RND + b) egyenletes eloszldst kovet a [a + b;b] intervallumon.

. Tiikrozés, zsugoritas és eltolas

Ha az RND random szdmot

megszorzunk egy 1 -nél kisebb abszoliit értékdi negativ a szdmmal, és a szorzathoz hozzaadunk egy b
szamot,

akkor egy dj valdszinfiségi valtozot kapunk, melyet (a RND + b) -vel szokds jel6lni. Nyilvanvald, hogy
(aRND +b) egyenletes eloszldst kovet a [a + b; b] intervallumon (a < 0) .
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4. Tovabbi fogalmak és szabalyok

4.1. Tovabbi fogalmak eseményekre

Teljes eseményrendszer: Véges vagy végtelen sok egymadst kizdré eseményeknek egy olyan rendszere, hogy ezek-
nek az eseményeknek az tnidja a biztos esemény. Halmazelméleti nyelven mondva: az eseménytér "particidja", azaz
felbontdsa egymast kizaré halmazok dnidjara.

Események novekvd sorozata: A sorozat barmely eleme maga utdn vonja a késGbbieket:

A1CA2CA3CA4C...

Események csokkend sorozata: A sorozat barmely eleme maga utdn vonja a kordbbiakat:
A1 DA DA DAL D ...

Egy novekedd sorozat esetén nyilvan fennallnak az alabbiak:
AjUAy = Ay

A UAsUAs = As
A1UA2UA3UA4 = A4
A1UA2UA3UA4UA5 = A5

Egy csokkend sorozat esetén nyilvan fenndllnak az aldbbiak:
A1NAy = Ay

AiNAyNA; = Az
AlﬂAzﬂAgmAzL = Ay
A1NAsNAsNALNAs = As

4.2. Tovabbi szabalyok eseményekre

Komplementer szabaly: Barmely esemény komlementerének komplementere nem mds, mint az eredeti esemény.

A sok egyéb, hasonldan trividlis szabdly felsoroldsatdl eltekintiink. Azonban — fontossaga és furcsasdga miatt — fel-
hivjuk még a figyelmet a De Morgan szabdlyokra:

De Morgan szabaly az Gnidra: Események tniéjanak komplementere egyenld a komplementereik metszetével.

Két eseményre: o .
AjUA; = A1NAs

Tobb eseményre:

AlUA;. .. UA, = Aind;n...NA4,
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De Morgan szabaly a metszetre: Események metszetének komplementere egyenld a komplementereik tnidjaval:

Két eseményre: o -
A1NAy = A3 U A,

Tobb eseményre:

AiNA;..NA, = AiUA,U...UA,

Tanacsoljuk, hogy ezeket a szabdlyokat rajzokkal, in. Venn diagramokkal ellendrizze az Olvasé.

4.3. Eloszlas transzformacidja

Az 1j eloszlas valdszinliségeinek kiszdmoldsa 0sszegzéssel torténik. Ki kell gondolni, hogy az uj eloszlds egyes tagja-
inak valdszintiségeit a régi eloszlds mely tagjainak 6sszegeként kapjuk meg.

1. Példa: Hany tagd a nagycsalad? Kordbban vizsgéltuk az a problémat, melyben egy fiatal hazaspart véletlenszerdien
vélasztottunk, és tekintettiik az aldbbi két valdszinliségi valtozat:

X = gyerekek szdma, Y = nagysziil6k szdma

Az akkor mondott feltételek mellett meghatdroztuk az (X,Y) kétdimenzids valdszintiségi valtozé eloszldsat:

I | | | I

Y

4 || 0.060 | 0.120 | 0.090 | 0.030
3 1] 0.080 | 0.160 | 0.120 | 0.040
2
1
0

0.030 | 0.060 | 0.045 | 0.015
0.020 | 0.040 | 0.030 | 0.010
0.010 | 0.020 | 0.015 | 0.005

ol 1] 2] 3]«

Tablazat: Gyerekek és nagysziilok — kétdimenzios eloszlds

Nézziik, hany tagu a nagycsaldd, amikor a sziil6k, gyerekek mellett a nagysziilék is a csaldddal vannak. A nagycsaldd
létszdma nyilvan Z = 2+ X + Y . Ha a fiatal hazaspart véletlenszer(ien valasztjuk akkor X 1is, Y is valdszi-
nliségi véltozé. Z eloszldsdnak minden egyes tagjit az (X,Y) kétdimenzids valészintiségi valtozé eloszldsdbdl a
megfeleld valészintiségek osszegeként kapjuk meg:

P(Z = 2) = 0.010

P(Z = 3) = 0.040 = 0.020 + 0.020

P(Z = 4) = 0.085 = 0.030 + 0.040 + 0.015

P(Z = 5) = 0.175 = 0.080 + 0.060 + 0.030 + 0.005
P(Z = 6) = 0.275 = 0.060 + 0.160 + 0.045 + 0.010
P(Z = 7) = 0255 = 0.120 + 0.120 + 0.015

P(Z = 8) = 0.130 = 0.090 + 0.040

P(Z =9) = 0.030

Téblazat: Valosziniiségek meghatdrozdsa osszegzéssel
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Ha Z lehetséges értékeit és a hozzdjuk tapadé valdszintiségeket egy tdblazatba rendezziik, megkapjuk Z eloszlasat.
Ezzel az eloszldssal kell modellezniink azt a problémadt, ha egy véletlenszerien vélasztott fiatal hdzasparhoz tartozé
nagycsalad 1étszamat akarjuk vizsgélni.

P(Z = z) | 0.010 | 0.040 | 0.085 | 0.175 | 0.275 | 0.255 | 0.130 | 0.030

Tablazat: A nagycsaldd létszamdnak eloszldsa

2. Példa: Mi a valésziniisége, hogy harom szines (piros vagy kék) golyot hizunk? Az 1. fejezet 7. alfejezetében
az 5. példaban feltettiik, hogy egy dobozban 45 darab goly6 van, melyek koziill 10 darab piros, 15 darab kék, 20
darab fehér. Kivesziink 8 darab goly6t visszatevés nélkiil, és megfigyeljiik, hogy a kivett golydk kozott hany piros és
hany kék van:

X = ahény piros van a kivett golydk kozott

Y = ahany kék van a kivett golyok kozott

Tekintsik a Z = X 4+ Y valdszinlségi valtozot, ami azt fejezi ki, hogy hdny szines (piros vagy kék) golyd van a
kihdzott 8 goly6 kozott. Kérdés: Mi a valészinlisége annak, hogy Z = 3?

Elsé megoldas: Az (X,Y) eloszldsit megadd

vl

8 || 0.000

7 || 0.001 | 0.000

6 || 0.004 | 0.005 | 0.001

5| 0.016 | 0.026 | 0.013 | 0.002

4 11 0.032 | 0.072 | 0.054 | 0.015 | 0.001

3 1] 0.033 | 0.102 | 0.108 | 0.048 | 0.009 | 0.001

2 || 0.019 | 0.076 | 0.106 | 0.067 | 0.019 | 0.002 | 0.000

1 || 0.005 | 0.027 | 0.049 | 0.040 | 0.017 | 0.003 | 0.000 | 0.000

0 || 0.001 | 0.004 | 0.008 | 0.009 | 0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Fofl 11213 % [s5[67 ][5 [s
Téblazat: Piros és kék golyok szdma — kétdimenzios eloszlds

tabldzatban azokat a celldkat, melyek olyan (z,y) értkeknek felelnek meg, melyekre = +y = 3, és osszadjuk a

celldkban taldlhat6 valészintiségeket:

P(Z = 3) = 0.033+0.076 + 0.049 + 0.009 = 0.167

Masodik megoldas: Mivel a dobozban a 45 golyé kozott 25 szines goly6 van, és koziilikk 8 -at hizunk ki, a 3
szines goly6 valdszintisége:

25\ (45—25

(3) (55

(¥)
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(A két megoldésban az utolsé tizedesjegyben az eltérés a kerekitési hibakbol adédik.)

3. Példa: Szines (piros vagy kék) golyok. (Az el6z6 példa folytatdsa.) Hatdrozzuk meg a Z valdszintiségi véltozd
eloszlasat!

Elsé megoldas: Az (X,Y) eloszldsdt megadé fenti tdbldzatban Z minden lehetséges értékével kapcsolatban egy
0sszeg adja meg a keresett valdszintiséget:

P(Z = 0) = 0.001 = 0.001
P(Z = 1) = 0.005+ 0.004 = 0.009
P(Z = 2) = 0.019 +0.027 4 0.008 = 0.054
P(Z = 3) = 0.033+ 0.076 + 0.049 + 0.009 = 0165
P(Z = 4) = 0.031 + 0.102 4 0.106 + 0.040 + 0.005 = 0284
P(Z = 5) = 0.016 + 0.072 + 0.108 4 0.067 4 0.017 + 0.001 = 0281
P(Z = 6) = 0.004+ 0.026 + 0.054 + 0.048 + 0.019 + 0.003 -+ 0.000 = 0156
P(Z = 7) = 0.001 + 0.005 + 0.013 4 0.015 4 0.009 + 0.002 + 0.000 + 0.000 = 0.047
P(Z = 8) = 0.000+ 0.000 + 0.001 + 0.002 + 0.001 + 0.001 + 0.000 + 0.000 + 0.000 =  0.005

Tablazat: A valosziniiségek meghatdrozdsa osszegzéssel

Masodik megoldas: Mivel a dobozban a 45 golyd kozott 25 szines goly6 van, €s koziilik 8 -at hizunk ki, a z
darab szines goly6 valdszintisége:
(25) (45—25)
z 8—=z

45

(¥)
Ha z helyére behelyettesitjik a 0,1,2,3,4,5,6,7,8 értékeket, ugyanazt az eredményt kapjuk, mint az elsé megol-
déasban.

(0<z<8)

4.4. Sikbeli eloszlas vetiiletei

Az 4j eloszlas valdszintiségeinek kiszdmolasa 6sszegzéssel torténik. Ki kell gondolni, hogy az uj eloszlds egyes tagja-
inak valdszintiségeit a régi eloszlds mely tagjainak 6sszegeként kapjuk meg.

1. Példa: Vetités. Tegyiik fel, hogy az (X,Y) kétdimenzids valGszintiségi vdltozé eloszldsa az aldbbi tabldzatban
adott eloszlas:

Y

4 1| 0.060 | 0.120 | 0.090 | 0.030
3 ] 0.080 | 0.160 | 0.120 | 0.040
2
1
0

0.030 | 0.060 | 0.045 | 0.015
0.020 | 0.040 | 0.030 | 0.010
0.010 | 0.020 | 0.015 | 0.005

o [ 1 [ 213 Ja

Tabldzat: (X,Y) eloszldsa

Nyilvanvald, hogy az X eloszldsanak minden egyes tagjat a a megfelel$ oszlopban taldlhaté valészintiségek Ossze-
geként kapjuk meg:
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P(X = 0) = 0.060 + 0.080 + 0.030 + 0.020 + 0.010 0.2

P(X = 1) = 0.120 4 0.160 + 0.060 + 0.040 + 0.020 = 0.4
P(X = 2) = 0.090 +0.120 + 0.045 + 0.030 + 0.015 = 0.3

P(X = 3) = 0.030+0.040 + 0.015 + 0.010 4+ 0.005 = 0.1

vagyis X eloszlasa:

p(x) || 02]04]03]0.1

Tablazat: X eloszldsa

Konny l4tni, hogy az Y eloszldsdnak minden egyes tagjat az (X,Y’) eloszldsdbdl a megfelel§ sorban taldlhaté
valészintiségek 0sszegeként lehet megkapni:

P(Y = 4) = 0.060+ 0.120 4+ 0.090 + 0.030 = 0.30
P(Y = 3) = 0.080+ 0.160 4+ 0.120 + 0.040 = 0.40
P(Y = 2) = 0.030 4+ 0.060 4+ 0.045 + 0.015 = 0.15

P(Y = 1) = 0.020+ 0.040 4+ 0.030 + 0.010 = 0.10

P(Y = 0) = 0.010 4 0.020 + 0.015 + 0.005 = 0.05

2. Példa: Piros és kék golyok — vetités. Az 1. fejezet 7. alfejezetében az 5. példdban feltettiik, hogy egy dobozban 45
darab goly6 van, melyek koziil 10 darab piros, 15 darab kék, 20 darab fehér. Kivesziink 8 darab goly6t visszatevés
nélkiil, és megfigyeljiik, hogy a kivett golydk kozott hany piros és hany kék van:

X = ahany piros van a kivett golyok kozott
Y = ahdany kék van a kivett golydk kozott

Ott meghatdroztuk az (X,Y") kétdimenziés valészintiségi valtozo eloszldsit, egy tdbldzatot kaptunk. Gondoljuk meg
ennek a példdnak a kapcsén is, hogy hogyan lehet (X,Y") eloszldsdb6l X ,illetve Y eloszldsdt meghatdrozni!

Elsé megoldas: Az (X,Y) kétdimenzids valGsziniiségi valtozo eloszldsat jelentd tablazat oszlopainak dsszegzésével
kapjuk az X eloszldsét:

P(X =0) = 0.000+ 0.001 + 0.004 + 0.016 -+ 0.031 + 0.033 + 0.019 4 0.005 + 0.001 = 0.109
P(X = 1) = 0.000+ 0.005 + 0.026 + 0.072 + 0.102 + 0.076 + 0.027 + 0.004 = 0.312
P(X = 2) = 0.001+0.013 + 0.054 + 0.108 + 0.106 + 0.049 -+ 0.008 = 0.339
P(X = 3) = 0.002+0.015 + 0.048 + 0.067 + 0.040 + 0.009 = 0.181
P(X =4) = 0.001+0.009 + 0.019 4 0.017 + 0.005 = 0.051
P(X =5) = 0.001+ 0.002+ 0.003 + 0.001 = 0.008
P(X =6) = 0.000+0.000 + 0.000 = 0.001
P(X = 7) = 0.000+ 0.000 = 0.000
P(X =8) = 0.000 = 0.000
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Téblazat: X eloszldsdnak meghatdrozdsa

Teljesen hasonlé médon — a tdbldzat sorainak 0sszegzésével — kapjuk az Y eloszldsat:

P(Y =8) = 0.000 = 0.000
P(Y =7) = 0.001+0.000 = 0.001
P(Y = 6) = 0.004+ 0.005 + 0.001 = 0.010
P(Y = 5) = 0.016 4 0.026 + 0.013 + 0.002 = 0.057
P(Y =4) = 0.03140.072+ 0.054 + 0.015 + 0.001 = 0.174
P(Y = 3) = 0.033+0.102 + 0.108 + 0.048 + 0.009 -+ 0.001 = 0.301
P(Y =2) = 0.019 4 0.076 + 0.106 + 0.067 + 0.019 -+ 0.002 + 0.000 = 0.289
P(Y = 1) = 0.005+ 0.027 + 0.049 + 0.040 + 0.017 4 0.003 4 0.000 + 0.000 = 0.142
P(Y = 0) = 0.001 + 0.004 + 0.008 -+ 0.009 + 0.005 + 0.001 4 0.000 + 0.000 + 0.000 = 0.027

Tablazat: Y eloszldsdnak meghatdrozdsa

Masodik megoldas: Az X eloszlasanak meghatarozasa kozvetleniil is torténhet, hiszen ha a dobozban a 45 golyd
kozott 10 piros golyé van, és koziiliik 8 -at hizunk ki, akkor az x darab piros goly6 valdszintisége:

10\ (45—10
() (5)
15
(¥)
Ha z helyére behelyettesitjiik a 0,1,2,3,4,5,6,7,8 értékeket, ugyanazt az eredményt kapjuk, mint az elsé megol-
déasban.

(0 <z <8

Az Y eloszlasdnak meghatdrozdsa is hasonldan torténhet, hiszen ha a dobozban a 45 goly6 kozott 15 kék golyd
van, és koziiliikk 8 -at hizunk ki, akkor az y darab kék golyé valdszintisége:

15\ (45—15
( Y ) ( 8—y )
(¥)
8
Ha y helyére behelyettesitjik a 0,1,2,3,4,5,6,7,8 értékeket, ugyanazt az eredményt kapjuk, mint az els6 megol-
ddsban.

(0 <y <39

4.5. Tovabbi szabalyok val6szintiségekre

1. Osszegzési szabaly harom tetszéleges eseményre: Ha A, B, C' tetszGleges események, akkor

P(AUBUC) =
P(A)+P(B)+P(C)
— P(ANB)-P(ANC)—-P(BNC)
P(ANBNC)

+

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az egyenldség jobb oldadlan

e az elsd sorban (i’) = 3 tag 4ll, az egyes események val6szinliségei + jelekkel
e a masodik sorban (;) = 3 tag 4ll, az eseményekbdl alkothaté parok metszeteinek valdszintiségei —
jelekkel
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e a harmadik sorban (3) = 1 tag 4ll, a hdrom esemény metszetének val6szintisége + jellel

2. Osszegzési szabaly tobb (tetszdleges) eseményre — avagy '"Poincaré' vagy "szita' formula: Ha A, A, ..., A,
tetsz6leges események, akkor

P(A1UA2U...UAH) =
P(A ) +P(As)+... +P(A,)
— P(AlﬂAQ)—P(AlﬂAg)—...—P(AnflﬂAn)
+ P(A1NAsNA3)+P(AINAsNAy)+...+P(A, 2NA,_1NA,)

+ (=1)"TP(A; N AN, NA,)

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az egyenldség jobb oldalan

e az elsd sorban (71’) = n tag dll, az egyes események valdszinliségei + jelekkel
e a masodik sorban (’;) tag 4ll, az eseményekbdl alkothaté parok metszeteinek valdszintiségei — jelekkel

e a harmadik sorban (g) tag all, az eseményekbdl alkothaté harmasok metszeteinek valdszintiségei +
jelekkel

e az utolso sorban (Z) = 1 tag all, az 6sszes esemény metszetének valdszinlisége + vagy — jellel att6l
fliggben, hogy n pdratlan vagy paros

3. Hatarérték szabalyok (Extra tananyag):

e Hatarérték szabaly események novekvo sorozatara:
Tegyiik fel, hogy az Aj,, As, ... események novekvd sorozatot alkotnak, €s A az 6 tnidjuk:

AL C Ay C ... és A= AiUAU...

Ekkora P( A,, ) valdszinliségek noveked6 médon tartanak P( A ) -hoz.

Tehat ha eseményeknek egy novekvd sorozatdval van dolgunk, akkor annak a valosziniisége, hogy az ese-
mények koziil valamelyik is bekovetkezik, egyenld az események novekedd valosziniiségeinek a hatdrérté-
kével.

e Hatarérték szabaly események csokkend sorozatara:
Tegyiik fel, hogy az A1, , As,... események csokkend sorozatot alkotnak, és A az § metszetiik:

A1 DAy D ... és A= ANAnN...

Ekkor a P(A,) valészintiségek csokkend médon tartanak P(A) -hoz.

Tehat ha eseményeknek egy csokkend sorozatdval van dolgunk, akkor annak a valdsziniisége, hogy az
osszes esemény bekovetkezik, egyenld az események csokkend valoszintiségeinek a hatdrértékével.
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Feladat: Annak esélye, hogy mindenki hiitlenkedik. (Extra tananyag): Egy mulatsdgon, melyen 10 hazaspar rock
and roll szdmokra tdncol, azt eszelik ki, hogy a véltozatossidg kedvéért minden szam el6tt kisorsoljdk, hogy ki kivel
tdncoljon. Minden férj nevét céduldra {rjdk. Minden szdm el6tt a céduldkat kalapba teszik, minden feleség kihtiz egy
cédulat, és a soron kovetkezd szamot azzal tancolja, akinek a nevét kihtizta. Vajon mi a valdszintisége annak, hogy
minden feleség "hiitlenkedik", azaz nem a sajat férjével tancol?

Megoldas: Aki elsének hiiz, az 10 cédula koziil valaszt. Aki masodiknak hiz, az 9 cédula koziil valaszt. Es igy
tovabb, aki utolsénak hiiz, az csak 1 cédula koziil vélszt. Ezért a 10 holgy és a 10 férfi

10-9-...-1 = 10!

darab — nyilvan egyformén valészinii — feldlldsban tdncolhat. Tehat egy klasszikus problémédval van dolgunk, ahol az
elemi események a lehetséges feldlldsok a tancparketten.

Definidljuk az Ay, As, As, ..., Ajp eseményeket a kovetkezOképpen: A; az az esemény, hogy a legidGsebb feleség
a férjével tancol, A, az az esemény, hogy a masodik legidGsebb feleség a férjével tancol, és igy tovabb. A feladat a

minden feleség hiitlenkedik = ANA;N...NApg
esemény val6szintiségét kérdezi. A De Morgan azonossdg felhaszndldsaval
P(ANA;N...NAp) = 1-P(A1UAU...UAy)

A P(AjUAU. ..U Ao ) valészintiséget a Poincaré formula felhasznéldsdval fogjuk meghatdrozni. A Poincaré
formula jobb oldalan szerepld tagok koziil el6szor kiragadjuk a

P(AiNAsNAz)

tagot, és a benne szereplé eseményt jellemezziik. A A; N Ay N Az esemény jelentése: a legidGsebb, a masodik
legidGsebb, és a harmadik legidGsebb feleség a sajat férjével tdncol, a tobbi feleség pedig a tobbi 7 férj akarmelyikével.
Ez 7! lehetdséget jelent, ezért

7!
P( A1 n A2 n A3 ) - W
Hasonléképpen
7!
P( A1 n A2 n A4 ) - W
P( A A A 7
( n—2 N n—1 N n ) - W

A Poincaré formula jobb oldaldnak 3 -ik sora ezeknek a tagoknak az Osszege:

P(A1NAsNAs)+P(A NAyNAL )+ ...+ P( Ay oNAp 1NA,)

7!
10!

Mivel az 6sszegnek minden tagja egyenld -sal, és a tagok szdma (130) , az Osszeg értéke

0y 71
3) 100~ 3!

A Poincaré formula jobb oldaldnak 7 -ik sora hasonl6an meghatarozhaté. Az értéke

() o

A Poincaré formula jobb oldala ezeknek a val6szinégeknek a valtakozé elGjellel vett 6sszege. Ezért

P(A1UA2UA3U...UA10) =
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1

1 n 1
1! 21 3 10!
A keresett val6szintiséget a komplementer szabdllyal kapjuk:

1

P ( minden feleség hiitlenkedik ) = 1 — P( A UA;UAs3U...UAy9) =

1
21

=

1
!+ et B0

1

w

1. Megjegyzés: A megoldas gondolatmenetébdl vildgos, hogy ha nem 10 , hanem 7 hazaspdr van a mulatsdgon,

akkor ) 1 )

P ( minden feleség hiitlenkedik ) = 1 — T + o517 3 + ...+ (-1 -
Mint — a Taylor sorok elméletébsl — jol ismert, ennek a kifejezésnek a hatdrérétke n — oo esetén e~!, ahol
e = 2.71... atermészetes logaritmus alapja. Ezért sok hazaspar esetén

1
P ( minden feleség hiitlenkedik ) = < (=~ 0.37)

2. Megjegyzés: Kozosségekben gyakran sorsolnak — példdul karacsonykor — abbdl a célbdl, hogy ki kit ajandékozzon
meg. Mindenki felirja a nevét egy-egy céduldra, a céduldkat kalapba teszik, aztdn mindenki hiz egy cédulat, hogy a
kihizott embernek adjon majd ajdndékot. Meg szoktak lep6dni az emberek, amikor valaki sajat magat hizza! Pedig
egyaltalan nem kellene ezen meglel6dni, hiszen annak az esélye, hogy senki sem hizza ki 6nmagat (azaz minden-
ki "hiitlenkedik") — mint kiszamoltuk — koriilbeliil 0.37, a komplementer eseményé, azaz hogy legaldbb egy ember
onmagat hizza, ennél 1ényegesen nagyobb, 1 — 0.37 = 0.63 .
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5. Feltételes valoszintiség és eloszlas

5.1. Feltételes valosziniiség

Legyenek A és B események valamely véletlen jelenséggel kapcsolatban. Képzeljiik el, hogy N kisérletet végziink
a jelenségre. Jeloljik N4 -val, hogy hinyszor kovetkezik be az A esemény, és jeloljik Nanp -vel, hogy hinyszor
kovetkezik be az A -val egyiitta B is. Masképpen mondva: N4 az A esemény gyakorisiga, Nanp az AN B
esemény gyakorisidga. A kovetkezS hanyadost feltételes relativ gyakorsag-nak nevezziik:

Nang
Na

Részletesebben kifejeze a hanyados neve: a B eseménynek az A eseményre vonatkozo feltételes relativ gyakor-
saga. A tort értéke azt mutatja, hogy azok kozott az esetek kozott, amikor A bekovetkezik, hanyad részben, milyen
aranyban kovetkezik be A -val egyiitta B is.

A szamlal6t is és a nevezdt is N -nel osztva, azt kapjuk, hogy

Nanp _ 422 P(ANB)
Na N 7 P(A)

vagyis — sok kisérlet esetén — a feltételes relativ gyakorsdg koriilbeliil egyenld az alabbi kifejezéssel:

P(ANB)
P(A)

Ezt az értéket nevezzik a B esemény feltételes valésziniiségének, feltéve, hogy A bekovetkezik. A feltételes
valészintiséget P(B|A) -vel jeloljiik:
P(ANB)

P(A)
Ezt a formulét a valosziniiségek osztasi szabalyanak is nevezziik. Ha P(A) = 0, akkor a a hdnyados nem definidlt.
Ilyenkor a feltételes valdsziniiség ezzel a hanyadossal nem értelmezhetd.

P(B|A) =

1. Megjegyzés: Ha B maga utin vonja A -t, vagyis B C A ,akkor AN B = B . Ilyenkor az osztési szabdly igy
egyszerlisodik:

P(B|A) = ha BcC A

2. Megjegyzés: Hasonloképpen értelmezhets az A feltételes valdszintisége, feltéve, hogy a B bekovetkezik:

P(ANB
P<A|B)_(P(3W)
Ha A maga utdn vonja B -t, vagyis A C B, akkor
P(A)
P(A|B) = ha ACB
(A1B) = 55y M Ac

3. Megjegyzés: A P( A| B ) ésa P( B | A ) feltételes valészintiségek lehetnek egymdssal egyenldk is, de
altalaban nem egyenlGek. Pédaul ha A azt jelenti, hogy a szabalyos dobdkockaval 5 -nél kisebbet dobok, B azt,
hogy 3 -ndl nagyobbat, akkor P(B | A) = 1 ,illetve P(A|B) = % . Vildgos, hogy P(A|B) = P( B| A)
akkor és csak akkor,ha P(A) = P(B).
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4. Megjegyzés: Nyilvanval6, hogy ha A = S, vagyis A a biztos esemény, akkor P(B|S) = P(B).
5. Megjegyzés: Az is nyilvdnvald, hogy ha A és B kizdr6 események, akkor P(B|A) = 0 és P(A|B) = 0.

6. Megjegyzés: Az is nyilvanval6, hogy ha A C B, vagyis A maga utdn vonja B -t,akkor P(B|A) = 1.

Feladat: Ha van fii, van-e lany is? Ha egy véletlenszer(ien valasztott kétgyerekes csalddban van fid, akkor mi a
valészintisége annak, hogy lany is van? (Feltételezziik, hogy minden gyerek, fiiggetleniil a tobbi gyerektdl, 0.5
valészintiséggel sziiletik fiinak, 0.5 valdszintiséggel lanynak.)

Megoldas:

) ) P( van fid és van ldny ) 2
P( van ldny | van fid ) = P( van fid) = Eg) 3
1

1. Megjegyzés: Egy véletlenszeriien valasztott kétgyerekes csalad gyerekeit — statisztikai szempontbdl — helyettesit-
hetjiik két szabdlyos érmével: mondjuk a fej jelentsen "fii"-t, az irds jelentsen "lany"-t. Dobjuk fel a két érmét sokszor
(100 -szor, 200 -szor, még tobbszor), és azon esetek kozott, amikor van fej (azaz van fid a csalddban), megnézhetjiik,
hogy hdnyadrészben van irds is (azaz van ldny a csalddban). Az ardny koriilbeliil 2/3 lesz.

2. Megjegyzés: Ha az érméket szamitogéppel szimuldljuk, akkor a nagy szdmu kisérlet elvégzése sem jelent gondot.
Hajra!

5.2. Szorzasi szabalyok

Szorzasi szabaly két eseményre:
P(ANB) =P(A) -P(B|A)

Tehat annak a valészinliségét, hogy két esemény mindegyike bekovetkezik ugy lehet kiszdmolni, hogy
e vessziik az elsd esemény valdszintiségét,

e ¢&s szorzunk annak a valdszinfiségével, hogy a masodik bekovetkezik, feltéve, hogy az elsd bekovetkezett.

Szorzasi szabaly harom eseményre:
P(ANnBNC) =P(A) -P(B|A) -P(C|ANB)
Tehat annak a valészinliségét, hogy harom esemény mindegyike bekovetkezik igy lehet kiszdmolni, hogy
e vessziik az els6 esemény valdszintiségét,
e ezt megszorozzuk annak a valészintiségével, hogy a masodik bekovetkezik, feltéve, hogy az els6 bekovetkezett,
e és szorzunk annak a valdszinliségével, hogy a harmadik bekovetkezik, feltéve, hogy az els és a misodik beko-
vetkezett.
Szorzasi szabaly tobb, pl. 6t eseményre:
P(AINAsNAsNAsNA;) =
= P(A;) P(Ay| A1) -P(As| A1NAy) - P( Ay | A1NA2NA; ) - P( A5 | AiNAsNAsNA, )

Tehat annak a valészinliségét, hogy 6t esemény mindegyike bekovetkezik, igy lehet kiszdmolni, hogy
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o vessziik az els6 esemény valdszintiségét,
e ezt megszorozzuk annak a valdszintiségével, hogy a masodik bekovetkezik, feltéve, hogy az elsd bekovetkezett,

e ezutin szorzunk annak a val6szintiségével, hogy a harmadikekovetkezik, feltéve, hogy az els6, a masodik és a
harmadik bekovetkezett,

e s végiil szorzunk annak a valészintiségével, hogy az 6todik bek bekovetkezik, feltéve, hogy az els6 és a masodik
bekovetkezett,

e majd szorzunk annak a val6szintiségével, hogy a negyedik bovetkezik, feltéve, hogy az elsd, a masodik, a har-
madik és a negyedik bekovetkezett.

Megjegyzés: A szorzasi szabdlyokban az események sorrendje tetszSleges lehet. Példdul az A, B sorrrend helyett
lehet a sorrend B, A :
P(BNA) =P(B) -P(A|B)

Az A, B,C sorrrend helyett lehet a sorrend A, C, B :
P(ANCNB) =P(A) -P(C|A) -P(B|ANC)
De az A, B,C sorrrend helyett lehet a sorrend akdar C, B, A is:
P(CNBNA)=P(C)-P(B|C)-P(A|BNC)
Feladat: Sziiletésnapok paradoxona. Tegyiik fel, hogy n embert véletlenszertien kivalasztunk, és belSliik alkotunk
tarsasagot. Ezek utdn a tarsasag tagjai egymads utdn hangosan bemondjdk, hogy az év melyik napjan van a sziiletésnap-
juk. (Az egyszeriiség kedvéért a szokéévektdl eltekintiink, az éveket 365 naposnak vessziik.) Ha n értéke nagyobb,
mint 365 , akkor biztos, hogy a tirsasag tagjai kozott vannak olyanok, akiknek a sziiletésnapja egybe esik. Ha n

értéke kisebb vagy egyenld, mint 365 , akkor az is lehet, hogy a sziiletésnapok kiilonb6z8 napokra esnek, de az is
lehet, hogy vannak olyanok, akiknek a sziiletésnapja egybe esik.

Els6 a kérdés: Mi a val6sziniisége annak, hogy a tarsasdg tagjai kozott vannak, akiknek a sziiletésnapja egybe esik?
Masodik kérdés: Mi az a legkisebb n érték, hogy ez a val6szintiség % -nél mar nagyobb?
Megoldas: Az Aj eseményt igy definidljuk:

Ay, = abemonddskor az elsS k ember sziiletésnapja kozott nincs egybeesés (kK =1,2,3,...)

Nyilvédnvald, hogy P(A4;) = 1.

Az A, As, As, ... események sziikiil sorozatot alkotnak. Abbdl a célbdl, hogy az P(A|Ax—1) feltételes va-
16szindiséget meghatarozzuk, tegyiik fel, hogy az A,_; esemény bekovetkezik, vagyis az els6 k — 1 bemondott
sziiletésnap kiilonbozik. Nyilvanvald, hogy ilyen feltétel mellett az Aj; esemény akkor €s csak akkor kovetkezik be,
haa k -ik sziiletésnap kiilonbozik az kordbbi k—1 sziiletésnaptdl, azaz a k -ik sziiletésnap a maradék 365— (k—1)
nap valamelyikére esik. Ezért

3656 — (k-1
P(AylAx) = 2D sy
azaz

364
P(As5|A) = — = 0.9973
(A2]A1) 368

363
P(As|As) = — = 0.9945
(As]d2) = 352
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362

P(A4]As) = 5 = 0.9918
A szorzési szabdllyal kapjuk, hogy
P(4;) = 1
P(A2) = P(Ay) - P(42]4;) = 1 .0.9973 = 0.9973
P(A3) = P(Ay) - P(43]4) = 09973 -0.9945 = 0.9918
P(4;) = P(A4s) - P(A4]A3) = 09918 -09918 = 0.9836

Téblazat: A szorzdsi szabdly alkalmazdsa

Az A esemény komplementere:
Aj, = abemondaéskor az els6 k ember sziiletésnapjai kozott van egybeesés (k= 1,2,3,...)
A komplementer események valészintiségei:

A)=1-1 =0

Ay) =1-0.9973 =0.0027
Ag) =1
A =1

I

— = =
|
a~]

—~ <<=

—0.9918 =0.0082
—0.9836 =10.0164

o v
e Y N
bkt

Tablazat: A komplementer szabdly alkalmazdsa

A képletek alapjan a valészintiségek numerikus értékét kiszamoljuk, és az eredményeket tdblazatba rendezziik:
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n | P ( A, )
1 | 0.0000
2 | 0.0027
3 | 0.0082
4 | 0.0164
5 ] 0.0271
6 | 0.0405
7 | 0.0562
8 | 0.0743
9 | 0.0946
10 | 0.1169
20 | 0.4114
21 | 0.4437
22 | 04757
23 | 0.5073
24 | 0.5383
25 | 0.5687
26 | 0.5982
27 | 0.6269
28 | 0.6545
29 | 0.6810
30 | 0.7063
40 | 0.8912
41 | 0.9032
42 | 0.9140
43 | 0.9239
44 | 0.9329
45 | 0.9410
46 | 0.9483
47 | 0.9548
48 | 0.9606
49 | 0.9658
50 | 0.9704

Téblazat: Valosziniiségek

A tablazatbdl latjuk, hogy -
P( Ay ) = 04757

P (45 ) = 0.5073

vagyis a masodik kérdésre a valasz: 23.
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5.3. Fa-graf valdszintiségekkel silyozva

Feltételes valdszintiségekkel kapcsolatos problémdk esetén gyakran segit a gondolkoddsban, szdmoldsban, ha rajzo-
lunk a problémahoz kapcsolédéan egy valdszintiségekkel silyozott fa-grafot. Egy valosziniiségekkel siilyozott fa-grdf
valami ehhez hasonlét jelent:

e Rajzolj egy papir aljdra egy pontot. Ezt a pontot a fa gyokerének nevezziik.

e Most hiizzal a pontbdl valahdany — mondjuk hiarom — szakaszt felfelé. Ezeket a szakaszokat a gyokérbdl kiindulo
dgaknak nevezziik. Ird az els§ 4g mellé — mondjuk — a 0.2 értéket, a masodik 4g mellé — mondjuk — a 0.3
értéket, a harmadik 4g mellé — mondjuk — a 0.5 értéket. Ezeket az értékeket silyoknak nevezziik. Képzeld
el, hogy egy bogar a gyokérbdl indulva mészik felfelé, és amikor egy eldgazdshoz ér, a silyoknak megfeleld
valészintiségekkel vélaszt az egyes dgak koziil, hogy aztdn azon az 4gon masszon tovabb felfelé.

o Az elsS 4g végénél legyen megint egy eldgazas — mondjuk — két dggal. Ird az 4gak mellé — mondjuk —a 0.4 ,
illetve a 0.6 sudlyokat. Ilyen val6sziniiségekkel megy rd a bogar ezekre az dgakra.

o A misodik 4g végénél legyen szintén egy eldgazds — mondjuk — négy aggal. frd minden 4g mellé — mondjuk —
a 0.25 sulyokat. Ilyen valdszinliséggel megy a bogar minden egyes agra.

e A harmadik 4g végénél is legyen egy eldgazds — mondjuk — hat 4ggal. Ird az dgak melléa 0.1:0.1:0.1:0.1 ;
0.1; 0.5 sulyokat. Ilyen valészintiségekkel megy a bogér ezekre az dgakra.

e Vegyiik észre. hogy minden eldgazasndl az odairt stlyok Osszege 1.

e Elképzelhetiink még tovabbi eldgazasokat és sulyokat. A bogar mindig a fa teteje felé megy (tdvolodik a gyo-
kért6l), és minden eldgazdsndl az ott megadott silyoknak megfelel$ valdszintiségek szerint vélasztja meg, hogy
merre menjen tovabb, amig egyszercsak nem tud tovdbbmenni, mert 4 mar nincs tovédbb.

e A szorzisi szabdly alapjan kézenfekvd, hogy milyen valdszintiséggel jut el a bogar a fa egyes végzddéseibe:
azokat a siilyokat kell dsszeszorozni, melyek a gyokérbdl kiindulva a szoban forgé végzddéshez vezetd iit mentén
taldlhatoak.

Ha netén ez igy leirva nem volt érthet6 vagy meggy6z38, akkor — sebaj — majd 6ran elmondjuk, megmutatjuk, akkor
szép lesz.

5.4. Tovabbi szorzasi szabalyok

Megjegyzés: Van, amikor eseményeknek olyan sorozatdval van dolgunk, hogy a sorozat barmely eleme maga utan
vonja a kordbbiakat, azaz
A1DAQDA3DA4DA5...

Ilyenkor azt mondjuk, hogy eseményeknek egy csokkend sorozatiaval van dolgunk. Egy csokkend sorozat esetén
nyilvéan fennéllnak az alabbiak:

As = A1NAs

As = A1NAyNA;s

Ay = AiNAy;NAsN Ay

As A1NAsNAsnNAsNAs
Ezért a szorzasi szabdly pl. 6t eseményre igy egyszertisodik:

P(A5) = P(A1) - P(A2]A1) - P(A3]A2) - P(A4]A3z) - P(As5|A4)

Tehat csokkend esemény sorozat esetén annak a val6sziniiségét, hogy 6todik esemény bekovetkezik, tgy lehet kisza-
molni, hogy
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o vessziik az els6 esemény valdszintiségét,
e ezt megszorozzuk annak a valdszinliségével, hogy a masodik bekovetkezik, feltéve, hogy az els6 bekovetkezett,

e ezutin szorzunk annak a val6szinliségével, hogy a harmadik bekovetkezik, feltéve, hogy a masodik bekovetke-
zett,

e majd szorzunk annak a valdszinliségével, hogy a negyedik bekovetkezik, feltéve, hogy a harmadik bekovetke-
zett,

o &s végiil szorzunk annak a valészinliségével, hogy az 6todik bekovetkezik, feltéve, hogy a negyedik bekovetke-
zett.

Megjegyzés. (Extra tananyag): Végtelen sok esemény csokkend sorozata esetén a szorzdsi szabély igy fest: Ha A -val
jeloljiik a végtelen sok esemény metszetét, akkor

P(A) = P(A1) - P(Az]41) - P(45]42). ..
Tehat annak az eseménynek a valészinliségét hogy
a végtelen sok Aj, As, As, ... esemény mindegyike bekovetkezik

gy lehet kiszamolni, hogy

e vessziik az els6 esemény valdszintségét,

e szorzunk a masodiknak az els6re vonatkoz6 feltételes valészintiségével,

e szorzunk a harmadiknak a masodikra vonatkoz6 feltételes valdszintiségével,

e ¢és igy tovabb folytatjuk a szorozgatdst a végtelenségig ugy, hogy

e mindig a soron kovetkezd eseménynek az 6t megel6z6re vonatkozo feltételes valdszintiségével szorzunk.

Technikailag egy ilyen végtelen sok tényez6bdl 4116 szorzatot ahhoz hasonléan kell kezelni, mint ahogy a végtelen sok
tagbol all6 osszegeket kezeljiik: a véges sok tényezobdl all6

P(A;1) - P(A3]4y) - ... - P(A,]A—1)
szorzatnak n — oo mellett a hatarértéket vesziink, vagyis

5.5. Teljes valésziniiség formulaja és Bayes formula

Teljes esemény rendszer: Azt mondjuk, hogy a (véges vagy végtelen sok) A, Ao, ... események teljes esemény-
rendszert alkotnak, ha egymast kizar6ak és unidjuk a biztos esemény. A teljes eseményrendszer tagjai koziil a 0 valo-
szinliségtieket eldobhatjuk, ezért feltételezziik, hogy P(A4;) # 0 minden i -re.

Teljes valosziniiség formuldja: Legyen Aj, Ao, ... teljes eseményrendszer, B pedig tetszGleges esemény. Ekkor:
P(B) = P(A41) -P(B|A1) +P(A2) - P(B|As) + ...

Bayes formula: Ha a jelenség lezajldsa soran valahogyan megtudjuk, hogy egy B esemény bekovetkezett, akkor
kérdezhetjiik: Ez a feltétel hogyan mddositja az egyes A; események esélyeit? A vilaszt a P(A4;|B) feltételes
val6észiniiség adja, amit az aldbbi képlettel szimolhatunk ki:

71



_ P(4iNB) P(4;) - P(B|A;)
PIAIB) = =5B) = B(ay) P(BIAL) + P(dy) - P(BIA) + ..

Példa: Valosziniiségek helyett szazalékok. Ebben a példdban semmi véletlen sincs, mégis segithet a fenti két formula
megemésztésében. Tegyiik fel, hogy egy ldddban sok, mondjuk 1000 , fabdl és vasbdl késziilt szines golyd van.
Tegyiik fel, hogy a golydk

50%-a piros, 30%-a zold, 20%-a kék, tovabba, hogy
a pirosak 40%-a, azoldek 70%-a, akékek 90%-a fabol késziilt (a tobbi vasbdl).

1. Segitség a teljes valosziniiség formuldjdnak megemésztéséhez: Konnyi kiszdmolni, hogy az 6sszes goly6 hanyad
része késziilt fabol:
0.5-044+0.3-0.7+0.2-0.9 = 0.59

2. Segitség a Bayes formula megemésztéséhez: Azt is konny( latni, hogy a fabol késziilt golydknak

e hinyad része piros:

05-04 0.5-04 < 34
059  05-044+03-074+02-09
e hinyad része zold:
0.3-0.7 0.3-0.7 036
059  05-044+03-0.74+02-09
e hinyad része kék:
02-09 0.2:0.9 _ 031
059  05-044+03-074+02-09

Feladat: Dobékocka, dobozok, szines golyok. Van hdrom dobozunk. Az elsGben egy piros és egy fehér goly6 van, a
masodikban két piros €s egy fehér, a harmadikban egy piros és harom fehér. A véletlenre bizzuk, hogy melyik dobozbdl
hizunk egy goly6t. Ha a dobdkockankkal 1 -est, 2 -est vagy 3 -ast dobunk, akkor a elsé dobozbdl, ha 4 -est vagy
5 -0st, akkor masodikbdl, ha 6 -ost, akkor a harmadikbdl. Kérdés: mi a valdszinlisége annak, hogy a véletlenszeriien
vélasztott dobozbdl kihdzott golyd piros?

Megoldas: Az aldbbi valdszinliségek és feltételes valdszintiségek a feladat szovegébdl adédnak:

3 2 1
P(els§ doboz ) = % P( mdsodik doboz ) = 8 P( harmadik doboz ) = 8
. » 1 . - 2 . . 1
P( piros | els§ doboz) = 3 P( piros | médsodik doboz ) = 3 P( piros | harmadik doboz ) = 1

A teljes valdszinliség formuldjat alkalmazva:
P(piros) =
P( els6 doboz ) - P( piros | els§ doboz ) +

P( mdsodik doboz ) - P( piros | mdsodik doboz ) +
P( harmadik doboz ) - P( piros | harmadik doboz ) =

Megjegyzés: A képletekkel leirt gondolatmenetet le is lehet rajzolni egy valoszintiségekkel sulyozott fa-graf segitsé-
gével. Olvasds kozben tessék a rajzolni!

A fa gyokerébdl kiindul harom ag.
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e Az elsé 4g annak felel meg, hogy a dobdkockaval 1 -est, 2 -est vagy 3 -ast dobunk, azaz az elsé dobozhoz
jutunk.

e A mdsodik 4g annak felel meg, hogy a dobdkockdval 4 -est vagy 5 -0st dobunk, azaz a masodik dobozhoz
jutunk.

e A harmadik 4g annak felel meg, hogy a dobékockaval 6 -ost dobunk, azaz a harmadik dobozhoz jutunk.

Az egyes dgakhoz silyok tartoznak.
e Az els6 doboznak megfelel agon a suly % .
e A masodik doboznak megfelel$ dgon a sily % .

e A harmadik doboznak megfelel$ dgon a sily % .

Mindegyik ag kétfelé dgazik. Mindegyik elagazasndl az els6 ag a piros, a masodik g a fehér hizasanak felel meg.

e Az elsd doboznak megfelels g folytatdsainal a silyok: 3 illetve 3 .
e A masodik doboznak megfelel dg folytatdsainal a stlyok: % illetve % .
e A harmadik doboznak megfelel6 ag folytatdsainal a stlyok: i illetve % )

e

Feladat (az el6z0 feladat folytatdsa:) Tegyiik fel, hogy valaki az el6z6 feladatban leirtaknak megfeleléen a masik
szobdban végrehajtja a kisérletet ugy, ahogy kell, aztdn 4tjon a mi szobdnkba, és kozli, hogy piros golyét hiizott. De
nem mondja meg, hogy melyik dobozbdl hizta. Természetes médon meriil fel benniink a harom kérdés:

1. Mi a valészintisége annak, hogy a piros golyét az 1. dobozbdl huizta?
2. Mi a valészintisége annak, hogy a piros golyét a 2. dobozbdl hizta?

3. Mi a valdszinfisége annak, hogy a piros goly6t a 3. dobozbdl hizta?

Megoldas:
1.
P( 1. doboz ES piros ) 3.1
P( 1. doboz | piros ) = - = —5—3 L= — = 0.49
P(piros ) 62 Tt 5§35 T 651
> P( 2. doboz ES piros ) 2.2
P( 2. doboz | piros ) = - = —5—7 — — = 043
P(piros ) 52 T 535+t 1
> . P( 3. doboz ES piros ) .
P( 3. doboz | piros ) = , = 5 b ——— = 0.08
P( piros ) 53 T 653 T 51

Latjuk, hogy ezek a
P( 1.doboz | piros) = 0.49  P(2.doboz |piros) = 0.43  P(3.doboz | piros) = 0.08
feltételes val6szintiségek kiillonboznek a feltétel nélkiili

P(1.doboz) = 0.50 P(2.doboz) = 0.33 P(3.doboz) = 0.17

val6szintiségektol.

Py

Feladat (az el6z6 feladat folytatdsa:) Es mi van akkor, ha az ember azt kozli, hogy fehér goly6t hizott? A hirom
kérdés most:
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e Mi a valdszintisége annak, hogy a fehér goly6t az 1. dobozbél hizta?
e Mi a valdszintisége annak, hogy a fehér goly6t a 2. dobozbdl hizta?

e Mi a valészinflisége annak, hogy a fehér golyét a 3. dobozbdl hiizta?

Megoldas: Az Olvasé konnyen ellenrizheti, hogy

P(1.doboz |fehér) = 0.51  P(2.doboz |fehér) = 0.23  P(3.doboz |fehér) = 0.26

7 _ z

Ezek a val6szintiség értékek is kiillonboznek azoktél, melyeket az el6z6 megoldas végén kiirtunk.

Az aldbbi formula a teljes valészinfiség formuldjanak egyszerd altalanositésa.

Feltételes valésziniiség kiszamitasa a feltétel finomitasaval: Ha az A esemény az egymast kizdré A;, As, ...
események unidjaként all el6, B pedig tetszbleges esemény, akkor

P(B|A) = P(A1]A) -P(BJA1) + P(A2|A) -P(B|As) + ...

Egyszerti kovetkezmény:

Amikor a finomitassal nyert feltételes valosziniiség nem fiigg a finomitott feltételtél: Ha az A esemény az

egymast kizar6 Aj, Ao, ... események unidjaként all el6, B pedig tetszGleges esemény, és
P(B|A1) = P(B|43) = ... = ¢
akkor
P(B|A) = ¢

5.6. Feladatok vizsgalatokrol

1. Feladat: Baratom tényleg beteg? Tegyiik fel, hogy egy bizonyos ritka betegségben az embereknek csupan 1
ezreléke szenved. A betegséget egy olyan vizsgdlattal lehet kimutatni, ami sajnos mindkét irdnyban tévedhet: beteg
emberek esetén csak 0.8 a valdszinlisége annak, hogy a vizsgélat jelzi a betegséget, egészséges emberek esetében
pedig csak 0.9 a valdszinlisége annak, hogy az egészséges embert egészségesnek jelzi. Bardtomat nemrég vizsgéltik,
és a vizsgélat betegnek jelezte. O nagyon megijedt. Nyugtassuk meg bardtomat, hogy nem kell megijednie: a vizsgalat
eredményének ismeretében sem tul valdszint, hogy a kérdéses betegségben szenved.

Megoldas:

P( beteg | betegnek diagnosztizéljdk )

P( beteg és betegnek diagnosztizaljak )
P( betegnek diagnosztizaljak )

o P( beteg és betegnek diagnosztizaljdk )
— P( beteg és betegnek diagnosztizdljdk ) + P( egészséges és betegnek diagnosztizaljdk )

o P( beteg )-P( betegnek diagnosztizdljik | beteg )
T P( beteg )-P( betegnek diagnosztizéljak | beteg ) + P( egészséges )-P( betegnek diagnosztizaljak | egészséges )

0.001 - 0.8
0.001 - 0.8 + 0.999 - 0.1

= (.008
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Latjuk, hogy annak az esélye, hogy a bardtom beteg, ilyen informacidk mellett csak 8 ezred, ami még 1 szdzaléknal is
kisebb, tehat egyaltaldn nem sok.

Ilyen rosszul m(ikodd teszt esetén — ha nincs mas lehetdség, és megengedhetd, akkor — természetes Gtlet, hogy tobb
viszagalatot hajtsunk végre, és azok eredményébdl kovetkeztessiink a helyzetre. Ime:

2. Feladat: Tobb vizsgalat jobb eredményt ad. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos ritka betegségben az embereknek
csupdn 1 ezreléke szenved. A betegséget egy olyan vizsgélattal lehet kimutatni, ami sajnos mindkét irdnyban téved-
het: beteg emberek esetén csak 0.8 a valdszinilisége annak, hogy a vizsgalat jelzi a betegséget, egészséges emberek
esetében pedig csak 0.9 a valészintisége annak, hogy az egészséges embert egészségesnek jelzi. Bardtomat nemrég
tobbszor is vizsgaltdk, és minden vizsgalat betegnek jelezte. A vizsgédlatok szamanak fiiggvényében adjuk meg, hogy
mennyire jogos, hogy aggddik?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a vizsgalatok szdma n . A szorzési szabdly miatt igazak az aldbbiak:

P( betegnek diagnosztizaljak n -szer | beteg ) = ( P( betegnek diagnosztizaljdk egyszer | beteg ) )"

illetve
P( betegnek diagnosztizaljak n -szer | egészséges ) = ( P( betegnek diagnosztizaljak egyszer | egészséges ) )"
ezért
P( beteg ES betegnek diagnosztizéljdk n -szer ) =
= P(beteg ) - ( P(betegnek diagnosztizaljik egyszer | beteg ) )" =
=0.001 - 0.8"
illetve

P( egészséges ES betegnek diagnosztizaljak n -szer ) =
= P(egészséges ) - ( P( betegnek diagnosztizaljdk egyszer | egészséges ) )" =
=0.999 - 0.1"

A felirt képletek megértését — remélhetSleg — segiti az aldbbi dbra, mely az n = 5 esetrdl szol:

2 2 2 2 »
egeszs. egeszs. egeszs. egészs. egészs.
diag diag. diag. diag. diag. .
/ 0.2 /D_I /0‘2 /DZ 02 beteg és
. . W, / o+ betegnek
betegnek betegnek btategnek btategnek htategnek diag. 5-szér
beteg diag. diag. dizg. diag. diag. 5
0.001 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.001- 0.8
gyoker
e0ESISEgES P :
booe T beteznek betegnck  betegnek  betegnek  betegnek egészséges és
’ diag. diag. diag diag. diag betegnek
01 o0 .0t . 01 | 1 _ diag. 5-szér
. . - 5
N £geszs. A £geszs. \egészs A egeszs ‘\‘ €geszs. 0.999 - 0.1
diag. diag. diag. diag diag.
09 09 0.0 09 09
Y AY A “ AN

21. abra. Fa-grdf 5 vizsgdlat lehetdségeinek szemléltetésére

Ezeket felhaszndlva, bardtom esélyei igy festenek:

75



P( beteg | betegnek diagnosztizéljdk n -szer )

P( beteg és betegnek diagnosztizaljak n -szer )
P( betegnek diagnosztizaljak n -szer )

P( beteg és betegnek diagnosztizaljdk n -szer )
P( beteg és betegnek diagnosztizaljdk n -szer ) + P( egészséges és betegnek diagnosztizaljak n -szer )

_ P( beteg )-P( betegnek diagnosztizaljdk n -szer | beteg )
" P(beteg )- P( betegnek diagnosztizaljak n -szer |beteg ) + P( egészséges )- P( betegnek diagnosztizdljak m -szer | egészséges )

o P( beteg )-( P( betegnek diagnosztizdljék egyszer | beteg ) )™
~ P(beteg )-( P( betegnek diagnosztizaljdk egyszer | beteg ) )" + P( egészséges )-( P( betegnek diagnosztizéljdk egyszer | egészséges ) )

[

0.001 - 0.8™
0.001 - 0.8™ + 0.999 - 0.1™

Az aldbbi tablazatban n fliggvényében adjuk meg a vizsgalt feltételes valdszinliség numerikus értékét:

n | P( beteg | betegnek diagnosztizdljik n -szer )
1 0.008
2 0.060
3 0.339
4 0.804
5 0.970

Téblazat: A feltételes valoszintiségek numerikus értékei

Lathatjuk, hogy ha a teszt 5-szori ismétlése mind pozitiv eredményt ad, akkor mér nagy a gond!

Megjegyzés: Felmeriilhet valakiben a kérdés, hogy mi az esélye a betegségnek, ha n tesztbdl k jelez betegséget,
de n — k nem. A kérdésre a valaszt a binomidlis eloszlas segitségével tudjuk majd megadni — lasd a a binomidlis

z z

eloszlasrol sz616 késdbbi fejezetben!

5.7. Feladatok vizsgakrol és bogrékrol

Az aldbbi hdrom feladatban azt a probldmdt jdarjuk korbe, hogy — végtelen sok(!) vizsga lehetdség mellett — milyen
esélye van egy didknak, hogy el6bb-utobb sikerrel vegye az akaddlyt, azaz elkeriilje, hogy mindig csak megbukik.

1. Feladat: Aki nem felejt, elobb-utobb atmegy. Tegyiik fel, hogy egy didk egy bizonyos targybdl tobbszor is vizs-
gazhat. Ismételt vizsgdin se tobbet, se kevesebbet nem tud, mint a kordbbiakon — ezért minden vizsgdjan ugyanazzal a
fix p valdszintiséggel megy at, ¢ = 1 — p valészinliséggel pedig megbukik. Megmutatjuk, hogy ha p pozitiv, és a
didk vizsgdinak a szdma nem korldtozott, akkor biztos, hogy elébb-utobb dtmegy (a siker eloébb-utdbb bekovetkezik).

Mas megfogalmazas: J6 tisztdban lenni vele, hogy az életben altaldban, ami be tud kovetkezni, az el6bb-utébb be is
kovetikezik.

Példaul, ha mindig az asztalod sarkdra teszed a bogrédet, akkor — nem tudni, mikor — de biztos, hogy a bogréd el
fog torni, mert valamikor valaki le fogja 16kni! (Ebben a megfogalmazdsban — kissé fanyar médon! — a bogre eltdrése
szamit sikernek.)

Megoldas: Jeloljik A, -nel azt az eseményt, hogy a didk az els6 n vizsga mindegyikén megbukik. Ennek az
eseménynek a valészinlisége — a szorzasi szabdly miatt — nyilvan:

P(An) = q"
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Jeloljiik A -val azt az eseményt, hogy a didk végtelen sok vizsga mindegyikén megbukik. Mivel az A esemény
minden n esetén maga utdn vonja A, -t

P(A) < P(A,) minden n -re

Mivel n — oo esetén P(A,) = ¢" — 0, ajol ismert "renddr elv" miatt P(A) = 0, vagyis 0 a valdszintisége
annak, hogy a didk végtelen sok vizsga mindegyikén megbukik, tehat 1 a valdszintisége annak, hogy el6bb-utébb
atmegy.

2. Feladat: Ha a diak til gyorsan felejt. (Extra tananyag): Az alibbi, mesterségesen konstrudlt két példdnak az a
célja, hogy érzékeltessék: bizony el6fordulhat, hogy ha valakinek a tuddsa az id6 muldsdval nagy mértékben romlik
(a siker valdszintisége nagy mértékben csokken), akkor végtelen sok vizsga esetén sem biztos, hogy a siker valaha is
bekovetkezik, mert pozitiv a val6szinlisége annak a (didk szdmdra szomort) esemanynek, hogy a vizsgdja soha sem
sikeriil. S6t, az az esemény, hogy a vizsgdja sosem sikeriil, valdsziniibb is lehet anndl, hogy a vizsgdja valaha is sikeriil.

Mas megfogalmazas: Ha a biztonsdg kell6 mértékben niovekszik, vagyis a torés sikerének az esélye kell6 mértékben
csokken (a bogrédet megfelel6 médon egyre biztonsdgosabb helyekre teszed), akkor pozitiv a valosziniisége annak,
hogy a bogre az idok végtelenségéig kitart, azaz soha sem torik el (a torés fanyar sikere sose kovetkezik be).

Megoldas: Az aldbbi két példiban kozos jeloléseket haszndlunk: A, -nel jeloljik azt az eseményt, hogy a didk az
els6 n vizsga mindegyikén megbukik, és A -val azt az eseményt, hogy végtelen sok vizsga mindegyikén megbukik.
Ekkor az Aj, As,... események csokkend sorozatot alkotnak, és A az § metszetiik.

Elsé példa: Gyorsan felejto diak: Feltessziik, hogy az id6 mildsdval a didk farad, tuddsa hanyatlik, ezért, ha arra
sor keriil, az n -ik vizsgdn a bukds valdészinlisége — mondjuk — az aldbbi (mesterségesen kitaldlt) matematikai képlet
szerint n§ n fliggvényében:

0.6+ 2%

P(az n -ik vizsga sikertelen | az n -ik vizsgéra sor keriil ) = ﬁ (n=1,2,...)
Numerikus értékekkel kiirva ez azt jelenti, hogy
> . 0.6+ %2
P(az 1 -s6 vizsgasikertelen) = ———= = 0.8
0.6+ 5=
QY o 0.6+ %2
P(a 2 -ik vizsga sikertelen | a 2 -ik vizsgéra sor kerill) = 060 = 09167
: 2
7 . L § 0.6+ %
P(a 3 -ik vizsga sikertelen | a 3 -ik vizsgdra sor kerill) = 060t = 0.9545
: 3
o L ) 0.6+ %
P(a 4 -ik vizsga sikertelen | a 4 -ik vizsgdra sor kerill) = 0610t = 0.9714
: 4

Bar a késbbi szamitdsok szempontjabdl nincs ra sziikség, de azért, hogy a lentebbi dbran konnyebb legyen eligazodni,
a komplementer valészintiségek numerikus értékeit is kiszaimoljuk:
P(az 1 -s6 vizsgasikeres) = 1 —0.8 = 0.2
P(a 2 -ik vizsga sikeres | a 2 -ik vizsgdra sor keriil) = 1 —0.9167 = 0.083 3
P(a 3 -ik vizsga sikeres | a 3 -ik vizsgdra sor keriil) = 1 —0.9545 = 0.0455
P(a 4 -ik vizsga sikeres | a 4 -ik vizsgéra sor keriill) = 1 —0.9714 = 0.0286
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A szorzési szabdly alkalmazdséval és trivialis egyszerfisitésekkel kapjuk, hogy a P( A, ) val6sziniiség értéke:

P( A, ) = P(azels§ 4 vizsga mindegyike sikertelen ) =

06+% 06+% 06+% 06+%
06+% 06+5%  06+5% 06+%

0.6 + %
0.6 + &4
0.6 4 %2 0.4
= 5 — 064+ — (= 0.68
| 3 ( )
0.2 / 0.0833 0.0455 0.0286
dtmegy atmegy atmegy atmegy
B ukik bukik bukik bukik 4-szer bukik
0.8 0.9167 0.9545 0.9714 0.68

22. abra. Fa-grdf az elsd 4 vizsga lehetdségeinek szemléltetésére

Hasonl6an adddik, hogy annak a valészintisége, hogy az els6 n vizsga mindegyike sikertelen:

0.4
P( A, ) = P(azels§ n vizsga mindegyike sikertelen) = 0.6 + p—
n
Mivel az  Aj, As, ... események csokkend sorozatot alkotnak, ezen események A -val jelolt metszetére igaz a

kovetkez6 hatarérték relacio:

P(A) = lim P(4,) = lim (o.6+0'4) = 0.6

vagyis P(A) = 0.6. Tehdt

e annak az esélye, hogy a vizsgdja sosem sikeriil, 0.6,

e annak pedig, hogy valaha is sikeriil, csak 0.4 .

78



0.4
valaha is atmegy

mindig megbukik
0.6

23. ébra. Fa-grdf annak szemléltetésére, hogy "valaha is dtmegy" vagy "mindig megbukik"

Megjegyzés: Annak a valdszintisége, hogy a didk éppen az n -ik vizsgan megy at, igy szamolhato ki:
P( a didk éppen az n -ik vizsgdn megy 4t ) =

= P(azels6 n — 1 vizsgasikertelen ) — P(azelsé n vizsga sikertelen ) =

= (0.6+(n_0'14;+1> - (0.6+nofl) =

04 04
T n n+1
04
n(n+1)

Ez aképlet minden n =1,2,... értékre igaz.

Masodik példa: Még gyorsabban felejté diak: Ez a példa semmi djat nem ad az elz6hoz képest, csak mas numerikus
értékekkel dogozik. A célja az, hogy a kovetkezd 3. feladat stilusét el6készitse.

Az dbrakat kedvel6 Kedves Olvasénak nagyon javasoljuk, hogy olvasds kdzben ragadjon papirt és ceruzat, és készitsen

sz&€p, egészséges fa-grafokat. Ha képzeletében jOl 1atja a fa-graf struktdrat, akkor — természetesen — a papir és a ceruza
nem sziikséges.

Most is feltessziik, hogy az id6 muldsaval a didk, farad, tuddsa hanyatlik, ezért, ha arra sor keriil, az — az n -ik

vizsgédn a bukds valdszinlisége ebben a megoldasban n fiiggvényében az aldbbi (ugyancsak mesterségesen kitalalt)
matematikai képlet szerint né:

P(az n -ik vizsga sikertelen | az n -ik vizsgéra sor keriil ) = e(=0-1/n?) (n=1,2,...)
Numerikus értékekkel kiirva ez azt jelenti, hogy
P( 1. vizsga sikertelen ) = e(=01/1*) — 09048

P( 2. vizsga sikertelen | a 2 -ik vizsgdra sor keriil ) = e(=0-1/2) = 09753
P( 3. vizsga sikertelen | a 3 -ik vizsgdra sor kerill ) = e(0-1/3%) — 0.9890

P( 4. vizsga sikertelen | a 4 -ik vizsgdra sor keriil ) = e("01/4") = 0.9938
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A szorzasi szabdly alkalmazdsaval adédik, hogy annak a valdszintisége, hogy az els6 n vizsga mindegyike sikertelen:
P( A4, ) = P(azels6 n vizsga mindegyike sikertelen ) =

o W(F01/1%) | (01727 | (~0.1/n?) _

— o ( 0.1/124+0.1/22 +...40.1/n?)

Mint ismeretes, az
1/1%2 +1/2% +... + 1/n?

kifejezés n — oo esetén a
72 /6 (= 1.6449)

hatarértéket adja. Ezért a kitevében allo
—(0.1/1% + 0.1/2% + ...+ 0.1/n?)

kifejezés hatarétéke n — oo esetén
—0.1 (7°/6) (= —0.1645)

Mivel az Aq, As, ... események csokkend sorozatot alkotnak, és A az & metszetiik, igaz a kovetkez6 hatdrérték
relécio:
P(A) = lim P(A,) = lim e (0-1/17+0.1/2+.40.0/n%) _ o=01(x*/6) _ (3483

n—oo n—oo

vagyis P(A) = 0.8483 . Tehat

e annak az esélye, hogy a vizsgdja sosem sikeriil, 0.8483,

e annak pedig, hogy valaha is sikeriil, csak 0.1517 .

3. Feladat: A lassabban felejto diak esete: (Extra tananyag): Az alabbi, mesterségesen konstrudlt példanak az a célja,
hogy érzékeltesse: el6fordulhat, hogy — annak ellenére, hogy valakinek a tuddsa az id6 mdldsaval lassan romlik, mégis
— végtelen sok vizsga esetén is — biztos, hogy el6bb-utobb dtmegy a vizsgdn (a siker el6bb-utébb biztos bekovetkezik).

Mas megfogalmazas: Vigyazat! Ha a biztonsdgot ugyan niveled, de nem kell6 mértékben (azaz a torés sikerének
az esélyét nem csokkented kell6 mértékben), akkor a biztonsag novelése semmit sem ér, mert biztos, hogy a bogre
elobb-utobb eltorik (a torés sikere el6bb-utobb biztos bekovetkezik).

Most is feltessziik, hogy az id6 mildsaval a didk farad, tuddsa hanyatlik, ezért ha — ha arra sor kertil, akkor — az n -ik
vizsgdn a bukds valdszinfisége ebben a megoldasban n fiiggvényében az aldbbi képlet szerint n6:

P(az n -ik vizsga sikertelen ) = e(=Y/™  (n=1,2,..)
Numerikus értékekkel kiirva ez azt jelenti, hogy
P( 1. vizsga sikertelen ) = e/ = 0.3679

P( 2. vizsga sikertelen ) = =12 = 0.6065
P( 3. vizsga sikertelen ) = e(=1/3) = 0.7165
P( 4. vizsga sikertelen ) = e = 0.7788
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A szorzasi szabdly alkalmazdsaval adédik, hogy annak a valdszintisége, hogy az els6 n vizsga mindegyike sikertelen:

P( A4, ) = P(azels6 n vizsga mindegyike sikertelen ) =
— (VD) L o(=1/2) . e(=1/n)
— o~ (1/14+1/2+4..41/n)

Mint ismeretes, az
1/14+1/2+...+1/n

kifejezés hatarértéke n — oo esetén oo . Ezért a kitevSben allo
—(1/1+1/24+...4+ 1/n)
kifejezés hatarétéke n — oo esetén —oo.

Mivel az Ay, As, ... események csokkend sorozatot alkotnak, és A az & metszetiik, igaz a kovetkez6 hatdrérték
relécio:
P(A) = lim P(A4,) = lim e~ (M/1+1/2+.41/n) _ gm0 _
n— oo n—oo
Ezért P(A) = 0, vagyis 0 a valszin(isége annak, hogy a didk végtelen sok vizsga mindegyikén megbukik, tehat
1 avalészinlisége annak, hogy elébb-utébb atmegy.

5.8. Elérhet6-e az Orok Boldogsag? (Extra tananyag)

Eletiink soran mindig djabb és Gjabb problémékkal szembesiiliink: az egyik utdn jon a masik. J6 esetben a soron
kovetkez6 problémat megoldjuk (ez a "siker"), és akkor ez Srommel tolt el minket, rossz esetben a problémat ekbukjuk
(ez a "kudarc"), és akkor elszomorodunk. Ebben a nagyon leegyszertisitett életfelfogdsban az Orok Boldogsag elérése
azt jelenti, hogy az elénk tarulkoz6 végtelen sok problémaval val6 kiizdelmiink sordn valamikor bekovetkezik az, hogy
onnantdl kezdve mar 6rokké csak sikeriink lesz, bukasunk pedig soha.

Felmeriil tobb kérdés is:

e Tudunk-e a sikerek és a kudarcok valdszintiségei segitségével olyan feltételt megfogalmazni, ami garantédlja az
Orok Boldogsag elérését?

e J6 lenne tudni, hogy ha az Orck Boldogsag elérése garantalt, akkor mikor kezd6dik. Természetesen nem lehet
elvarni, hogy egy véletlen folyamatban pontosan és biztosan megmondjuk, hogy az Orék Boldogsig mikor
kovetkezik be. Meg kell elégedniink azzal, hogy meg tudjuk adni a bekovetkezés pillanatdnak eloszldsat.

e Meg fogjuk vizsgdlni azt is, hogy milyen feltételek mellett 41l el az a szomort helyzet, hogy az Orok Boldog-
sdgot soha sem érjiik el.
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5.8.1. Amikor biztos, hogy elérjiik

Azt az eseményt, hogy az i -ik problémat sikerrel oldjuk meg, jeloljiik A; -vel. Ennek komplementerét, vagyis azt
az eseményt, hogy az ¢ -ik problémaét elbukjuk, B; -vel. Az az esemény, hogy az n -ik problématél kezdve csak
sikeriink van, nyilvan az A,,, A,+1, Anyo, ... események metszete. Ezt az eseményt jeloljikk S, -nel:

S,n = az n-ik problématol kezdve csak sikeriink van = ﬂ A;

Ennek komplementerét K, -nel jeloljiik:

K,, = az n-ik problémdtdl kezdve (sajnos) adédik kudarcunk = U B;

1=n

Az az esemény, hogy elérjiik az Orok Boldogsagot, nyilvan azt jelenti, hogy van olyan n, hogy S,, bekdvetkezik:

elérjiik az Orok Boldogsdgot = U Sh

n=1
Ennek komplementere:

nem érjiik el az Orok Boldogsdgot = ﬂ K,

n=1

Es akkor most bebizonyitjuk, hogy

Allitas: Ha a kudarcok valdszintiségei Osszességiikben annyira kicsik, hogy a bel6liik alkotott végtelen sok tagbdl all6
szumma véges értéki, azaz

i=1

akkor
P ( nem érjiik el az Orok Boldogsdgot ) =0
P ( elérjiik az Orok Boldogsdgot ) =1
Bizonyitas: A Kj, Ko,... események sorozata nyilvan sz{ikiil§ sorozat, hiszen K, 1 bekdvetkezése maga utan

vonja K, bekovetkezését. Ezért

P ( nem érjiik el az Orok Boldogsdgot ) = lim P (K, )

n — oo

Mivel

K, valészintségére jogos a

P(K,) < > P(B;)
becslés. Nyilvanval6 tény, hogy ha egy pozitiv tagokbdl 4llé végtelen sor konvergens, akkor a maradék-0sszegek
sorozata 0 -hoz konvergal. Ezért a

o0
> P(B;) <
i=1
feltevés miatt

lim ZP(BZ-) =0

=N
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Ezért -
paREn ) .e 7 — . < . . —
P ( nem érjiik el az Orok Boldogsagot ) nh_)moo P(K,) < nh_)moo Z_: P(B;) 0
vagyis
P ( nem érjiik el az Orok Boldogsdgot ) = 0

P ( elérjiik az Orok Boldogsagot ) =1

5.8.2. Mikor érjiik el?

Ha az Orok Boldogsag elérése garantilt, akkor — természetesen — szeretnénk tudni, hogy mikor kezdédik. Véletlen
folyamatrdl 1évén sz6, nyilvan nem lehet elvarni, hogy egy pontosan és biztosan megmondjuk az Orck Boldogsig
kezdetét. Meg kell elégedniink azzal,hogy megadjuk a kezd&pillanat eloszldsat.

Az aldbbiakban sziikségiink van a végtelen szorzat fogalmara:

Végtelen szorzatok: Ahogy végtelen sszegeket értelmezhetiink véges Osszegek hatarértékeként, dgyanigy végtelen
szorzatokat is értelmezhetiink véges szorzatok hatarértékeként.

oo n
H a, = lim H a;
n — 00
n=1 i=1
Nyilvanval6, hogy ha az a,, szdmok 1 -nél kisebb pozitiv szdmok, akkor a
oo n
H a, = lim H a;
n — o0
n=1 =1
hatarérték 1étezik, hiszen a H?zl a; sorozat csokkend és alulrdl korlatos.

Nyilvénval6, hogy

az Orok Boldogsdg az n -ik probléma sikerével kezdddik =

= az (n — 1) -ik probléma kudarcos és az n -ik problémdtdl kezdve mindig sikeriink van =

=B,.1 NS, = B,_1 N (ﬁ Az)

Igy hat
P ( az Orok Boldogsédg az n -ik probléma sikerével kezd(’idik) =P ( B,_1 N < ﬂ Ai> >

Ennek a végtelen sok tényez6bdl all6 metszetnek a valdszintiségét a feltételes valdszinliségek szorzdsi szabalya segit-
ségével lehet felirni egy végtelen sok té€nyez&bdl all6 szorzat alakjdban.

Haaz A; események fiiggetlenek, akkor a fiiggetlen események metszetére vonatkozé szabdly alapjan ezt kapjuk:

P ( az Orok Boldogséag az n -ik probléma sikerével kezddik ) =
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Mostantdl kezdve — ebben az egész fejezetben — feltessziik, hogy az A; események fiiggetlenek.

1. Példa: Tegyiik fel, hogy
5
P(A4;) = (05)2 (i=1,2,...)

Tablézattal és dbrdval is megadjuk a P ( A4; ) siker-valészindiségeket:

probléma sorszdma 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
siker valészintisége || 0.18 | 0.428 | 0.65 | 0.81 | 0.90 | 0.95 | 0.97 | 0.99 | 0.99 | 1.0

Téblazat: A sikerek valdsziniiségei az 1. Példdban

1,0

0,8
0.6
0,4
0,2
0,0 I
1 3 4 5 6 7 8 9

24. dbra. A sikerek valosziniiségei az 1. Példaban

10

Fa

Szorzas helyett — mint j6l tudjuk — a kiteviben Osszeget vehetiink:

o

H P(A4;) = H (0.5)§ = (0.5>E?';n%

i=n i=mn

=

sz

Itt a kitevSben 1év6 0sszeg zart alakban is megadhato:

5 10 )
2y = =y
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Ezért

Tehat

P ( az Orok Boldogsdg az n -ik probléma sikerével kezddik )

=P(Bn1) - [[P(A4) =

_ (1 - (0.5)2%—1) L (0.5)7

i=n

_5 _

Itt pedig tabldzattal és 4dbrdval is megadjuk az Orok Boldogsag kezdetének eloszldsat:

probléma sorszdma 2 3 4 5 6 7 8 9 10
siker valészintisége || 0.03 | 0.15 | 0.24 | 0.23 | 0.16 | 0.09 | 0.05 | 0.03 | 0.01 | 0.01
Téblézat: Az Ordk Boldogsdg kezdetének az eloszldsa az 1. Példdban
0,3
0,2
: I
0.0 [ | I I - - _
1 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15
25. dbra. Az Orok Boldogsdg kezdetének az eloszldsa az 1. Példdban
2. Példa: Tegyiik fel, hogy
20
P(A;) = (0.01)2 (i=1,2,...)
Téblazattal és abraval is megadjuk a P ( A; ) siker-val6szintségeket:
probléma sorszama 4 5 6 7 8 9 10 11 12
siker valdszintisége || 0.00 | 0.06 | 0.24 | 0.49 | 0.70 | 0.84 | 0.91 | 1.00 | 1.00

Tablazat: A sikerek valosziniiségei a 2. Példdban
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26. dbra. A sikerek valosziniiségei a 2. Példdban

4 5

et
[
Lia

9 10 11

i 'y
[

Szorzas helyett — mint j6l tudjuk — a kiteviben Osszeget vehetiink:

I P(a) = I (001)% = (001)S= 3

2z

Itt a kitevGben 1év 6sszeg zdrt alakban is megadhat6:

— 20 10 20
4 2i ~ 9n  9n—1
=N
Ezért
> 20
I] P(4) = (0.01)7T
i=n
Tehat

P ( az Orok Boldogsédg az n -ik probléma sikerével kezdddik ) =

= P(Bp-1) - ‘HP(Ai) =

20

= (1 — (0.01)zn—1) - (0.01)zT

Itt pedig tabldzattal és dbrdval is megadjuk az Orok Boldogsag kezdetének eloszldsat:

probléma sorszdma 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
siker valészintisége || 0.00 | 0.05 | 0.18 | 0.25 | 0.21 | 0.14 | 0.08 | 0.04 | 0.02 | 0.01 | 0.01

Tablazat: Az Orok Boldogsdg kezdetének az eloszldsa a 2. Példdban
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0,2

0,1 |

. I | ||.-_
e e

7

1 2 3 4 5

27. dbra. Az Orok Boldogsdg kezdetének az eloszldsa a 2. Példdban

5.8.3. Amikor biztos, hogy nem érjiik el

Végtelen szorzatokkal kapcsolatban igaz a kovetkezd egyszer( szabdly:

Allitas: Ha a,, és b, egymdst 1 -re kiegészit6 pozitiv szamok, (vagyis a, + b, = 1) minden n -re, akkor a
o0
[[a
n=1
végtelen szorzat értéke akkor és csak akkor egyenld egy pozitiv szammal (vagyis kiilonbozik 0 -t6l), ha a
oo
Db
n=1
végtelen sor konvergens.

Bizonyitas: Vilagos, hogy a
[
n=1

végtelen szorzat értéke akkor és csak akkor kiilonbozik nullatél, ha a logaritmusokbdl alkotott

Z In (a,)
n=1

végtelen sor értéke kiilonbozik minusz végtelentdl. Irjunk most a,, helyére (1 —b,,) -t:

i In(1—b,)
n=1

Konnyen ellendrizhetd, hogy a
In(1 + x)
x
hidnyados = — 0 esetén 1 -hez tart. Ezérta

n(l-b,) (n=12..)
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sorozat aszimptotikusan egyenld a
(=bn) (n=1,2,...)

sorozattal, amibol kovetkezik, hogy a
> In(1-by)
n=1

sor és a

> (=ba)

n=1

sor ekvikonvergens, azaz a két sor egyidejtileg konvergens vagy divergens. Tehat a

[eS)
[]a
n=1

végtelen szorzat értéke akkor és csak akkor egyenld egy pozitiv szdmmal (vagyis kiilonbozik nullatél), ha a

i=1

sor konvergens.

Heurisztikus magyarazat: Ahogy az 1-nél kisebb pozitiv a1, as, as, ... szamokat 6sszeszorozgatjuk, egy csokkend
H?:l a; sorozatot kapunk. Ahhoz, hogy ennek a sorozatnak ne 0 legyen a hatdrértéke, nyilvan az kell, hogy az a,,
szamok "kozel legyenek" az 1 -hez, vagyis a b, szdmok "kozel legyenek" a 0 -hoz. Ez — a fenti dllitas szerint —
abban nyilvanul meg, hogy a b,, szdmokbdl all6 végtelen sor konvergens.

Allitas: Ha életiink soran elénk tarulkoz6 problémékkal kapcsolatban a sikereink egymadstol fiiggetleniil adédnak,
azazaz A; (i =1,2,...) események egymastol fiiggetlenek, és a a kudarcok valdszintiségeibdl alkotott végtelen sor
divergens, azaz

akkor
P ( elérjiik az Orok Boldogsdgot ) =0

Bizonyitas:
Ha -

Y P(Bi) =

i=1
akkor barmely n -re

= 00

ZP(B”

s

is teljesiil. Ezért, az el6z4 allitds miatt

P(S,) P(ﬁ Ai> =0

i=n

Mivel megszamldlhat6an végtelen sok 0 valdszintiségii esemény tnidjais 0 valdszinlségt, kapjuk, hogy

P ( elérjiik az Orok Boldogsdgot ) = P ( U Sy, ) =0

n=1
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5.9. Optimalis taktika elore nem lathaté helyzetekben (Extra tananyag)

5.9.1. Segédfeladat

Szamtalanszor fordul el az életiinkben, hogy elére nem lathat6 helyzetekben kell dontentink. Példaul amikor hasznalt
aut6t akarunk venni (természetesen jot és olcsot!), és meglehetSsen tapasztalatlanul kezdjiik nézegetni a kindlatot,
akkor egy ideig csak nézegetiink, "szimatolgatunk", aztdn egyszercsak rdakadunk egy olyan vételi lehetSségre, ami
jobbnak tlinik, mint az dsszes kordbbi, €s akkor erre gyorsan lecsapunk, és megvessziik.

Egy ilyen probléma természtesen nagyon osszetett lehet: a véletlen jelentSs szerepet jatszhat benne, és pszicholdgiai
és sok egyéb tényezs is beleszdlhat a problémdba. Mégis, egy egyszerli valdszinliségszamitdsi modell segitségével
meglepden érdekes és szép eredményre juthatunk. Ezzel a modellel foglalkozunk ebben a részben. ElSkészitésként
vessziik az aldbbi problamat.

Tekintsiink 10 cédulat, 1-t61 10 -ig szdmozva Sket. A 10 -es céduldt, a legnagyobb szdmot nevezziik: kirdlyndnek.
Rakjuk le a céduldkat balrdl jobbra egymds mellé véletlenszeriien, azaz tekintsiink egy véletlenszeri permutaciot.
Példaul egy lehetséges permutécio:

6,5, 7,4,1,8,2, 10,9, 3

A kirdlynd, ebben a permuticidéban a 8 -ik pozicidra keriilt. Keressiik meg most a kirdlynd el6tti legnagyobb szamot!
Ez most a 8 -as, ami a 6 -ik pozicion 4dll. A kirdlynd eldtti legnagyobb szdmot szolgdlo ldnynak nevezziik. Tehét
most a szolgdlo lany a 8-as, és 6 a 6 -ik pozicion 4ll. Jeloljik X -szel a kirdlynd poziciéjat, Y -nal a szolgald lany
pozicidjét. A fenti példaban tehat X = 8, Y = 6.Ha X =1, azaz a kirdlynd az 1-s6 pozicién 4ll, akkor nincs
szolgdlolany, ilyenkor Y értékét O -nak vessziik.

Segédfeladat: Rogzitsiink egy ¢ szdmot, mely elegetteszaz 1 < ¢ < 9 egyenl6tlenségeknek. Kiszamoljuk a

P(X>c é Y < ¢)

valészintiséget, vagyis annak az eseménynek a valdszintisé€gét, hogy a kirdlynd poziciéja nagyobb c -nél, és a szolga-
16lany pozicidja kisebb vagy egyenld c -nél. Ez a valdszinliség — természetesen — fiigg ¢ -t6l, ezért a valdszintiséget
c -vel kifejezve adjuk meg.

Megoldas:

P X>c é Y < c¢)

10
> P(X=k é Y <c)
k=c+1

I
sy
>
I
ol
=
~
IA
(e}
>
I
=

1 c
= > w1
+1

Megjegyzés: 10 cédula helyett vegylink most 100 cédulat, megszdmozva Gket 1 -t61 100 -ig. Most a 100 -as
cédulat hivjuk kirdlyn6nek. Ha lerakjuk a 100 céduldt balrdl jobbra egymds mellé véletlenszeriien, azaz tekintiink
egy véletlenszerd permutaciot, akkor a kirdlynd el6tti szamok kozott a legnagyobbat hivjuk szolgaldlanynak. Jeloljiik
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X -szel a kirdlynd pozicidjat, Y -nal a szolgdld lany pozicidjat. Ha X = 1, azaz a kirdlyn6 az 1 -s§ pozicién all,
akkor nincs szolgaldlany, ilyenkor Y értékét O -nak vessziik. Valasszunk most is egy ¢ szdmot, mely eleget tesz az
1 < ¢ < 99 egyenlbtlenségeknek.

100 cédula esetén is kiszamoljuk a a hasonloképpen értelmezett
P(X>c é Y < ¢)

valészintiséget. Az eredmény kézenfekvo:

100
1 c

100 P k—1

P(X>c é Y <c¢) =

Ez a képlet fontos lesz a kovetkezd példa megolddsdban, ezért minden 0 és 100 kozotti ¢ -re kiszdmoltuk
Excellel, és a numerikus eredményeket tdblazatba foglaltuk. A tablazat alapjan grafikont is készitettiink, ezt lathatjuk
"A kiszadmitott valészinliség ¢ fiiggvényében" cimii dbran. Magit a tabl4zatot — a hellyel val6 spdrolds miatt — csak
roviditve adjuk meg. A tdblazatnak csupdn az elejét, a kbzepének egy részét és a végét mutatjuk:
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28. abra. A kiszdamitott valosziniiség c fiiggvényében
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1 100 c
¢ 100 k=c+1 k—1
0 0.010
1 0.052
2 0.084
3 0.110
4 0.134
5 0.155
35 0.37071
36 0.37101
37 0.371 04
38 0.37080
39 0.37030
40 0.369 53
95 0.049
96 0.039
97 0.030
98 0.020
99 0.010

100 0.000

Téblazat: Valosziniiségek

Az 4brardl és a tablazatbdl latjuk, hogy a maximadlis valdszinliség ¢ = 37 -nél adddik, és hogy a maximalis
valdszintiség értéke hat tizedesre kerekitve 0.371043 , két tizedesre kerekitve 0.37 . Ezt a tényt hasznélni fogjuk a
kovetkezd — vildghirnek 6rvend6 — feladatban.

5.9.2. Szindbad és a haremholgyek

Egyszer a torok szultdn — jutalomképpen — felajanlotta Szindbddnak, a hires n6csdbdsznak, hogy 100 gyonyord har-
meholgye koziil vdlaszthat egyet, és a kivalsztott holggyel eltolhet egy éjszakat.

Szindbad soha nem latta kordbban a holgyeket, most is csak nagyon korldtozott koriilmények kozott taldlkozhat veliik,
és nagyon szigorud szabdlyok szerint valaszthat koziilik:

e A holgyek egyesével jelennek meg Szindbad el6tt véletlenszert sorrendben. (Minden lehetséges sorrend ugyan-
akkora valdszintiségii — ezt a tényt Szindbadnak elére megmondték.)

e Szindbad csak egyszer mondhatja az el6tte éppen mutatkozé holgyre, hogy "6t valasztom".

e Akit Szindbad nem viélaszt ki a megjelenésekor, azt mar késébb "visszamendleg" nem kérheti. Valasztasat ké-
s6bb nem mddosithatja.

Feltételezziik, hogy a hdremholgyek kozott 1étezik egy jol definidlt — mindenki szdmdra nyilvanvald — szépség sorrend:

van kozottiik egy legszebb, egy mdsodik legszebb, és igy tovdbb egy 100-ik legszebb. Barmely két holgy esetében
egyértelmi, hogy melyikiik a szebb.
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Szindbad, aki — ismételjilk — nem ismeri a holgyeket, és most is csak a megjelenésiikkor latja &ket, arra torekszik,
hogy elcsipje a legszebbet. Ha a procediira végén kideriil, hogy ez sikeriilt neki, akkor — hidsdga beteljesiil, és akcidjat
sikeresnek konyveli el, ha nem, akkor az akcié nem ért semmit a szdmdra . (Szindbad ilyen. Ugy kell neki!)

Hogyan vilasszon Szindbad? Ugy tlinhet, hogy a siker elérésének nagyon kicsi az esélye. Valéban, ha csak gy vé-
letlenszerGien valaszt egy holgyet, mondjuk a legelsét, vagy kisorsolja el6re, hogy hanyadikat, akkor 0.01 az esélye
annak, hogy a legszebb jut neki.

Ha viszont okosan taktikazik, akkor a bolcsesség meglepSen nagy valdszintiséggel sikerre viheti akciéjat! Ez fog
kideriilni az itt kovetkez6 megoldasbol! Ilyen bolesesség jol jon mindenkinek — nézziik maris a megoldast!

Megoldas: Szindbdd igy gondolkodhat: Képzeletben vdlaszt egy ¢ szdmot (0 < ¢ < 99) , és elGre eldoni
magaban, hogy az elsé c¢ holgy koziil semmiképpen sem valaszt, csak megfigyeli Sket, és megjegyzi, milyen szép
volt koziiliik a legszebb. Aztin a (c + 1) -iknek megjelend holgytdl kezdve mdr csak arra figyel, hogy felbukkan-e
olyan holgy, akinek szépsége meghaladja az elsé ¢ holgy sordn kifigyelt maximumalis szépséget. Ha felbukkan ilyen
holgy, akkor arra lecsap, ha nem, akkor nem vélaszt senkit. Nevezziik ezt a taktikat c -tfaktikdnak!

A segédfeladatunkra tdmaszkodva konnyl megadni, hogy ezzel a ¢ -taktikdval mi a valdszinlisége annak, hogy
Szindbad elcsipi a legszebb holgyet. Felhaszndlva a kordbban definialt kirdlynd és szolgdlélany fogalmat, és a veliik
kapcsolatban bevezetett X és Y valdszintiségi valtozokat, azt kell az Olvasénak meggondolni, hogy

az az esemény, hogy
Szindbdd a c -taktikdval elcsipi a legszebb holgyet
akkor és csak akkor kovetkezik be, ha
a kirdlynd pozicioja > c és a szolgdloldny pozicioja < c

esemény bekovetkezik.

Ennek az eseménynek a valdszintiségét a segédfeladathoz f{izott megjegyzésben megadtuk:
100
c 1
o 2 k-1
k=c+1

A képlettel kapcsolatban készitett tdblazatbol és abrabdl vildgosan kideriil, hogy ha Szindbad a ¢ = 37 -es taktikat
alkalmazza, akkor 0.37 valdsziniiséggel elcsipi a legszebb holgyet.

A 0.37 valészinliség — bizony — nincs til kozel az dhitott 1 -hez, de
e Iényegesen nagyobb az "ész nélkiili taktika" 0.01 -es siker valészintiségénél, és

e be lehet bizonyitani, hogy nem létezik olyan taktika, ami 0.37 -nél nagyobb valészintiséggel vezetne sikerre.

Be lehet l4tni, hogy hasonl6 helyzetekben is a kdvetendd optimdlis taktika igy fest: a lehetdségek 37 % -at csak

nong

nézegetni kell Ugy, hogy koziilik nem vdlasztunk, de megjegyezziik a "szépség", "josdg" maximumait, a 37 %

elengedése utdn viszont arra kell lecsapni, amikor a "szépség", "j6sdg" meghaladja a kordbban kifigyelt maximumot.
Ezzel a taktikdval 0.37 valészintiséggel elcsipjiik a lehet6ségek koziil a "legszebbet", "legjobbat".

5.10. Feltételes eloszlas egy eseményen beliil

Példa: Fiatal hazaspar egy vagy tobb gyerekkel. Kordbbi példank szerint, ha egy fiatal hazaspart véletlenszertien
valasztunk, és tekintjiik az
X = gyerekek szdma

val6szinfiségi valtozot, akkor a valdszintiségi valtozé eloszlasa:
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p(z) || 02|04 ]03]0.1

Tablazat: Gyerekek szdmdnak eloszldsa

Egyszer( 6sszeaddssal kapjuk, hogy a X > 1 esemény valészintisége P(X > 1) = 04+0.3+0.1 = 0.8.

Ha a véletlenszertien vélasztott fiatal parrdl tudjuk, hogy van gyerekiik, de nem tudjuk, hogy hany, akkor a gyerekek
szamanak lehetséges értékei 1,2, 3 . Ezeknek a lehetséges értékeknek a feltételes valdszintiségeit tdbldzatba rendezve
jutunk az X valdszindiségi valtozé X > 1 feltétel melletti (feltételen beliili) feltételes eloszlasahoz:

=8
—

&
=
ﬂo
ool
53‘.0
oolts
cﬂo
ooli=

azaz

p(z) 3 % %

Tablazat: A gyerekek szdmdnak eloszldsa, ha van gyerek

Altaldnosan is megfogalmazzuk a példaban leirtakat: Egy

{p(z), x € 5}
eloszlds és egy A C S halmaz esetén a
p(z)

eloszlistaz A esemény bekivekezése melletti feltételes eloszlasinak nevezziik. Ha az eredeti eloszlds egy X val6-
szinliségi valtozd eloszlasa, akkor a feltételes eloszldst az X valdsziniiségi valtozonak az A -n beliili eloszlasanak
is hivjuk.

Nyilvdnvald, hogy egyenletes eloszlds esetén minden feltételes eloszlds ugyancsak egyenletes.

Példa: Pédaul ha szabalyos dobdkocka esetén A azt jelenti, hogy 5 -nél kisebbet dobok, akkor e feltétel melletti
feltételes eloszlds igy fest:



=
INGTE
W=
=

p(x)

Tablazat: Szabdlyos dobokockdval dobott szdm feltételes eloszldsa, ha feltétel az, hogy 5-nél kisebbet kapunk

5.11. Feltételes eloszlasok rendszere sikbeli eloszlas esetén

El8szor konkrét példdkat vesziink, aztdn megismerkediink a feltételes eloszldsok rendszerének dltaldnos fogalmaval.

5.11.1. Példak feltételes eloszlasok meghatarozasara

1. Példa: Kékek szamanak eloszlasa, ha tudjuk, hogy hany pirosat hiztunk (visszatevés nélkiil). Az 1. fejezet
7. alfejezetében az 5. példdban feltettiik, hogy egy dobozban 45 darab goly6 van, melyek koziil 10 darab piros,
15 darab kék, 20 darab fehér. Kivesziink 8 darab golyét visszatevés nélkiil, és megfigyeljiik, hogy a kivett goly6k
kozott hany piros és hany kék van:

X = ahany piros van a kivett golyok kozott

Y = ahdany kék van a kivett golydk kozott

Ott meghatdroztuk az (X,Y’) kétdimenzids valészinliségi valtozo eloszldsdt, egy tdblazatot kaptunk. Gondoljuk meg
ennek a példdnak a kapcsdn, hogy hogyan lehet (X,Y") eloszldsdbdl meghatdrozni Y feltételes eloszldsét olyan
feltétel mellett, hogy X értéke adott konkrét = érték?

1. Megoldas (numerikus tablazattal): A feltételes eloszlasok tagjai feltételes valészintiségek, melyeket hanyadosként
kapunk a megfeleld valdszintiségekbdl. Az aldbbi tablazat minden oszlopanak minden elemét igy kaptuk meg, hogy
(X,Y) eloszlasdnak tdblazatdbdl (melyet kordbban mar megadtunk) a megfelels P( X = z,Y = y )
valGszintiséget elosztottuk X eloszldsdnak tdblazatabdl (melyet kordbban szintén megadtunk) a megfelels P( X =
x ) tagjdval.

Y feltételes eloszlasai adott X értékek mellett:

0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0.040 | 0.015 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0.145 | 0.085 | 0.037 | 0.009 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0.281 | 0.231 | 0.160 | 0.084 | 0.026 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0.300 | 0.328 | 0.320 | 0.266 | 0.174 | 0.070 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0.173 | 0.242 | 0.313 | 0.369 | 0.381 | 0.321 | 0.176 | 0.000 | 0.000
0.049 | 0.086 | 0.143 | 0.224 | 0.327 | 0.435 | 0.504 | 0.429 | 0.000
0.005 | 0.012 | 0.024 | 0.048 | 0.093 | 0.174 | 0.319 | 0.571 | 1.000

0 1 2 3 4 5 6 7 8 x

S = N WPk OO J XX

Tablazat: Y feltételes eloszldsai adott X értékek mellett
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Megjegyzés: Ebben a tdblazatban — természetesen — minden oszlopra igaz, hogy az oszlopban 1évG szamok Gsszege 1
-gyel egyenld.

2. Megoldas (a feltételes valésziniiség definicioja alapjan):

El6szor — a konnyebb érthetdség kedvéért — konkrét numerikus értékekkel szamolunk ki egy feltételes valdszintiséget:

() ()(E)
_ _ gy P(X =3V =2) (%) (DE) _ (E)
P( Y =2 | X =3 ) = P( X — 3 ) (130)(355) (355)3 _ (83_5313

Hasonléan, annak a valészintisége, hogy y darab kék goly6 lesz a kivett golydk kozott, vagyis annak a valésziniisége,
hogy Y = vy, ugyanaz a képlet, csak a 2-es helyére y -t {runk:

P(Y = y|X = 3) = ! - — ); _

Haaz X = 3 feltételt kicseréljiik az dltalanosabb X = xz feltételre, akkor a keresett feltételes valdszintiséget igy
adhatjuk meg:

(DG (%) 15

_ I I SR 70 G D N ) B ) Coe )
P(Y—le_a:) = P(X:x) = (110) 83751) = (5_596)
(¥)

3. Megoldas (finomitassal nyert feltételes valdsziniiségekkel): ElGszor — a konnyebb érthetGség kedvéért — konkrét
numerikus értékekkel szdmolunk ki egy feltételes valoszintséget. Példaul az X = 3 feltétel azt jelenti, hogy a kivett
golyok kozott 3 darab piros van. Most finomitsuk a feltételt azzal, hogy megszabjuk, melyik 3 piros goly6 legyen a
kivettek kozott, és melyik 5 maradjon a dobozban. Ez a feltétel csak annyi teret hagy a véletlennek, mintha 35 darab
goly6 lenne a dobozban, koziilik 15 darab lenne kék, 20 darab lenne fehér, és kivennénk 5 darab goly6t visszatevés
nélkiil. Eme finomabb feltétel mellett annak a valdszintisége, hogy — mondjuk — 2 kék goly6 lesz a kivett golyok
kozott, vagyis annak a valdszintisége, hogy Y = 2, a jol ismert képlet:

15\ [ 20
() (57)
(5)
5
Mivel a felirt val6szintiség nem fiigg attdl, hogy melyik 3 piros goly6 van a kihizottak kozott, az X = 3 feltétel
melletti feltételes valdsziniséget is a felirt képlet adja meg. Hasonl6an, annak a valdszintsége, hogy y darab kék

goly6 lesz a kivett golyok kozott, vagyis annak a valdszintisége, hogy Y = y , ugyanez a képlet, csak a 2-es helyére
y -t frunk:

Haaz X = 3 feltételt kicseréljiik az dltaldnosabb X = z feltételre, akkor a keresett feltételes valészintiségre ez
adédik: 5 2
( Yy ) (87w7y)
35
(S—I)
2. Példa: Pirosak szamanak eloszlasa, ha tudjuk, hogy hany kéket huztunk? Gondoljuk meg, hogy hogyan lehet

(X,Y) eloszlasdbdl meghatarozni X feltételes eloszldsat olyan feltétel mellett, hogy Y értéke adott konkrét y
érték.
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1. Megoldas: A feltételes eloszlasok tagjai nyilvéan feltételes valoszinliségek, melyeket hanyadosként kapunk a meg-
felel§ valGszintiségekbdl. Az aldbbi tédbldzat minden oszlopanak minden elemét tigy kaptuk meg, hogy (X,Y) elosz-
lasdnak tabldzatdbdl a megfelels P( X = x,Y = y ) val6sziniiséget elosztottuk Y eloszldsdnak tabldzatdbdl a
megfelels P(Y = y) tagjdval:

X feltételes eloszlasai adott Y értékek mellett:

1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.667 0.333 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.437 0.460 0.103 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.281 0.468 0.222 0.030 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.177 0.416 0.312 0.088 0.008 0.000 0.000 0.000 0.000
0.109 0.340 0.360 0.160 0.029 0.002 0.000 0.000 0.000
0.065 0.261 0.367 0.230 0.067 0.008 0.000 0.000 0.000
0.038 0.190 0.343 0.286 0.118 0.024 0.002 0.000 0.000
0.022 0.132 0.298 0318 0.174 0.049 0.007 0.000 0.000

0 1 2 3 4 5 6 7 8 x

O W| A O\ | o=

Tablazat: X feltételes eloszldsai adott Y értékek mellett

Megjegyzés: Ebben a tabldzatban — természetesen — minden sorra igaz, hogy a sorban 1év6 szamok Gsszege 1.

2. Megoldas (a feltételes valésziniiség definicigja alapjan): Az el6z06 feladat masodik megolddsahoz hasonléan
kapjuk, hogy az Y = y feltétel mellett az X = x esemény feltételes valdszintisége:

G Gy) 10

_ L P(X=2,Y=y) ) 62
PX =Y =)= =S5 o = @ C &)
(4;) Y

3. Megoldas (finomitassal nyert feltételes valészintiségekkel): E16szor — a konnyebb érthetség kedvéért — konkrét
numerikus értékekkel szimolunk ki egy feltételes valdszintiséget. Példdul az Y = 2 feltétel azt jelenti, hogy a kivett
golydk kozott 2 darab kék van. Most finomitsuk a feltételt azzal, hogy megszabjuk, melyik 2 kék golyé legyen
a kivettek kozott, és melyik 13 maradjon a dobozban. Ez a feltétel csak annyi teret hagy a véletlennek, mintha 30
darab goly¢ lenne a dobozban, koziilik 10 darab lenne piros, 20 darab lenne fehér, és kivennénk 6 darab goly6t
visszatevés nélkiil. Eme finomabb feltétel mellett annak a valdszintisége, hogy — mondjuk — 3 piros golyo lesz a kivett
golyok kozott, vagyis annak a valdszindsége, hogy X = 3, ajol ismert képlet:
(5)

Mivel a felirt valészinliség nem fiigg att6l, hogy melyik 2 kék golyd van a kihizottak kozott, az ¥ = 2 feltétel
melletti feltételes valdsziniiséget is a felirt képlet adja meg. Hasonldan, annak a valészinfisége, hogy x darab piros
goly6 lesz a kivett golyok kozott, vagyis annak a valdszintisége, hogy X = =z, ugyanez a képlet, csak a 3-as helyére

x -t {frunk:
(5)
Haaz Y = 2 feltételt kicseréljiik az altalanosabb Y = y feltételre, akkor a keresett feltételes valdszintiségre ez
adodik:
(o) (s-)

(s7,)
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5.11.2. Altaldnos dsszefiiggések

Ha X és Y diszkrét valGsziniiségi valtozok, akkor egyiittesen egy kétdimenziés diszkrét (X,Y) valszintiségi
véltoz6t hatdroznak meg. Ennek a kétdimenziés (X,Y") val6szintiségi valtozdnak a silyfiiggvényét jeloljik p(x,y) -
nal, vagyis

p(xvy) = P(X =xY = y) )

X sidlyfiiggvényét p;(x) -szel, Y sulyfiiggvényét po(y) -nal jelsljiik.

Feltételes sdlyfiiggvény. Ha feltételezziik, hogy X = x ,akkoraz Y val6szintiségi valtoz popi(y|z) feltételes
sulyfiiggvénye osztassal adédik:

p(z,y)
P2n\y|r) =
2|1 ( | ) D (.’17)
Hasonl6an, ha feltételezziik, hogy Y = y , akkoraz X valészintiségi vdltozé pyjo(z|y) feltételes sdlyfiiggvénye
is osztdssal adodik: (.5)
.y
P1|2($ ly) =

p2(y)

Példa: Az el6z6 oldalakon meghataroztuk az ottani problémdhoz tartoz6 feltételes sulyfiiggvények képleteit:

() (s

p2\1(y|$) = 35
(8—1)
10y 20
_ (m ) (87171/)
pra(zly) = —F5——
(871/)
Annak a valészinlisége, hogy Y értéke egy [y1,y2] intervallumba esik, feltéve, hogy X = =z , nyilvéan igy

szamolhato ki: y
2
Ply1 Y < p|X =12) = Zp2|1(y|$)
Y=y

Hasonl6an, annak a valészintisége, hogy X értéke egy [z1, o] intervallumba esik, feltéve, hogy Y = y, nyilvdn
igy szamolhat? ki:

T2
Plz; < X <2 |Y =y) = ZP1I2(‘T|3/)

=T

Feltételes eloszlasok (sulyfiiggvények) rendszere

Ha minden x mellett tekintjiik a po); (y|z) feltételes eloszldst (sdlyfiiggvényt), akkor eloszldsoknak (sdlyfiiggvé-
nyeknek)egy rendszerét kapjuk, amit az Y valdszintiségi valtoz6 X -re vonatkozo feltételes eloszlasai (sulyfiigg-
vényei) rendszerének neveziink.

Ha minden y mellett tekintjiik a p;jo(z|y) feltételes eloszlast (silyfiiggvényt), akkor eloszldsoknak (stlyfiiggvé-
nyeknek)egy rendszerét kapjuk, amit az X valdszinfiségi véaltoz6 Y -ra vonatkozo feltételes eloszlasai (sulyfiigg-
vényei) rendszerének neveziink.
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5.12. Ovakodjunk a félreérthetd feladatoktol!

A val6szinliségszamitds tanuldsa sordn szinte biztos, hogy a tanuld taldlkozik olyan feladattal, melyben a feltételek,
koriilmények nincsenek pontosan megadva. Ebbdl persze félreértések adédnak, vitdk tdimadnak, melyek sordn a didk
onbizalma alaposan sériilhet. Erre a kellemetlen lehet6ségre mutatunk itt egy példat.

Feladat: Ha van fid, van-e lany is? (Ilyen cimmel szerepelt mdr egy feladat ennek a fejezetnek az elején, az 5.1
alfejezetben. Most ennek a feladatnak egy modositdsdval egy mdsik, de a kordbbihoz hasonlo, eléggé elterjedt és
népszerii vdaltozatdval foglalkozunk. Amikor két hasonlo, de mégis kiilonbozd feladatot dsszekevernek, dsszemosnak,
vagy egy feladat nincs pontosan megfogalmazva, és ezért tobbféleképpen is lehet azt érteni, komoly nézeteltérések,
vitdk, "élet-haldl harcok" szoktak tdmadni még valdsziniiségszamitdsban jdaratos emberek kozott is!)

Feladat:(Ajto nyitogatos vdltozat.) Egy véletlenszerlien valasztott ismeretlen kétgyerekes csaladhoz becsonget valaki.
A sors ugy hozza, hogy fid nyit ajtét. Mi a val6szintisége annak, hogy a testvére lany, vagyis a fid mellett lany is van a
csalddban?

Els6 megoldas: Ha fit nyit ajtét, akkor ez a tény jelzi, hogy a csalddban van fid. A fejezet elején kiszamoltuk, hogy
ilyen feltétel mellett annak a valészintisége, hogy lany is van a csalddban, 2/3 -dal egyenld:

P( van ldny a csalddban | fid nyit ajtét) = 2/3
Masodi megoldas: Az ajtét nyité gyerek testvérének neme fiiggetlen az ajtét nyité gyerek nemétSl. Ezért annak a
val6sziniisége, hogy ldny is van a csalddban, 1/2 -del egyenl§:

P( van ldny a csalddban | fid nyit ajtét) = 1/2

Kérdés: Melyik a j6 megoldés?
Valasz: Mindkét megoldas jo lehet, ha a feladatot megfeleGen pontositjuk.

1. Ha olyan tdrsadalomban éliink, ahol a fitik udvariasak, és — fid-lany testvérpar esetén — lanytesvériiket megelézve
pattannak ajtét nyitni, akkor az A) megoldds a jo:

P( van ldny a csalddban | fid nyit ajtét) = 2/3

2. Ha mindig az idésebb gyerek megy ajtét nyitni, vagy ha mindig a fiatalabb, vagy ha igazsdgos sorsoldssal dontik
el, hogy ki menjen ajt6t nyitni, akkor a B) megoldas a jo:

P( van ldny a csalddban | fid nyit ajtét) = 1/2

3. Ha pedig a tarsadalmi szokdsok miatt — fid-lany testvérpar esetén — a ldnyok nyitnak ajt6t, akkor nyilvan a
kérdéses feltételes valoszintiség 0 :

P( van lany a csalddban | fid nyit ajtét) = 0

4. Kis fantazidval — ennyi fantdzia a val6szinliségszamitas tanuldsa soran nélkiilozhetetlen! — el lehet képzelni
olyan tdrsadalmat is, ahol fii-ldny testvérpér esetén p valdszintiséggel a fid, (1 — p) valdszinlséggel a lany
megy ajtét nyitni.

Lol

Ez a "véletlenités" megvaldsulhat példaul Ggy, hogy

(a) p értékének megfelelGen a fiti és a lany sorsot hiz, és gy is, hogy

(b) feltételezziik, hogy a tarsadalomban a kétgyerekes csalddok p -ed részében a fiti az ajté nyitogatd, (1—p) -
ed részében a lany.

98



Ekkor — mint mindjart megmutatjuk — a széban forgé feltételes valdszintiség 0 és 2/3 kozott akdrmilyen
érték is lehet, hiszen az értékét az alabbi képlet adja meg:

2p
1+2p

P( van lany a csalddban | fid nyit ajtét ) =

Nyilvdnval, hogy p = 0 eseténezaképlet 0-tad, p = 1 esetén 2/3 -ot.

A képlet levezetése:

P( van lany | fid nyit ajtét ) =

P( van lany ES fidi nyit ajt6t )
P( fit nyit ajtot )

P( van lany is és fid is ES fiti nyit ajt6t )
P( fit nyit ajtot )

P( van lany is és fid is ) - P( fid nyit ajtét | van lany is és fid is )
P( fid nyit ajtét )

P( van l4ny is és fid is ) - P( fid nyit ajtét | van ldny is és fid is )
P( két fid van ) - P( fid nyit ajtét | két fid van ) 4+ P( van lany is és fit is ) - P( fid nyit ajt6t | van lany is és fid is )

0.5-p 2p

- 025-14+05-p 14 2p

Konklazié: Jobb, ha elkeriiljiik az ilyen — nem kell6en pontosan definialt — feladatokat! Természetesen az is jo —
ha van ra id6 és lehet6ség — ha megfelel6 nehézségli példdkon megtanitjdk a didkoknak, hogy egyrészt észrevegyék,
amikor egy feladatban a feltételek nincsenek pontosan megadva, masrészt érezzék, hogy mit is kell pontositani ahhoz,
a hogy a feladat korrekt legyen.
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6. Fiiggetlenség

6.1. Események fiiggetlensége

Két esemény fiiggetlensége: Azt mondjuk, hogy a B esemény fiiggetlen az A eseménytdl, ha az A , illetve
az A bekovetkezésének feltétele mellett a B esemény feltételes valészintisége megegyezik a feltétel nélkiili
val6szintiségével:

P(B[A) = P(B)

P(B|A) = P(B)

B -nek A -tdl valé fiiggetlensége azt fejezi ki, hogy A bekdvetkezése, illetve nem bekovetkezése sem nem noveli,
sem nem csokkenti a B bekovetkezésének az esélyét.

A definiciban A és A egyforma szerepet toltenek be, ezért az, hogy B fiiggetlen A -t6l, ugyanazt jelenti, mint

az, hogy B fliggetlen A -tol. SGt, a fenti egyenl&ségek nyilvdn ekvivalensek a komplementerekre vonatkoz6
P(B|A) = P(B)
P(B|A) = P(B)

egyenl6ségekkel, vagyis az a tény, hogy B fliggetlen A, tdl, illetve A -6l egyiitt jdr azzal, hogy B is fiiggetlen

A -t6l, illetve A -t6l. Ezért beszélhetiink dgy is, hogy a B, B par fiiggetlenaz A, A partdl.

Nem nehéz megmutatni, hogy afenti 242 = 4 egyenlOség koziil akdrmelyik implikdlja a tobbit, ezért a fiiggetlenség
definicidjaul szolgalhat az egyetlen
P(B|A) = P(B)

egyenldség is. Ha itt a baloldali feltételes valoszintiséget hanyadosként irjuk fel, akkor ezt kapjuk:

P(ANB)

—— = = P(B
P(A) (B)
amibdl szorzassal az A -ra, B -re nézve szimmetrikus
P(ANB) =P(A)-P(B)

egyenlGség adodik. Tehat a fiiggetlenség szimmetrikus reldcié: ha B fiiggetlen A -tdl, akkor A is fiiggetlen B -t6l.
Ezért fiiggetlenség esetén azt mondhatjuk, hogy az események fiiggetlenek egymastdol. Konnyi belatni, hogy a

P(ANB) = P(A) - P(B)

egyenldségbdl kovetkeznek a

egyenldségek is. Ezért a fiiggetlenség definicidjdul az egyetlen
P(ANB) = P(A) - P(B)
egyenldség, vagy aldbbi négy egyenldség
P(ANB) = P(A) - P(B)

P(ANB) = P(A) - P(B)
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is szolgdlhat.

Harom esemény fiiggetlensége: Kettonél tobb eseménnyel kapcsolatban a fiiggetlenség fogalmanak definiciéja bo-
nyolultabb. Ugyanis mar harom esemény kapcsan is el6fordulhat, hogy koziiliik barmely kettd fiiggetlen egymdstol, de
a hdrom esemény kozott determinisztikus kapcsolatban dll fenn. Erre a lehet&ségre a fejezet végén talalhaté feladatok
kozott egy példaval is felhivjuk a figyelmet.

Az Ap, As, A3 események sorozatat akkor nevezziik fiiggetlennek, ha
e A, figgetlen A; -t6l, és

7z

e A5 fiiggetlen minden olyan eseménytdl, ami az A;, A eseményekbdl elGallithaté az eseményekre vonatkozé
komplementer képzéssel és metszet képzés miivelettel, ami — részletesen kiirva — az aldbbiakat jelenti:

Ajg fiiggetlen az A; N A eseménytdl, azaz
P(A3| A1NAs) = P(A3)
P(As | A1NAy) = P(A3)
As fiiggetlen az A, N Ay eseménytdl, azaz

P(A3| A1NAy) = P(A3z)

P(A3 | A1NAy) = P(Az)
Aj fiiggetlen az A N Ay eseménytdl, azaz

P(A3 | AiNAy) = P(Az)

P(A3|A1NAy) = P(A3z)

As fiiggetlen az A; N A, eseménytdl, azaz
P(A3 | A1NAy) = P(A3z)

P( A3 | A1 NAy)

I

2]
—~

N
%)
~—

AKkit az ilyesfajta logikai okoskoddsok érdekelnek, figyelmes elemzéssel kigondolhatja, hogy mindennek sziikséges és
elégséges feltétele, hogy az aldbbi 8 egyenldség kell teljesiiljon:

P(A1NA;NAs) = P(Ay) - P(Ay) - P(As)
P(A1NA;NAg) = P(Ay) - P(Ay) - P(43)
P(AiNA;NA3) = P(A;) - P(Ay) - P(A3z)
P(AiNA;NAs) = P(Ay) - P(4y) - P(43)
P(A NA;NAs) = P(A;) - P(Ay) - P(As)
P(AiNAsNA3) = P(A;) - P(Ay)-P(A3)
P(A NA;NAs) = P(A;) - P(4y) - P(As)
P(AiNA;NA3) = P(A1) - P(Az) - P(43)

Ezért a fuiggetlenség definicidjaul ez a 8 egyenl8ség szolgalhat. Ezek az egyenlGségek A;, Ao, Az -re nézve szimet-
rikusak, ezért az Aj, Ao, A3 események sorozatinak felsoroldasiban a sorrendnek nincs szerepe. Ezért ha a felsorolt
szorzasi szabalyok fennéllnak, egyszer(ien csak azt mondhatjuk, hogy az A, A3, A3 események rendszere fiiggetlen
rendszer, vagy — rovidebben fogalmazva - az Ay, As, A3 események fiiggetlenek egymadstdl.

Tobb esemény fiiggetlensége: Az Aj, A, ..., A, események sorozatit akkor nevezziik fiiggetlennek, ha
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Ay fuggetlen A; -tol, és

Az fiiggetlen minden olyan eseménytdl, ami az A, Ay eseményekbdl elGallithaté komplementer-, Gnié- és
metszet képzéssel,

7z

A, fiiggetlen minden olyan eseménytSl, ami az A;, Ao, A3 eseményekbdl elGallithaté komplementer-, Gni6-
és metszet képzéssel,

és igy tovabb, A,, fiiggetlen minden olyan eseménytdl, ami az A;, As,... A,—1 eeseményekbdl elGallithatd
komplementer-, Ginié- és metszet képzéssel.

Akit az ilyesfajta logikai okoskoddsok érdekelnek, figyelmes elemzéssel kigondolhatja, hogy ennek sziikséges és elég-

séges feltétele az, hogy teljesiiljon az a 2" egyenl&ség, melyek koziil az els6 igy fest:
P(A1NAsNAsnAsn...NA,) = P(A )P( A2 )P( A3 )P(Ay) ... P(4,)
a tobbi pedig tigy, hogy bizonyos A; -k helyett mindkét oldalon azok komplementerét vessziik, példdul igy:
P(ATNANA3NA;N...NA,) = P(A;)P( Ay )P( A3 )P(Ay) ... P(A,)
a legutols6, 2™ -ik egyenldsag pedig az alabbi:
P(ANA; N AN A N... A4, ) = P(A; ) P(A7 ) P(Az ) P( A7) ... P(A,)

Ezek az egyenlGségek Aq, Ao, ... A, -re nézve szimetrikusak, ezért az A;, As,... A, események sorozatdnak
felsoroldsdaban a sorrendnek nincs szerepe. Egyszerfien csak azt mondhatjuk, hogy az Aj, Ao, ... A, események
fiiggetlenek, ha a felsorolt szorzdsi szabalyok fenndllnak.

1. Megjegyzés: Amikor azt mondjuk, hogy az A;, Ao, ... A, események fliggetlenek, akkor ez a kijelentés nem

az egyes eseményeket mindsiti kiilon-kiilon, hanem az eseményeknek a rendszerét, a koztiik 1év6 viszonyt ahhoz
hasonl6an, mint amikor azt mondjuk, hogy Janos, J6zsi és Jakab j6 baratok.

2. Megjegyzés: Egyes helyzetekben az események fiiggetlensége magatdl értetddik, a valgsagos koriilményekbdl fa-
kad. Ilyenkor ha az egyes események valdszintiségeit ismerjiik, akkor a szorzdsi szabdly segitségével az események €s
komlementereik metszeteinek a valdszindségeit ki tudjuk szdmolni. Péld4ul ha harom szabdlyos dobokockaval szaba-
lyosan guritunk, egy pirossal, egy fehérrel és egy zolddel, akkor

e a pirossal hatost dobunk,
e afehérrel nem hatost dobunk,
e a zolddel pdrosat dobunk dobunk

események érezhetden fiiggetlenek, hiszen a hdrom dobdkocka kozott semmi kolcsonhatds nincs: nincsenek osszekot-
ve, nem vonzzdk vagy taszitjdk egymast. Ezért

e "a pirossal hatost dobunk, és a fehérrel nem hatost dobunk és a zolddel pdrosat dobunk”

_ 15

esemény valdsziniisége: = 56

153
6 6 6

3. Megjegyzés: Mas esetekben valamilyen szdamolas eredményeképpen adédik ki, hogy az eseményeink fiiggetlenek,
és ez a tény esetleg meglephet minket, vagy akar fontos is lehet egy benniinket érdekld probléma szempontjabdl.

Példa a Fibonacci szamokkal: Unokdam még alsé tagozatos kisdidk, de egy — a matematika irdnt érdekl6d6 — tarsa
elbiivolte a Fibonacci szamok szépségeivel. Mint ismeretes, az elsd két Fibonacci szdm az 1 ésa 2, a tobbit pedig
ugy kapjuk, hogy az 6t megel6z6 kettSt sszeadjuk. Ime az elsé néhdny Fibonacci szam:

1,2,3,5 8,13, ...

102



Amikor tarsasjatékot jatszunk, és a dobdkockaval valaki Fibonacci szamot dob, unokdm oriil ennek. Annak a val6szi-
niisége, hogy a dobdkockéval Fibonacci szamot dobunk, nyilvan 4/6 , hiszenaz 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok kozott négy
Fibonacci szam rejlik: 1, 2, 3, 5.

Gyakran jatszunk olyan tdrsasjatékot, amikor a dobott szdmok Osszege szerint halad a jaték. Unokdm latja, hogy
ezekben a jatékokban a 7 a 2 ésa 12 kozott féliton van, és az 6romot adé Fibonacci szdmokat is jol tudja:
2,3,5,8.

Igaz, nem tudja még, hogy hogyan kell valdsziniiségeket szdmolni, de a sok jaték alapjan érzi, hogy a Fibonacci
szamok esélye nagyobb, minta 7 -é.

Arra alapozva, hogy az 6t lehetséges Fibonacci szdm koziil csak a 8 -as nagyobb a 7 -nél, par napja azt stigta nekem,
hogy ha valaki csak annyit mondana el neki, hogy 7 -nél nagyobb szamot kapott, akkor & kevesebb esélyt érezne arra,
hogy Fibonacci szam jott ki, mintha az ellenkez&jét mondand, vagy semmit sem mondana az 6sszegr6l. On gy6z6djon
meg réla, hogy unokdm itt nem jol érzi az esélyeket: az az esemény, hogy két kockdval dobva az osszeg Fibonacci
szdm, és az az esemény, hogy az osszeg T -nél nagyobb, fiiggetlenek egymdstol!

Megoldas: A szamolds legyen az Olvasé feladata! A megolddshoz Gtletként csak annyit sigunk, hogy a két kockaval
kapcsolatos tablazatba mindenhova beirtuk a dobott szdmok Osszegét, és vastagon irtuk a Fibonacci szdmokat:

jobb |1 2 3 4 5 6
bal
1 2 3 4 5 6 7
2 3 45 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Téblazat: A dobott szdmok dsszege

4. Megjegyzés: A feliiletes didk, aki gyakran a hétkdznapi széhaszndlatbdl probdlja kitaldlni a matematikai fogalmak
jelentését, az események fiiggetlenségére esetleg — hibdsan — igy gondol, mintha azt jelentené, hogy "az események-
nek nincs koziikk egymdshoz", nem tudndnak egyidejlileg bekovetkezni, kizarjdk egymadst. Itt hivjuk fel a figyelmet,
hogy pozitiv valosziniiségii fiiggetlen események nem lehetnek kizaréak, hiszen metszetiik valdszintisége a val6-
szinfiségek szorzata, vagyis pozitiv, tehat a metszet nem a lehetetlen esemény.

6.2. Valészintiiségi valtozok fiiggetlensége

Azt mondjuk, hogy az Y valészinlségi véltozo fiiggetlen az X valdszintiségi valtoz6tdl, ha minden = és y
lehetséges érték esetén az ¥ = y esemény fiiggetlen az X = z eseménytdl, azaz

P(Y =y[X =2) = P(Y =y)
Ha itt a baloldali feltételes valdszintiséget hanyadosként irjuk fel, akkor ezt kapjuk:

PX=2nY =y)
P(X =2z)

= P(Y =y)
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amibdl szorzdssal az A -ra, B -re nézve szimmetrikus
PIX=2nY =y) = PX =z)PY =y)

egyenléség adodik. Tehadt a fiiggetlenség szimmetrikus reldcié: ha Y fiiggetlen X -t6l, akkor X is fiiggetlen
Y -t6l. Ezért fiiggetlenség esetén azt mondhatjuk, hogy a valészintiségi véltozok fiiggetlenek egymastol.

6.3. Direktszorzat

1. Példa: Fiatal hazaspar gyerekeinek szima és a nagysziil6k szama fiiggetlenek egymastol. Kordbban vizsgéltuk
az a problémat, melyben egy fiatal hdzaspart véletlenszer(ien valasztottunk, €s tekintettiik az aldbbi két valdszintiségi
véltozot:

X = gyerekek szdma, Y = nagysziil6k szdma

Az akkor mondott feltételek mellett meghatdroztuk az (X,Y") kétdimenzids valdszintiségi vdltozé eloszldsit. (X,Y)
eloszldsa mellett feltiintetjik X és Y eloszldsat is:

Yy P(Y =y)

4 0.30 0.060 0.120 0.090 0.030
3 0.40 0.080 0.160 0.120 0.040
2 0.15 0.030 0.060 0.045 0.015
1 0.10 0.020 0.040 0.030 0.010
0 0.05 0.010 0.020 0.015 0.005

02 04 03 01 P(X =z)

Téablazat: Gyerekek és nagysziilok — kétdimenzios eloszlds

Vegyiik észre, hogy (X,Y) eloszldsdnak minden tagjdt szorzatként kaptuk meg X és Y eloszldsdnak megfeleld
tagjaibol:
P(X =2V =y) = P(X =2)P(Y =y)

Definici6: Ha egy kétdimenzids eloszlds minden tagja igy képzddik két egydimenzids eloszlas tagjaibdl, hogy a meg-
felelS tagokat 0sszeszorozzuk, akkor a sikbeli eloszlast a két egydimenzids eloszlas direktszorzatinak nevezzik.
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6.4. Konvolicio

1. Példa: Gyerekek szima plusz nagysziilok szama. Kordbban vizsgéltuk az a problémadt, melyben egy fiatal hazas-

part véletlenszeriien vdlasztottunk, és tekintettiik az aldbbi két valdszinliségi valtozot:

X = gyerekek szdma,

Y = nagysziil6k szdma

Az akkor mondott feltételek mellett meghatdroztuk az (X,Y) kétdimenzids valdszintiségi valtozé eloszldsat:

Tablazat: Gyerekek és nagysziilok — kétdimenzios eloszldsa

v | |

4 [[0.060 | 0.120 | 0.090 | 0.030

3 | 0.080 | 0.160 | 0.120 | 0.040

2 (70,030 | 0.060 | 0.045 | 0.015

1 [ 0.020 | 0.040 | 0.030 | 0.010

0 [ 0.010 | 0.020 | 0.015 | 0.005
oo 1p 2] 3=

Az el6z8 alpontban észrevettiik, hogy (X,Y) eloszldsa X eloszlasdbdl és Y eloszldsdbol direktszorzatként

adddik:

y P(Y =y)

4 0.30 0.060 0.120 0.090 0.030

3 0.40 0.080 0.160 0.120 0.040

2 0.15 0.030 0.060 0.045 0.015

1 0.10 0.020 0.040 0.030 0.010

0 0.05 0.010 0.020 0.015 0.005
02 04 03 01 P(X = 2)
0 1 2 3 T

Téblazat: Gyerekek és nagysziilok — kétdimenzios eloszlds, mint direktszorzat

Ha - valamilyen rejtélyes okbdl — a gyerekek szamanak és a nagysziill6k szimanak az 6sszege érdekel minket, akkor a

Z = X +Y val6szinlségi valtozoé eloszlaval kell foglalkoznunk. Nyilvan igazak az alabbiak:
P(Z = 0) = 0.010
P(Z = 1) = 0.040 = 0.020 + 0.020
P(Z = 2) = 0.085 = 0.030 + 0.040 + 0.015
P(Z = 3) = 0.175 = 0.080 + 0.060 + 0.030 + 0.005
P(Z = 4) = 0.275 = 0.060 + 0.160 + 0.045 + 0.010
P(Z =5) = 0.255 = 0.120 4+ 0.120 + 0.015
P(Z = 6) = 0.130 = 0.090 + 0.040
P(Z =7) = 0.030

Tablazat: Valdsziniiségek szdmoldsa osszegzéssel
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Ha Z lehetséges értékeit és a hozzdjuk tapadé valdszintiségeket tablazatba rendezziik, megkapjuk Z eloszlasat:

P(Z = z) || 0.010 | 0.040 | 0.085 | 0.175 | 0.275 | 0.255 | 0.130 | 0.030

Tablazat: Gyerekek szdma plusz nagysziilok szdma — egydimenzios eloszlds

7 eloszlasét egy egyszer(i, konvoliicionak nevezett mivelettel kaptuk meg X és Y eloszldsdbdl: elGszor vettik
X eloszlasanak és Y eloszlasanak a direktszorzatat, majd a kapott sikbeli eloszlasta z = = 4 y transzformacidval
a szamegyenesre képeztiik.
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7. Sok fiiggetlen tag osszegének eloszlasa harang alakot 6lt

Amikor fiiggetlen valdszintiségi valtozokbol sokat adunk Ossze, az Osszeg eloszldsa mindig ugyanolyan alaktinak
bizonyul. Az eloszlas alakja egy szép szabdlyos harangra emlékeztet. Ezt a tényt fogjuk most bemutatni két példa-
sorozattal, melyekben — az egyszerliség €s a konnyebb elképzelhet6ség kedvéért — azt képzeljiik el, mintha dobd-
kockékkal dobnank, és mindig a dobott szamok 6sszegét vizsgalnank. Az els6 alfejezetben szabélyos dobdkockakkal
foglalkozunk, a masodikban hamisakkal. Mint latni fogjuk, szabalyos dobdkockdk esetén mar 4 1épésben eljutunk a
harang alakhoz, hamis kockak esetén ehhez tobb 1épésre van sziikség: csak 10 1épésben jutunk el a harang alakhoz.

7.1. Szabalyos dobokockak esete

1. Feladat: A dobott szam eloszlasa — egyetlen szabalyos dobdkocka esetén. Ez a feladat nagyon egyszer(, mert
nem kell csindlni semmi mdst, mint rdnézni arra a nem is izgalmas tdbldzatra és dbrdra, ami a dobott szdm eloszldsit
mutatja, amikor egy szabalyos dobdkockaval dobunk.

111/6 | 0.167
21 1/6 | 0.167
311/6 | 0.167
4 11/6 | 0.167
511/6 | 0.167
6| 1/6 | 0.167
Téblazat:

A dobott szdm eloszldsa — szabdlyos dobokocka esetén

018

0,16
0,14
012
010
0,08
0,06
0,04
0,02
0,00
1 2 3 4 5 6

29. abra. A dobott szdm eloszldsa — egyetlen szabdlyos dobdkocka esetén

2. Feladat: Az osszeg eloszlasa — két szabalyos dobdokocka esetén. Kiinduldsként vegyiik fel a dobott szdmok elosz-
l4sait kiilon-kiilon egy tablazat baloldali és felsd peremén:

1 2 3 4 5 6
1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

OO =| WI N~
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Téblazat:
A fiiggdleges oszlopban: az elsd dobokockdval dobott szdm eloszldsa
A vizszintes sorban: a mdsodik dobokockdval dobott szdm eloszldsa

A fiiggetlenség miatt a dobott két szam egyiittes eloszlasét direktszorzatként kapjuk meg:

1 2 3 4 5 6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1l1/6] 1/6% | 1/6% | 1/6% | 1/6% | 1/6° | 1/62
2[1/6 [ 1/6% ] 1/6%|1/6% ] 1/6% | 1/6% | 1/62
3 1/61/6% | 1/6% | 1/6% | 1/6% | 1/6% | 1/62
411/6 | 1/6% ] 1/6% | 1/6% | 1/6% | 1/6% | 1/62
5[11/6 [ 1/62]1/62|1/6% ] 1/6% ] 1/6% ] 1/62
6| 1/6 1/6%]1/6%|1/6% ] 1/6% | 1/6% | 1/62

Tablazat: A két eloszlds direktszorzata
A dobott szamok 6sszegének értékét frjuk a tablazat megfeleld celldjaba:
[ [ 1 [ 2] 3 [ 4] 5 [ 6 |

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

Téblazat: A dobott szdmok osszege — két dobokocka esetén

A dobott szamok Osszegének az eloszlasat az 0sszegzési szaballyal kapjuk:

1/62

0.028

2/6°

0.056

3/67

0.083

1/62

0.111

5/62

0.139

6,67

0.167

5/67

0.139

4762

0.111

3/67

0.083

2/6°

0.056

= ==
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1/62

0.028

Tablazat:
Az 0sszeg eloszldsa — két szabdlyos dobokocka esetén

108



<

010

0,08

0,06

oo I I

002

. I
2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 12

30. dbra. Az dsszeg eloszldsa — két szabdlyos dobdkocka esetén

3. Feladat: Az 0sszeg eloszlasa — harom szabalyos dobokocka esetén. A harom dobdkocka koziil az elsd kettSvel
dobott szamok Osszegét nevezilkk X -nek, a harmadikkal dobott szdmot Y -nak. Az aldbbi tdblazat bal oldalara X
eloszlasét, a tetejére Y eloszlasat tettiik:

1 2 3 4 5 6
/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
2 | 1/6°
3 | 2/62
4 | 3/62
5 | 4/62
7 | 6/62
8 | 5/62
9 | 4/62
10 | 3/62
11 | 2/62
12 | 1/6°

Téablazat:
A fiiggdleges oszlopban: az elsd két dobokockdval dobott szdmok 0sszegének eloszldsa
A vizszintes sorban: a harmadik dobokockdval dobott szdm eloszldsa

A fiiggetlenség miatt (X,Y") eloszldsét direktszorzatként kapjuk meg:

1 2 3 4 5 6
1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
1/62 [ 1/63 [ 1/63 [ 1/63 [ 1/6% | 1/6° | 1/6°
2/62 || 2/6% | 2/6% | 2/6% | 2/6% | 2/6% | 2/63
3/62 || 3/6% | 3/63 | 3/6° | 3/63 | 3/6% | 3/63
4/6% || 4/63 | 4/63 | 4/63 | 4/63 | 4/63 | 4/63
5/62 || 5/6% | 5/6% | 5/6° | 5/63 | 5/6% | 5/63
6/62 || 6/6° | 6/63 | 6/6° | 6/6% | 6/6° | 6/63
5/62 || 5/6% | 5/63 | 5/63 | 5/6% | 5/6% | 5/63
4/6% || 4/63 | 4/63 | 4/63 | 4/63 | 4/63 | 4/63
3/62 || 3/6% [ 3/6% | 3/6% | 3/6% | 3/6% | 3/63
2/62 [ 2/6% | 2/6% | 2/6% | 2/6% | 2/6% | 2/6°
1/62 | 1/63 | 1/63 | 1/63 | 1/63 | 1/6° | 1/6°

==
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Tablazat: A két eloszlds direktszorzata
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X és Y osszegének értékét frjuk a tdblazat megfeleld celldjaba:

I [t 2] 3 [ 4] 5] 6]
2 3 | 4 | 5 | 6 | 7 [ 8
3 1 | 5 | 6 | 7 [ 8 |9
1 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10
5 6 | 7 | 8 | 9 | 10| 1
6 7 [ s [ 9 [ 10 | 1| 12
7 s | 9 | 10 | 11 | 12 | 13
g o | 10 | 11 | 12 | 138 | 14
9 0 | 11| 12 | 138 | 14 | 15
10 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
11 2 | 13 | 14 | 156 | 16 | 17
12 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18

Tablazat: A dobott szdmok Osszege — hdrom dobokocka esetén

X és Y Osszegének az eloszlasat az 0sszegzési szabdllyal kapjuk:

3 [ 1/6% ] 0.005
4 | 3/63]0.014
5 | 6/6%0.028
6 | 10/6% | 0.046
7
8
9

15/6 | 0.069
21/6% | 0.097
25/63 | 0.116
10 | 27/6 | 0.125
11 | 27/6% | 0.125
12 [ 25/63 | 0.116
13 | 21/6% | 0.097
14 | 15/6 | 0.069
15 | 10/6% | 0.046
16 | 6/6% | 0.028
17| 3/6% ] 0.014
18 [ 1/6% | 0.005

Tablazat:
Az dsszeg eloszldsa — hdrom szabdlyos dobokocka esetén

0,08
0,06
0,02 I I
al Ii.

0,00
3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18

31. abra. Az 0sszeg eloszldsa — hdrom szabdlyos dobokocka esetén
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4. Feladat: Az osszeg eloszlasa — négy szabalyos dobékocka esetén. A négy dobdkocka koziil az els§ harommal
dobott szamok 6sszegét neveziikk X -nek, a negyedikkel dobott szimot Y -nak. Az aldbbi tdblazat bal oldaldra X
eloszldsat, a tetejére Y eloszldsat tettiik:

1 2 3 4 5 6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/63
3/63
6/63
10/63
15/63
21/63
9 | 25/63
10 | 27/63
11 | 27/63
12 | 25/63
13 | 21/63
14 | 15/63
15 | 10/63
16 | 6/6
17| 3/6°
18] 1/63

QO [ | T = W

Tablazat:
A fiiggdleges oszlopban: az elsd hdarom dobokockdval dobott szdmok dsszegének eloszldsa
A vizszintes sorban: a negyedik dobdkockdval dobott szdm eloszldsa

A fiiggetlenség miatt (X,Y") eloszldsét direktszorzatként kapjuk meg:

1 2 3 4 5 6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

/63 1/6* ] 1/6* ] 1/6*] 1/6* | 1/6* | 1/6*
3/63 | 3/6* | 3/6*| 3/6*| 3/6* | 3/6*| 3/6*
6/65 | 6/6* | 6/6° | 6/6°| 6/6° | 6/6° | 6/67
10/6° || 10/6* | 10/6* | 10/6* | 10/6* | 10/6* | 10/6*
15/6% || 15/6* | 15/6* | 15/6* | 15/6* | 15/6% | 15/6*
21/6% || 21/6% | 21/6* | 21/6% | 21/6* | 21/6 | 21/6%
9 [25/6% || 25/6 | 25/6 | 25/6% | 25/6% | 25/6% | 25/67
10 | 27/6% | 27/6% | 27/67 | 27/67 | 27/67 | 27/6% | 27/6"
11| 27/63 | 27/6% | 27/6% | 27/6% | 27/6% | 27/6% | 27/6%
12 [ 25/6% || 25/6% | 25/6% | 25/6% | 25/6* | 25/6 | 25/6%
13 [ 21/6% | 21/6* | 21/6% | 21/6* | 21/6% | 21/6 | 21/67
14 [ 15/6% || 15/6% | 15/6% | 15/6* | 15/6* | 15/6* | 15/6%
15 | 10/6% | 10/6* | 10/6% | 10/6* | 10/6% | 10/6* | 10/6%
16| 6/6°| 6/6*| 6/6*] 6/6°| 6/6* | 6/6* | 6/6%
17| 3/63 3/68 | 3/6*| 3/6*| 3/6%| 3/6%| 3/6
8] 1/63 | 1/6* | 1/6* | 1/6% | 1/6* | 1/6 | 1/6*

O[O T = W

Tablazat: A két eloszlds direktszorzata
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X és Y osszegének értékét frjuk a tdblazat megfeleld celldjaba:

[ \ 1 2 3 | 4 5 6 |
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
7 8 9 10 11 12 13
8 9 10 11 12 13 14
9 10 11 12 13 14 15
10 11 12 13 14 15 16
11 12 13 14 15 16 17
12 13 14 15 16 17 18
13 14 15 16 17 18 19
14 15 16 17 18 19 20
15 16 17 18 19 20 21
16 17 18 19 20 21 22
17 18 19 20 21 22 23
18 19 20 21 22 23 24

Téblazat: A dobott szdmok osszege — négy dobokocka esetén

X és Y Osszegének az eloszlasat az 0sszegzési szabdllyal kapjuk:

Az 0sszeg eloszldsa — négy szabdlyos dobdkocka esetén

4 1/6% ] 0.001
5 4/6% 1 0.003
6 10/6* | 0.008
7 20/6* | 0.015
8 | 35/6% | 0.027
9 56/6% | 0.043
10 | 80/6* | 0.062
11 | 104/6% | 0.080
12 [ 125/6% | 0.096
13 | 140/6% | 0.108
14 | 146/6* | 0.113
15 | 140/6% | 0.108
16 | 125/6% | 0.096
17 | 104/6* | 0.080
18 | 80/6* | 0.062
19 | 56/6% | 0.043
20 | 35/6% | 0.027
21 [ 20/6% | 0.015
22 [ 10/6% | 0.008
23 4/6% 1 0.003
24 1/6* | 0.001
Téblazat:
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32. dbra. Az dsszeg eloszldsa — négy szabdlyos dobdkocka esetén: GYONYORU HARANG ALAK!

7.2. Hamis dobokockak esete

1. Feladat: A dobott szam eloszlasa — egyetlen hamis dobdokocka esetén. Ez a feladat nagyon egyszer(i, mert nem
kell csindlni semmi mast, mint rdnézni arra a kissé mar izgalmas tdbldzatra és dbrara, ami a dobott szdm eloszlasat
mutatja, amikor egy ilyen hamis dobdkockaval dobunk. Vegyiik észre, hogy a feltételezett dobdkockdn az 1 és a 6 a

legval6sziniibb, a 2, 3, 4, 5 értékek valdsziniisége kisebb.

116/20 [ 0.30
2 [2/20 | 0.10
3 [1/20 | 0.05
4]2/20 | 0.10
5 [3/20 | 0.15
6| 6/20 | 0.30

Tablazat: A dobott szdm eloszldsa — egyetlen hamis dobokocka esetén

0,30
0,25

0,20

0,15

0,10

0,05 I

0,00 .

1 2 3

4 5 6

33. dbra. A dobott szdm eloszldsa — egyetlen hamis dobdkocka esetén

2. Feladat: Az osszeg eloszlasa — két hamis dobékocka esetén. Kiinduldsként vegyiik fel a dobott szdmok eloszlasait

kiilon-kiilon egy tablazat baloldali és felsé peremén:
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1 2 3 4 5 6
6/20 2/20 1/20 2/20 3/20 6/20
116/20
21 2/20
31 1/20
41 2/20
51 3/20
6 | 6/20
Téblazat:

A fiiggdleges oszlopban: az elsd dobokockdval dobott szdm eloszldsa
A vizszintes sorban: a mdsodik dobokockdval dobott szdm eloszldsa

A fiiggetlenség miatt a dobott két szdm egyiittes eloszlasat direktszorzatként kapjuk meg:

1 2 3 4 5 6
6/20 2/20 1/20 2/20 3/20 6/20
116/20 36/202 12/202 6/202 12/202 18/202 36/202
2| 2/20 12/202 4/202 2/202 4/202 6/202 12/202
311/20 6/202 2/202 1/202 2/202 3/202 6/202
41 2/20 12/2()2 4/202 2/202 4/202 6/202 12/202
51 3/20 18/202 6/202 3/202 6/202 9/202 18/202
6 | 6/20 36/202 12/202 6/202 12/202 18/202 36/202
Tablazat: A két eloszlds direktszorzata
A dobott szamok Osszegének értékét irjuk a tablazat megfeleld celldjaba:
[ [ 1 [ 2 [ 3 [ 4] 5 [ 6 |
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

A dobott szadmok Osszegének az eloszldsét az 0sszegzési szabdllyal kapjuk:

Téblazat: A dobott szdmok dsszege
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2 [ 36/20% | 0.090
3 | 24/20% | 0.060
4 [ 16/202 | 0.040
5 | 28/20% | 0.070
6 | 43/20% | 0.113
7 | 88/202% | 0.220
8 | 34/20% | 0.085
9 | 24/20% | 0.060
10 | 33/20% | 0.083
11 | 36/20% | 0.090
12 | 36/20% | 0.090

Téblazat: Az osszeg eloszldsa — két hamis dobokocka esetén

020
015
010

) I I I | | I I I I I
,00 I
2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12

34. dbra. Az 0sszeg eloszldsa — két hamis dobokocka esetén

3. Feladat: Az Gsszeg eloszlasa — harom hamis dobékocka esetén. A harom dobdkocka koziil az elsd kettGvel
dobott szdmok 6sszegét nevezilk X -nek, a harmadikkal dobott szdmot Y -nak. Az aldbbi tdbldzat bal oldaldara X
eloszlasdt, a tetejére Y eloszlasat tettiik:

1 2 3 4 5 6
6/20 | 2/20 | 1/20 | 2/20 | 3/20 | 6/20

36,/20?
24/20%
16,202
28/20?
45/202
88,/20?
34/202
24/20?
33/20?
36/202
36,/20°

= =
D 5| ©| oo || o | ol o
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Tablazat:
A fiiggdleges oszlopban: az elsd két dobokockdval dobott szamok osszegének eloszldsa
A vizszintes sorban: a harmadik dobokockdval dobott szam eloszldsa

A fiiggetlenség miatt (X,Y") eloszldsét direktszorzatként kapjuk meg:
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1 2 3 4 5 6
1/20 | 1/20 | 1/20 | 1/20 | 1/20 | 1/20
2 [36/20% || 1/20% [ 1/20% | 1/20% | 1/20% | 1/20% | 1/203
3 | 247207 || 2/20% | 2/20% | 2/20% | 2/20° | 2/203 | 2/203
4 | 16/202 || 3/20% | 3/20% | 3/20% | 3/20° | 3/20° | 3/20°
5 | 28/20% || 4/20% | 4/20% | 4/20% | 4/20° | 4/203 | 4/203
6 | 45/20% || 5/20% | 5/20% | 5/20% | 5/20% | 5/20% | 5/203
7 | 88/20% || 6/20% | 6/20% | 6/20° | 6/20° | 6/20% | 6/203
8 | 347207 || 5/20% | 5/20% | 5/20% | 5/20% | 5/20% | 5/203
9 | 24/20% || 4/20° | 4/20% | 4/20% | 4/20° | 4/20° | 4/20°
10 | 337207 | 3/20% | 3/20% | 3/20% | 3/20% | 3/20% | 3/203
11 | 36/20% || 2/20% | 2/20% | 2/20° | 2/20° | 2/20° | 2/20°
12 | 36/20% || 1/20% | 1/20% | 1/20% | 1/20% | 1/20% | 1/203
Téblazat: A két eloszlds direktszorzata
X és Y Osszegének értékét irjuk a tdblazat megfeleld celldjaba:

I |t [ 2 ][ 3 [ 4] 5] 6 |

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

7 8 9 10 11 12 13

8 9 10 11 12 13 14

9 10 11 12 13 14 15

10 11 12 13 14 15 16

11 12 13 14 15 16 17

12 13 14 15 16 17 18

Tablazat: A dobott szamok osszege — hdrom dobdkocka esetén

A dobott szamok Osszegének az eloszldsat az 6sszegzési szaballyal kapjuk:
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216/20° | 0.027
216/20° | 0.027
180/20% | 0.023
296,/20% | 0.037
498/20% | 0.062
966,/20° | 0.121
9 | 673/20% | 0.084
10 | 570/20° | 0.071
11 | 759/20% | 0.095
12 | 908/20% | 0.114
13 | 999/20° | 0.125
14 | 450/20° | 0.056
15 | 351/20° | 0.044
16 | 378/20% | 0.047
17 | 324/20° | 0.041
18 | 216/20° | 0.027

QO [ O] T | W

Tablazat: Az Osszeg eloszldsa — hdrom hamis dobokocka esetén

0,12
0,08
0,06
0,04
"1l 11
0,00
3 7 8 9

4 5 6 10 11 12 13 14 15 16 17 18

35. dbra. Az 0sszeg eloszldsa — hdrom hamis dobdkocka esetén

4. Feladat: Az osszeg eloszlasa — négy hamis dobokocka esetén. A négy dobdkocka koziil az elsé harommal dobott
szamok Osszegét neveziik X -nek, a negyedikkel dobott szimot Y -nak. Az alabbi tablazat bal oldalara X eloszlasat,
atetejére Y eloszlasat tettiik:
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1/20

1/20

1/20

1/20

1/20

1/20

216,/20°

216,/20°
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198/20°

O[O U = W

966,/20°

673/20°

570/20°

11

759203

12

908,/20°

13

999,/20°

14

450/20°

15

351/20°

16

378/20°

17

324/20°

18

216/203

Tablazat:

A fiiggdleges oszlopban: az elsd hdrom dobokockdval dobott szdmok dsszegének eloszldsa
A vizszintes sorban: a negyedik dobokockdval dobott szdm eloszldsa

A fiiggetlenség miatt (X,Y") eloszldsét direktszorzatként kapjuk meg:

1 2 3 4 5 6
1/20 1/20 1/20 1/20 1/20 1/20
3 | 216/20% || 216/20% | 216/20% | 216/20% | 216/20* | 216/20* | 216/20%
4 [ 216/20% || 216/20% | 216/20% | 216/20% | 216/20% | 216/20% | 216,/20%
5 | 180/20° || 180/20% | 180/20% | 180/20% | 180/20% | 180/20* | 180,/20%
6 | 296/20% || 296/20% | 296/20% | 296/20% | 296/20% | 296/1296 | 296/67
7 | 498/20° || 498/20% | 498/20% | 498/20% | 498/20% | 498/20% | 498,207
8 1966/20% || 966/20% | 966/20% | 966/20% | 966/20% | 966/20% | 966,207
9 | 673/20° || 673/20% | 673/20% | 673/20% | 673/20* | 673/20% | 673/20"
10 | 570/20° || 570/20% | 570/20% | 570/20% | 570/20% | 570/20% | 570/20%
11 | 759/20% || 759/20% | 759/20% | 759/20% | 759/20% | 759/20% | 759/20%
12 | 908/20° || 908/20% | 908/20% | 908/20% | 908/20% | 908/20% | 908/20%
13 [ 999/20% [| 999/20% | 999/20% | 999/20% | 999/20% | 999/20% | 999/20%
14 | 450/20° || 999/20% | 450/20% | 450/20% | 450/20% | 450/20% | 450,207
15 | 350/20° || 350/20% | 350/20% | 350/20% | 350/20% | 350/20% | 350/20%
16 | 378/20° || 378/20% | 378/20% | 378/20% | 378/20% | 378/20% | 378/20%
17 | 324/20% || 324/20% | 324/20% | 324/20% | 324/20% | 324/20% | 324/20%
18 | 216/20° || 216/20% | 216/20% | 216/20% | 216/20% | 216/20* | 216/20*

Tablazat: A két eloszlds direktszorzata

X és Y osszegének értékét frjuk a tdblazat megfeleld celldjaba:
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I [ 1 2 [ 3 [ 4 5 6]
3 4 S 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
7 8 9 10 11 12 13
8 9 10 11 12 13 14
9 10 11 12 13 14 15
10 11 12 13 14 15 16
11 12 13 14 15 16 17
12 13 14 15 16 17 18
13 14 15 16 17 18 19
14 15 16 17 18 19 20
15 16 17 18 19 20 21
16 17 18 19 20 21 22
17 18 19 20 21 22 23
18 19 20 21 22 23 24

Téablazat: A dobott szdmok osszege — négy dobokocka esetén

A dobott szamok Osszegének az eloszlasat az 0sszegzési szaballyal kapjuk:

Téblazat: Az dsszeg eloszldsa — négy hamis dobokocka esetén

4 1 1296/20* | 0.008
5 | 1728/20% | 0.011
6 | 1728/20% | 0.011
7 | 2784/20* [ 0.017
8 | 4840/20% | 0.030
9 | 9392/20% | 0.059
10 | 8896/20% | 0.062
11| 8696/20% | 0.054
12 [ 11569/20% | 0.072
13 | 14768/20% | 0.092
14 | 17524/20% | 0.110
15 | 12872/20% | 0.080
16 | 11518/20* | 0.072
17 | 12696/20* | 0.079
18 | 12396/20% | 0.077
19 | 10368/20* | 0.065
20 | 5265/20* | 0.033
21 | 4104/20% | 0.026
22 [ 3672/20% | 0.022
23 | 2592/20% | 0.016
24 [ 1296/20" | 0.008
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36. dbra. Az 0sszeg eloszldsa — négy hamis dobokocka esetén

A szamoldast — terjedelmessége €s unalmas mivolta miatt — itt a konyvben nem folytatjuk tovabb. Az Excelben elvégé-
zett szdmitdsok alapjdn csak dbrakkal adjuk meg

e 7 hamis dobdkocka 0sszegének €s
e 10 hamis dobdkocka 6sszegének

az eloszldsat. Lathat6, hogy 7 dobdkocka esetén az 0sszeg eloszldsa még nem igazdn harang alaki, de 10 dobdkocka
esetén mar gyonyor( harang alakot kapunk.

0,07
0,06
0,05

0,04

0,03
o 11
ol [
0o --=ul II | || loa.

7 9 1113 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

=1

37. abra. Az 0sszeg eloszldsa — hét hamis dobokocka esetén

0,07

0,06

0,02
0,01 } ‘
0 __-|l|||| ||I|I-._

1012141618 2022 24 26 28 3032 34 36 38 4042 44 46 48 50 52 54 56 58 60

38. dbra. Az dsszeg eloszldsa — tiz hamis dobokocka esetén: GYONYORU HARANG ALAK!
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7.3. Kiilonbozo dobokockak esete

Az el6z6 két alfejeztben a dobokockdk mindkét esetben egyformdk voltak. El6szor egyformédn szabdlyosak, azutdn
pedig egyforman hamisak. Ahhoz, hogy a dobdkockdkkal dobott szamok 6sszegének eloszldsa harang alakot 6ltson,
nem kell, hogy a kockak egyformdk legyenek. Ha a dobékockdink nem egyformdk, mert

e alapjaik szdma mas-mas, vagy
e a cinkelésiik mas-mas,

de a kockak egymastol fiiggetleniil miikodnek, akkor — elég sok dobokocka esetén — az 0sszeg eloszlasa koze-
litoleg harang alaku lesz. A harang elhelyezkedése és alakja (keskenyebb, csicsosabb vagy szélesebb, laposabb)
természetesen fligg attdl, hogy a dobdkockdk milyenek, a veliik dobott szdmok varhat6 értéke és szérdsa mekkora,
de az a tény, hogy az Osszeg eloszlasa kozelitSleg harang alakd, elég sok dobdkocka esetén teljesiilni fog. Ennek
illusztraciéjatdl itt most eltekintiink, a szdmolas Excellel val6 elvégzése legyen az Olvsé munkdja és 6rome!
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8. Altalanos formulak kétdimenzios eloszlasokkal kapcsolatban

Amikor az X és Y val6sziniliségi valtozokbdl alkotunk egy kétdimenziés (X,Y) valdszintiségi valtozot, kézen-
fekvd, hogy X, Y és (X,Y) silyfiiggvényei kozott kapcsolatokat fedezhetiink fel. A most kovetkezd dltaldnos
formuldkban x és y a sdlyfiiggvények viltozéit jelslik. Az (X,Y) kétdimenzids valdszintiségi valtozo sdlyfiigg-
vényét p(z,y) ,az X valdsziniiségi viltozo silyfiiggvényét pi(x) ,az Y valdsziniiségi valtozo sulyfiiggvényét
p2(y) jeloli. Emlékeztetiink a sulyfiiggvények jelentésére:

pl(x) = P(X = aj)

p2(y) = P(Y =y)

8.1. Osszegzési szabaly vetiilet eloszlasokkal kapcsolatban

Nyilvanvaldak az aldbbi 0sszegzési szabalyok:

pi) =Y pz,y)

Y

> plz,y)

x

p2(y)

8.2. Szorzasi szabaly fiiggetlen koordinatak esetére

Ha X és Y fiiggetlenek, akkor
p(z,y) = pi(x) - p2(y)

A p(zx,y) sdlyfiiggvényt (eloszlast) a p;(x) és pa(y) sulyfiiggvények (eloszldsok) direktszorzatinak nevezziik.

8.3. Osztasi és szorzasi szabalyok feltételes sulyfiiggvényekkel

Ha z lehetséges értéke X -nek, akkoraz X = z feltétel mellett Y feltételes stlyfliggvényét py;(y|r) -szel
jeloljiik. Tehdt po(;(y|z) annak a val6szintiségét jeloli, hogy az X = x feltétel mellett bekovetkezik az Y = y

esemény:
P2\1(?J|37) =P(Y =y|X =2)

Nyilvén teljesiil az alabbi osztasi szabaly:

P2\1(9|$) =

Hasonl6képpen, ha y lehetséges értéke Y -nak, akkor az Y = y feltétel mellett X feltételes silyfiiggvényét

p1j2(z|y) -nal jeloljiik, azaz
pip(zly) = P(X = z[Y =y)
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Nyilvan teljesiil az alabbi osztasi szabaly:
p(@,y)
p2(y)

p1\2($\y) =

A felirt osztasi szabdlyok igy frhatdk 4t szorzasi szabalyokka:
x)
Y)

p(z,y) = pi(x) P2|1(y|
p(x,y) = p2(y) prj2(z|

8.4. Eloszlasok keverése

Az 0sszegzési és a szorzdsi szabalyok kombinaldsdval adédnak az aldbbi formuldk:

pi(z) = Z pa2(y) p1j2(zly)

pa(y) = Zpl ) pa)1 (ylo)

Ezek a formuldk a kordabban vett
P(B) = P(A;)-P(B|A;) +P(As) - P(B|Ag) +

teljes valoszintiség formuldjanak specidlis esetei. Ezért hivatkozhatunk rdjuk gy is mint a teljes valészintiség formu-
1ai kétdimenziés diszkrét valészintiségi valtozokra. A jobboldali kifejezéseket egyfajta keverésnek is felfoghajuk.

Példaul a
Z p1(x) P21 (ylz)

formula azt mutatja, hogy a po(y) fliggvényértéket dgy kaphatjuk meg, hogy a a po(y|z) fliggvényértékeket a
p1(x) sulyfiiggvény szerint keverjiik. Tehdt

e az Y valésziniiségi valtozo silyfiiggvénye (eloszlasa) nem mas, mint az Y feltételes sulyfiiggvényeinek
(feltételes eloszlasainak) keveréke az X sulyfiiggvénye (eloszlasa) szerint.

Hasonléképpen

e az X valosziniiségi valtozo sulyfiiggvénye (eloszlasa) nem mas, mint az X feltételes sulyfiiggvényeinek
(feltételes eloszlasainak) keveréke az Y sulyfiiggvénye (eloszlasa) szerint.

8.5. Eloszlas transzformacidja egydimenzioban

Tegyiik fel, hogy adott egy y = t(x) figgvény. Ha az X valGszintiségi véltoz6 értékét behelyettesitjik az
y = t(x) fiiggvénybe, akkor a kapott ¢(X) érték egy tij Y valdszintiségi valtozo6t definidl:
Y = t¢(X)
Y silyfiiggvényének az értékét egy adott y helyen az X sulyfliggvényébdl 6sszegzéssel kapjuk meg:
ry) = Y, plx)
z:t(z) =y

A képlet azt fejezi ki, hogy az r(y) értéket igy kaphatjuk meg, hogy megkeressiik azokat az = helyeket, melyekre
t(xr) = y,ésazilyen x helyekhez tartozé p(z) értékeket Gsszeadjuk.

Azt mondjuk, hogy az 4j r(y) sidlyfiiggvényt (eloszldst) az eredeti p(z) sdlyfiiggvénybdl (eloszldsbdl) az y =
t(z) transzformaciéval kaphatjuk meg.
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8.6. Eloszlas transzformacidja kétdimenziobol egydimenziéba

A most kovetkezd fejezetekben végzett szamitasok elvileg papir-ceruza technikaval is elvégezhetSk. E konyv szerzdje
Excel segitségével szamolt. Tanulsdgos, ha az Olvasd is elvégzi a szamitdsokat Excellel, és megtapasztalja a szdmolds
elegancidjat és erejét.

Kétdimenzids esetben, ha adott z = t(x,y) figgvény, és az (X,Y) kétdimenziés valdsziniiségi viltozé értékét
behelyettesitjika z = ¢(xz,y) fiiggvénybe, akkor a kapott ¢(X,Y") érték egy iij Z valGsziniiségi valtozot definial:
Z = KX,Y).

A Z siulyfiiggvényét (X,Y) siilyfiiggvényébdl osszegzéssel kapjuk meg:
r(z) = > oy
(z,y): t(z,y) = 2

A képlet azt fejezi ki, hogy az r(z) értéket ugy kaphatjuk meg, hogy megkeressiik azokat az (z,y) helyeket,
melyekre t(x,y) = z,ésazilyen (x,y) helyekhez tartozé p(z,y) értékeket sszeadjuk.

A Z eloszldsfiiggvényét (X,Y) siilyfiiggvényébdl osszegzéssel kapjuk meg:
R(z) = > play)
(@) t(zy) < 2
A képlet azt fejezi ki, hogy az R(z) értéket igy kaphatjuk meg, hogy megkeressiik azokat az (x,y) helyeket,
melyekre t(x,y) < z,ésazilyen (x,y) helyekhez tartozé p(z,y) értékeket dsszeadjuk.

Azt mondjuk, hogy az j eloszldst az eredeti eloszlasbla z = t(z,y) transzformaciéval kaphatjuk meg.

8.7. Példak

Mindegyik példa azzal a feladattal kapcsolatos, melyet az 1. fejezet "Kombinatorikus alapképletek” cimii 8. pontjdban
vettiink: Egy dobozban 45 darab goly6 van, melyek koziil 10 piros, 15 kék, 20 fehér. Kivesziink 8 golyét
visszatevés nélkiil, és megfigyeljiik, hogy a kihtizottak k6zott hany piros és hany kék lesz. Az igy kapott X és YV
valésziniiségi valtozokbdl ad6dé (X,Y) kétdimenzids valdszintiségi valtozd p(x,y) stlyfiiggvényének tabldzatat
akkor meghatdroztuk (bar akkor még a sulyfiiggvény folgalmit nem ismertiik — most mar ismerjiik). A tdblazatot
idemdsoljuk:

v |

8 || 0.000

7 || 0.001 0.000

6 || 0.004 | 0.005 | 0.001

5] 0.016 | 0.026 | 0.013 | 0.002

4 || 0.0317 | 0.072 | 0.054 | 0.015 | 0.001

3]l 0.033 | 0.102 | 0.108 | 0.048 | 0.009 | 0.001

2 || 0.019 | 0.0756 | 0.106 | 0.067 | 0.019 | 0.002 | 0.000

1 0.005 | 0.027 | 0.049 | 0.040 | 0.017 | 0.003 | 0.000 | 0.000

0 || 0.001 0.004 | 0.008 | 0.009 | 0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Fo 1 [ 2 35+ 5 6715 e
Tablazat:

A valésziniiségek numerikus értékei
( 3 tizedes pontossdggal; az lires helyeken nulldk dllnak)
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(Mivel a tablazatba irt szdmok 3 tizedes pontossdguak, az aldbbi szamitdsokban a 3. tizedesjegyben adddhatnak "hiba-

2 n

nak tlin6" eltérések. Ezeken a pontatlansdgokon nem szabad fennakadni.)
1. Példa: A kihuzott pirosak szama és kékek szama szorzatdnak silyfiiggvénye (eloszlasa).

ElSszor egy tabldzatba beirjuk a lehetséges x és y értékek szorzatait. Ime:

v ||

8 0

7 0 7

6 0 6 12

5 0 5 10 15

4 0 4 8 12 16

3 0 3 6 9 12 15

2 0 2 4 6 8 10 12

1 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Fo i1 213 ¢ 5675z
Tablazat:

A szorzat értékei
(Az tires helyek 0 val6szintiségliek, azokkal nem kell foglalkozni.)

A szorzat sdlyfiiggvényének (eloszldsdnak) meghatdrozdsa céljabol a szorzat lehetséges értékeit egy Uj tablazat el-
s6 oszlopdba rendezziik, és minden sorban kiszamoljuk a megfeleld valdszintiséget az idevonatkozé Gsszegzési sza-
ballyal. Ezt kapjuk:

IERRION|

z

0 | 0.136
1 | 0.027
2 (0124
3 | 0.143
4 | 0.195
5 | 0.030
6 | 0.180
8 | 0.074
9 | 0.048
10 | 0.015
12 | 0.025
15 | 0.002
16 | 0.001

Tablazat: A szorzat silyfiiggvénye (eloszldsa)

Most utdlag — példaként — elmagyarazzuk, hogy a tabldzatban vastagitassal kiemelt 0.195 érték hogyan jott ki:

e ElGszor "A szorzat értékei” cimi tdbldzatban megkerestiik azokat az (x,y) helyeket, melyekre z -y = 4.
Ezeket taldltuk:

(1,4)  (2,2) (4,1

125



e Ezutén a talalt helyekhez tart6z6
p(1,4) = 0.072

p(2,2) = 0.106
p(4,1) = 0.017

val6szintiségeket osszeadtuk:

r(4) = 0.072 + 0.106 + 0.017 = 0.195

2. Példa: A kihuzott pirosak szama és kékek szama eltérésének silyfiiggvénye (eloszlasa)
(eltérés = kiilonbség abszolut értéke).

ElSszor egy tabldzatba beirjuk a lehetséges x és y értékek eltéréseit. ime:

y |

81 8

71 7 | 6

6 6 | 5 | 4

5 5 | 4 | 3 | 2

411 4 | 3 | 2 | 1 | 0

3 3 (2 [ 1 | 0 | 1 | 2

299 2 1 1 |1 0 | 1 | 2 | 3 | 4
1y 1 { o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
o( o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 17
o T v [T 2734756 7] I

Tablazat: Az eltérések értékei

Az eltérés sulyfiiggvényének (eloszlasdnak) meghatarozasa céljabdl az eltérés lehetséges értékeit egy uj tablazat el-
s6 oszlopdba rendezziik, és minden sorban kiszamoljuk a megfelel§ valdszintiséget az idevonatkozé Osszegzési sza-
béllyal. Ezt kapjuk:

=] () |

z

01]0.183
11]0.332
2| 0.245

3710.145 |

41 0.066
5 | 0.022
6 | 0.005
7 | 0.001
8 [ 0.000

Téblazat: Az eltérés sulyfiiggvénye (eloszldsa)

Most utdlag — példaként — elmagyarazzuk, hogy a tabldzatban vastagitissal kiemelt 0,145 érték hogyan jott ki:
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e ElGszor "Az eltérés értékei" cimii tdbldzatban megkerestiik azokat az (z,y) helyeket, melyekre |z —y| = 3.
Ezeket talaltuk:
2,5 (14 (03 G0 &1 (62

e Ezutdn a taldlt helyekhez tart6z6

p(2,5) = 0.013
p(1,4) = 0.072
p(0,3) = 0.033
p(3,0) = 0.009
p(4,1) = 0.017
p(5,2) = 0.002

valdszintliségeket 0sszeadtuk:

r(3) = 0.013 + 0.072 + 0.033 + 0.009 + 0.017 + 0.002 = 0.145

3. Példa: A kihiizott pirosak szama és kékek szama dsszegének silyfiiggvénye (eloszlasa).

ElSszor egy tabldzatba beirjuk a lehetséges 2 és y értékek dsszegeit. Tme:

y |

81 8

71 7 | 8

6 6 | 7 | 8

5 5 | 6 | 7 | 8

41 4 | 5 | 6 | 7 | 8

3 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8

24 2 1 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8

iy 1 ( 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8
of o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 1 | 8
o [ vt [ 273747576 [ 7] I

Tablazat: Az dsszeg értékei

Az 0sszeg sulyfiiggvényének (eloszlasdnak) meghatarozasa céljabol az 6sszeg lehetséges értékeit egy uj tablazat el-
s6 oszlopdba rendezziik, és minden sorban kiszdmoljuk a megfelel6 valdszinliséget az idevonatkoz6 0sszegzési sza-
ballyal. Ezt kapjuk:

H
<
—
N
~—

0.001
0.009
0.054
0.165
0.284
0.281
0.156
0.045
0.005

O[T =W N | O

Téblazat: Az osszeg sulyfiiggvénye (eloszldsa)
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Most utdlag — példaként — elmagyardzzuk, hogy a tdbldzatban vastagitdssal kiemelt 0,165 érték hogyan jott ki:

o ElGszor "Az 6sszeg értékei” cimd tiblazatban megkerestiik azokat az (z,y) helyeket, melyekre « +y = 3.
Ezeket taldltuk:

0,3) (1,2) (2,1) (3,0

e Ezutédn a talalt helyekhez tart6z6

p(0,3) = 0.033
p(1,2) = 0.076
p(2,1) = 0.049
p(3,0) = 0.009

valdszintiségeket 0sszeadtuk:

r(3) = 0.033 + 0.076 + 0.049 + 0.009 = 0.165

8.8. Fiiggetlen valdszintiségi valtozok osszege — konvolicio

Az Osszegre vonatkozé kordbbi képletnek egy specidlis esetét kiilon kihangsilyozzuk. Ha X és Y fiiggetlen
valdszintiségi valtozok, akkor X + Y sulyfliggvénye:

rz) = Y. m@)pay)

(zy)zty =2

vagy

@) = 3 i) pale - )

vagy
r(z) = > pi(z—y) pa(y)

A képletek azt fejezik ki, hogy az r(z) értéket ugy kaphatjuk meg, hogy megkeressiik azokat az (x,y) helyeket,
melyekre ©+y = z,ésazilyen (x,y) helyekhez tartozé pi(x) - pa(y) szorzatértékeket dsszeadjuk.

Azt mondjuk, hogy az r(z) silyfiiggvény (eloszlds) a p1(x) és pa(y) eloszldsokbdl konvolicidval ad6dik.

128



