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Tisztelt Hallgatok!

Kérem, hogy a jegyzetben talalt hibakat a vetier @math.bme.hu email cimen jelezzék nekem. A levél targya legyen:
Hibat talaltam. Egy hatékony médszer a hibdk rogzitésére, ha valaki a szdmitégépen olvassa a jegyzetet:

e nyom egy PFRINT SCREEN-t

e behivja a PAINT programot

e nyom egy PASTE (ctrl-V) utasitast

e pirossal bekarikdzza a hibét, esetleg valamit oda ir

o clmenti a JPG f4jlt, a f4jl neve legyen a hiba helyének az oldalszdma, vagy a nevében legyen benne az oldalszam
e a JPG f4jlokat csatolt fajlként a fent megadott cimre

Természetesen minden mas mdédszerrel kiildott hibajelzést is koszonok.

Az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel megjelolt feladatok és anyagrészek nem részei a kotelez6 vizsga
anyagéanak. Ezeket a vizsgdkon nem kérdezziik. Viszont ha valaki az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel
megjelolt feladatokbdl és anyagrészekbdl

e Osszesen 20 oldalnyi mennyiséget sz€pen, okosan megtanult, és
e a honlapon megadott hatarid6ig szdndékét emailben jelzi, és

e a szbébeli beszamolo elején frasban bemutatja, hogy mik azok az anyagrészek, melyekbdl 6sszedll az § extra 20
oldala, és

e utdna a vizsgaztaté dltal a deklardlt anyagbdl feltett kérdésekre sz€pen, okosan vélaszol, akkor

a vizsgdn madr elért a kozepes (3) vagy a j6 (4) osztdlyzatit egy jeggyel javithatja.
A "szépen, okosan" itt azt jelenti, hogy tényleg érti a dolgokat, nem csupén visszamondja az olvasottakat.

Nem iMSC hallgatok részére a kiildendd email cimzettje: vetier49 @gmail.com, targya: Beszamolé Extra tananyag-
bol.

iMSc hallgaték a jegy javitdsan til iMSc extra pontokat szerezhetnek, ha a megtanult anyag mennyisége 30 oldal.
Résziikre a kiildendd email cimzettje: ferenczi @math.bme.hu, tirgya: Beszamol6 Extra tananyaghol.
Eredményes, 6romteli, j6 tanuldst kivdnok! Udvozlettel,

2018. augusztunovember 29.

Vetier Andras



1. Esemény, valoszintiség

L téma: Lehetséges kimenetelek

Az aldbbi véletlen jelenségek megnevezett megfigyelésével kapcsolatban adjuk meg az eseményteret, azaz soroljuk
fel a lehetséges kimeneteleket (mds néven: elemi eseményeket). Minden esetben dllapitsuk meg, hogy hidny elem( az
eseménytér?

1.

10.

(a) Két szabdlyos érmével dobunk,
(b) Harom szabalyos érmével dobunk,
(c) Négy szabdlyos érmével dobunk,
(d) Ot szabélyos érmével dobunk,

(e) Tiz szabalyos érmével dobunk,

és megfigyeljiikk mindegyik érmén, hogy melyik oldal van felil.

(a) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig végre fejet kapunk,
(b) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig masodszorra fejet kapunk,
(c) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk,

és megfigyeljiik, hany dobads kell ehhez.
(a) Addig dobunk egy szabalyos érmével, amig végre fejet kapunk,

(b) Addig dobunk szabdlyos érmével, amig masodszorra fejet kapunk,
(c) Addig dobunk szabélyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk,

és megfigyeljiik, hogy addig hanyszor dobtunk irést.

(a) Két szabalyos (kiilonb6z6 szinti) dobokockaval dobunk,
(b) Héarom szabalyos (kiillonb6z6 szinti) dobdkockéaval dobunk,
(c) Négy szabdlyos dobdkockaval dobunk,
(d) Ot szabdlyos (kiilonboz6 szinti) dobékockaval dobunk,

és megfigyeljiik mindegyik kockédn, hogy melyik szdm van feliil.

(a) Addig dobunk egy szabalyos dobdkockaval, amig végre hatost kapunk,

(b) Addig dobunk egy szabdlyos dobdkockdval, amig masodszorra hatost kapunk,

(c) Addig dobunk egy szabalyos dobdkockaval, amig harmadszorra hatost kapunk,
és megfigyeljiik, hdny dobés kell ehhez.

I1. téma: Kombinatorika gyakorlasa

A hét torpe minden este mas sorrendben szeretne sorba allni, amikor Héfehérke a vacsorat osztja. Hanyfélekép-
pen tehetik ezt meg?

Hanyféle sorrendben rakhatok ki a MATEMATIKA sz6 bettii?

Egy versenyen 5 -en indulnak, az djsdgok az elsé hdrom helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista?
(Kozlik a helyezést is.)

Egy fagyizéban 5 féle fagylalt kaphat6: vanilia, csoki, mélna, piszticia és citrom. Hanyféleképpen vehetiink 2
gombdcot, ha szdmit a gombdeok sorrendje is, és lehet egyfajtabol tobbet is venni?

Van 6 lanyismer6som, és kett6t el akarok hivni moziba. Hanyféleképpen tehetem ezt meg?



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

3 Uj tanart és egy titkarndt akarnak felvenni egy iskoldban. 6 tandr- és 3 titkarnd-jelolt van. Hanyféleképpen
keriilhetnek ki koziilikk az iskola dj dolgoz6i?

Egy szamkombindcids zarat 3 db kiilonbozs, 1 é€s 10 kozotti szam begépelésével lehet kinyitni, de tudjuk,
hogy a szdmok névekvd sorrendben vannak. Hany ilyen kombindci6 van?

II1. téma: Klasszikus képlet alkalmazasa

Feldobunk egy érmét

o kétszer
e haromszor

® 1 -szer
egymasutin.

(a) Mi a valésziniisége, hogy dobunk (legaldbb egy) fejet?
(b) Es hogy pontosan 1 db fejet dobunk?

Egy csomag magyar kartydbodl kivesziink egy lapot, megnézziik a szinét, majd visszatessziik. Megkeverjiik a
paklit, majd megint valasztunk egy lapot. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a két lap szine kiilonb6z6?

Mi a val6szintisége annak, hogy két szabélyos kockdval dobva legaldbb az egyik 6 -os lesz? Es annak a valé-
szinlisége, hogy egyik sem lesz 6 -o0s?

Mi a valdszintisége annak, hogy egy haromgyermekes csalddban a gyerekek mind egynemtiek, ha a lanyok és a
fiuk sziiletési valészintlisége egyarant % ?

Legaldbb hdny szabdlyos pénzdarabot kell feldobni ahhoz, hogy 90% -ndl nagyobb legyen az esély arra, hogy
legyen koztiik fej?

Mennyi a valészintisége, hogy ha egy polcon 7 db konyvet véletlenszertien sorba rakunk, akkor egy koztiik

sz

1év4 trilogia kotetei egymds mellé keriilnek?
Hatszor dobunk egy szabdlyos dobokockaval. Mi a val6szinlisége annak, hogy mind a hat szdm el6jon?

A brazil labdarigé védlogatott edzésének megkezdése elbtt, az edzésen résztvevd 22 jatékost két csoportba oszt-
jék. Mi annak a valdszintisége, ha taldlomra torténik a szétosztds a két 11-es csoportba, hogy Ronaldo és Ronal-
dinho egymas ellen jatszik?

Mennyi a val6szintisége annak, hogy az 6tos lottén ( 90 -b8l 5 szamot hiiznak, sorrend nem szdmit) pontosan
két taldlatunk lesz? Es hogy legalabb két taldlatunk lesz?

Egy dobozban 6 zold és 4 sarga golyé van. Kihizunk (visszatevés nélkiil) 4 golydt csukott szemmel, mennyi a
val6szintisége, hogy pontosan két zold golydt huztunk ki?

A hires Galton deszka.

A képek alapjan ismerkedjiink meg a Galton deszkdval! Képzeljiik el, mi torténik, mi torténhet, ha start pontra
helyeziink egy goly6t, ami aztdn ide-oda iitédve, legurul az alapvonalra! Feltételezziik, hogy minden eldgaz4snal
a goly6 0.5 valdsziniiséggel megy balra, 0.5 valdsziniiséggel megy jobbra.
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1. abra. Galton deszka

0. kapu
1. kapu
2. kapu
3. kapu
4. kapu

Start pont

0. szint
1. szint

Alepronal 2. szint

ésa

szamozott cellak 3. szint

4. szint

10. szint

i

2. abra. Galton deszka: szintek 0-tol 10-ig és a kapuk a 4. szinten




3. dbra. Egy lehetséges pdlya mentén tobbszor is odarajzoltuk a golyot

Két fontos kérdéskor:

e Vajon milyen eséllyel gurul a goly6 a lehetséges palydk valamelyikén?

e A végén az alapvonalon milyen eséllyel kot ki az egyes celldkban?
Kissé tavoli és merész hasonlat, de elgondolkodtaté:

e Vajon — az életem egy véletlennel t(izdelt szakaszdn — merre sodor a sors?

e Hova sodor a sors, hol kotok ki a végén?

Amikor On, Kedves Olvasé, a valészintiségszamitast kezdSként tanulja, akkor el8szor ilyen "goly6-sorsokat”
kell érdeklddéssel tanulmanyoznia: hogy alakul a legurulé goly6 sorsa? Ha ezt nem taldlja elég izgalmasnak,
akkor fme a vigasz: megfelel6 mennyiségli és mindségti tanulds 4rdn el lehet jutni sokkal dsszetettebb, és emiatt
izgalmasabb, életszer{ibb prolémékhoz.

A legurulé golyé pélydjat azzal jellemezziik, hogy minden egyes szinttel kapcsolatban (a legalsé szinttél —
természetesen — eltekintve) megmondjuk, hogy a goly6 balra vagy jobbra hagyja el a szintet. Az dbran lathat6
palya a balra (B) ésjobbra (J) Iépések alabbi sorozataval jellemezhetd:

B B J J B B J J J J

Szamlalasi feladatok:

23. Hany lehetséges palya van

(a) a start pont és az alapvonal (10. szint) k6zott?
(b) astart pont és a 4. szint kozott?

(c) a4. szint 2. kapuja (mint dj start pont) és az alapvonal (10. szint) k6zott?
24. Hany pélya fut a start pont és

(a) az alapvonal O -ik celldja kozott?

(b) az alapvonal 1 -s6 celldja kozott?



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

(c) az alapvonal 2 -ik celldja kozott?
(d) az alapvonal 6 -ik celldja kozott?

(e) az alapvonal k -ik celldja k6zott?
Hany olyan pélya van, mely a start pontbdl indul és

(a) atmegy a 4. szint 1. kapujan?
(b) atmegy a 4. szint 2. kapujan?

(c) atmegy az i-ik szint j-ik kapujan?
Hany olyan pélya van, mely

(a) atmegy a 4. szint 1. kapujan és az alapvonalon a 3. celldba fut?
(b) 4tmegy a 4. szint 1. kapujan és az alapvonalon a 4. celldba fut?
(c) atmegy a 4. szint ¢ -ik kapujan és az alapvonalon a j -ik celldba fut?
(d) atmegy a k-ik szint ¢ -ik kapujan és az alapvonalon a j -ik celldba fut?
Most képzeljiink el egy nagyobb Galton deszkat, aminek tobb szintje van: az alapvonala nem a 10. szint, hanem

az n -ik. Hany olyan pdlya van ebben a Galton deszkdban, mely dtmegy a k -ik szint ¢ -ik kapujan és az
alapvonalon a j -ik celldba fut?

Val6szintiségek szamoldsa:

Fogadjuk el, hogy a start pont és az alapvonal (10. szint) kozotti lehetséges palydk egyforma esélyliek. Eme
feltevés elfogaddsa utdn meghatirozanddk az aldbbi val6szintiségek: Mennyi a valdszinisége annak, hogy a
start pontbdl indulé golyé

(a) a 0 -ik celldba jut?
(b) az 1 -s6 celldba jut?
(c) a 2 -ik cellaba jut?
(d) a 6 -ik cellaba jut?
(e) a k -ik celldba jut?

Mennyi a valészinlisége annak, hogy a start pontbdl indulé goly6 atmegy
(a) a4. szint 1. kapujan?

(b) a4. szint 2. kapujan?
(c) az 17 -ik szint j -ik kapujan?
Mennyi a valészinfisége annak, hogy
(a) a4. szint 1. kapujabdl indulé golyé az alapvonalon a 3. celldba fut?
(b) a4. szint 1. kapujdbdl indulé goly6 az alapvonalon a 4. celldba fut?

(c) a4.szint ¢ -ik kapujabdl indul6 golyé az alapvonalon a j -ik celldba fut?

(d) a k -ik szint i -ik kapujabol indulé goly6 az alapvonalon a j -ik celldba fut?

Most képzeljiink el egy olyan Galton deszkét, aminek az alapvonala nem a 10. szint, hanem az n -ik. Mennyi a
val6szintisége annak, hogy a k-ik szint ¢ -ik kapujabol indulé golyé az alapvonalon a j -ik cellaba fut?



2. Diszkrét eloszlas

Az aldbbi 4 feladatban az ott definidlt valdszinliségi véaltozok eloszldsat adja meg tdblazattal!

Készitsen abrakat az eloszlasokrol Excellel!

Adja meg tdblazattal a bal- és jobb oldali eloszlasfiiggvényt!

Készitsen dbrakat az eloszlasfiiggvényekrdl is!

e Keresse meg az eloszldsok moduszat és medidnjat is! (A szamoldsokhoz haszndlhatja az Excelt.)

Adja meg az eloszldsokat matemaikai képlettel is!

Jo tanacs: Egy X val6sziniségi valtozo eloszlasanak meghatarozasa kissé Osszetett feladat: meg kell keresni a
valésziniiségi valtozd lehetséges értékeit, és minden lehetséges értékeknek meg kell hatdrozni a valdszintiségét. A
P(X = z) vagy P(X = k) (van amikor az x , van amikor a k& betfit szeretjilk haszndlni) 4ltaldnos képlet
megtaldldsa nehéz lehet. Ilyenkor érdemes 1épésrol 1épésre haladni:

e ElSszora P(X = 1) val6sziniiség értékére keressiik meg a valaszt egy numerikus képlettel, és ennek oriiliink.
e Ezutdna P(X = 2) valdsziniiség értékét adjuk meg egy numerikus képlettel, és ennek még jobban oriiliink.

e Most mdr nagyobb 6nbizalommal meriink belevdgni a P(X = 3) valdszintiség értékének meghatdrozasaba, és
—ha még ez is sikeriil, — akkor mar nagyon oriiliink.

e Es igy tovabb 1épésrdl 1épésre haladva egyre jobban kivildgosodik eléttiink, hogy mi a probléménak a Iényege,
és — j6 esetben — rajoviink még az altalanos képletre is!

Uccu neki, itt a lehet6ség a mdédszer gyakorldsara:

1. (a) Kétszabalyos érmével dobunk.
(b) Harom szabalyos érmével dobunk.
(c) Négy szabdlyos érmével dobunk.
(d) Ot szabélyos érmével dobunk.
(e) Tiz szabalyos érmével dobunk.

Mindegyik esetben a vizsgdlandé valészintiségi véltozd:
X = ahany fejet kapunk
2. (a) Addig dobunk egy szabalyos érmével, amig végre fejet kapunk.
(b) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig mdsodszorra fejet kapunk.

(c) Addig dobunk egy szabalyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk.

Mindegyik esetben a vizsgdland6 valdszintiségi valtozo:

X = ahdny dobis kell ehhez

3. (a) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig végre fejet kapunk.

(b) Addig dobunk szabdlyos érmével, amig méasodszorra fejet kapunk.



(c) Addig dobunk szabélyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk.

Mindegyik esetben a vizsgdlandé valésziniiségi véltozo:
X = ahdny irds ad6dik ekozben

(a) Addig dobunk egy szabdlyos dobdkockaval, amig végre hatost kapunk,
(b) Addig dobunk egy szabdlyos dobékockaval, amig masodszorra hatost kapunk,
(c) Addig dobunk egy szabélyos dobokockaval, amig harmadszorra hatost kapunk,

Mindegyik esetben a vizsgdland6 valdsziniiségi valtozo:

X = ahdny dobés kell ehhez

. 45 darab goly6 van egy dobozban. Koziiliik 10 darab piros, 15 darab kék, 20 darab fehér. Kivesziink
8 goly6t visszatevés nélkiil. Legyen X a pirosak, Y a kékek szdma a kihizottak kozott! Az (X;Y)
kétdimenzids valdszinliségi valtozo eloszlasa valahol kordbban megtaldlhaté ebben a jegyzetben.

(a) Keresse meg!

(b) Allitsa el6 Excellel ezt a tabldzatot!

(c) Adjamegaz X valdszinliségi valtozo eloszlasat képlettel, tdblazattal és grafikonnal!

(d) Adjamegaz Y valdszintiségi valtozoé eloszlasat képlettel, tablazattal és grafikonnal!
. 45 darab goly6 van egy dobozban. Koziilik 10 darab piros, 15 darab kék, 20 darab fehér. Kivesziink 8
golyot, de most nem visszatevés nélkiil, hanem visszatevéssel. Legyen X a pirosak, Y a kékek szdma a
kihuzottak kozott!

(a) Adjamegaz (X;Y) kétdimenziés valGsziniiségi véltozo eloszlasat képlettel is!

(b) Allitsa el Excellel az eloszlds tablazatat!

(c) Adjamegaz X valdszintiségi valtozo eloszlasat képlettel, tablazattal és grafikonnal!

(d) Adjamegaz Y valészintiségi valtozé eloszlasat képlettel, tdblazattal és grafikonnal!

. Az érmék tomegei:

érme 5Ft | 10Ft | 20 Ft | 50 Ft | 100 Ft | 200 Ft

tomeg(g) || 42 | 61 | 70 | 7.7 | 80 9.5

Téblazat: Ermék és tomegeik

Feltételezziik, hogy az érmék valdszinliségei ardnyosak a tomegeikkel. Hany darabot tegyiink be az egyes ér-
mékbdl egy kalapba, hogy a kalapbdl valé hiizaskor az 5 forintos érme legyen a legval6szintibb, aztdn a 10
forintos, és igy tovabb, a legkevésbé valdszintiszinti a 200 forintos legyen! Torekedjen arra, hogy minimalis
szamu érmével oldja meg a feladatot! A megolddsndl — ha gondolja — hasznéljon szamitogépet!

Az alabbi feladatok megolddsaban

e az Osszes eset felsorolasdhoz €s

e az eloszlas tagjainak meghatarozasanal a kedvez6 kimenetelek szamanak leszamlalasahoz
hasznalja az Excel!

. Két szabdlyos dobdkockaval dobunk. Ha a dobott szimok 0sszege kisebb 7 -nél, akkor X legyen a dobott
szamok minimuma, ellenkezd esetben X legyen a dobott szdmok maximuma. Hatdrozza meg X eloszlasat!
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Folytonos egyenletes eloszlas

. Egy varosban a metr$ szabdlyosan 5 percenként jir. Az én érkezési pillanatom a metrédllomdsra véletlenszer(.
Attol fugg, hogy hogyan ébredek, mennyi ideig vacakolok, hogyan tudok dtmenni a zebrakon, stb. Vegyiik a
vérakozdsi id6met egyenletes eloszldstinak 0 és 5 perc kozott! Mi a valdszintisége annak, hogy

(a) kevesebb, mint 3 percet kell varnom a metréra?

(b) tobb, mint 3 percet kell virnom a metréra?

(c) matematikai pontossaggal pontosan 3 percet kell virnom a metréra?
(d) kevesebb, mint x percet kell vdrnom a metréra,ha 0 < x <5 ?

(e) kevesebb, mint x percet kell virnom a metréra, ha x < 0 ?

(f) kevesebb, mint x percet kell vairnom a metréra, ha 5 < x ?

(g) matematikai pontossaggal pontosan z percet kell virnom a metréra?

. A reggeli buszom egyenletes eloszldsd idSpontban érkezik 7 : 30 és 7 : 40 kozott. Hanyra menjek oda a
megélldba, ha legaldbb 80% -os esélyt szeretnék arra, hogy elérjem?

. Egyenletes eloszlds szerint valasztunk egy szdmot a [—1;2] intervallumban. Jel6ljiik ezt X -szel. Mi annak a
valészintisége, hogy X2 < 0.5 ?

. Szimulélja Excellel az el6z6 feladatban szerepld X -et, és sok kisérlet kapcsan szamolja ki az ott szerepld
esemény relativ gyakorisagat! Ha mindent j6l csindlt, akkor a relativ gyakorisdgnak kozel kell lenni a valészi-
niséghez.

. Egy téglalapot gy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldalanak hosszat egymdstol fiiggetleniil 0 és 10 cm
kozott egyenletes eloszlds szerint valasztjuk. Mi a valdszintisége annak, hogy
(a) atéglalap keriilete nagyobb 15 cm -nél?
(b) a teriilete kisebb 25 cm? -nél?
(c) atéglalap keriilete nagyobb 15 cm-nél, és a teriilete kisebb 25 cm? teriiletegységnél?
. Egy véletlen téglalapot ugy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldaldnak hosszit egymastdl fiiggetleniil 0 és 1
kozott egyenletes eloszlds szerint valasztjuk. Mi a valdszintisége annak, hogy
(a) atéglalap keriilete kisebb = hosszegységnél, ahol 0 < x <4 ?
(b) ateriilete kisebb y teriiletegységnél, ahol 0 <y < 17?
(c) atéglalap keriiete kisebb = hosszegységnél, és a teriilete kisebb y teriiletegységnél?
. Egy nagy papirlapra 5 cm-enként parhuzamos egyeneseket hiizunk, majd egy 10 cm hosszu tiit magasrol a
papirra ejtiink. Mi a val6szintisége annak, hogy
(a) atli metszi valamelyik egyenest?
(b) atl két egyenest metsz?
. Bertrand-paradoxon (hires probléma!): Egyezziink meg abban, hogy a kor egy hurjat "hosszinak" nevezziik,
ha a hidrhoz tartozé kozépponti sz6g 120 fokndl nagyobb, vagyis a hir hosszabb, mint a korbe rajzolhaté
egyenl6oldald haromszog oldaldnak a hossza. Egységsugart kor esetén ez annyit jelent, hogy a hur hosszabb,

mint /3 egység. Mi a val6szinlisége annak, hogy a kor hdrjai koziil véletlenszertien vélasztva hosszd hir
adaddik, ha a véletlenszerti valasztds az alabbi modszerek egyikét jelenti?

(a) A kor egyik atmér6jét véletlenszerlen kivalasztjuk gy, hogy az 4tmérd irdnyat kijelold szog egyenletes
eloszlasu legyen 0 és 27 kozott, majd pedig a kivalasztott &tmérdn egyenletes eloszlds szerint valasztunk
egy pontot. Azt a hart tekintjiik, mely 4tmegy ezen a ponton, és merdleges az dtmérdre.
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10.

11.

12.

13.

14.

(b) A kor keriiletén egymastdl fiiggetleniil két pontot valasztunk egyenletes eloszlas szerint, és tekintjiik a két
pont altal meghatdrozott hurt.

(c) A korlapon egyenletes eloszlds szerint vdlasztunk egy pontot, és tekintjiik azt a hurt, aminek ez a pont a
felez6pontja.

A Buffon féle tii probléma dltaldnositdsai:

(a) Egy nagy papirlapra 10 cm-enként parhuzamos egyeneseket hizunk, majd egy 10 cm hosszu tiit
magasrdl a papirra ejtiink. Mi a valészinlisége annak, hogy

i. a tli metszi valamelyik egyenest?
ii. metszi valamelyik egyenest, és 30 fokndl kisebb szoget zar be az egyenessel?

(b) Egy nagy papirlapra 5 cm-enként parhuzamos egyeneseket hizunk, majd egy 10 cm hosszi tiit magasrél
a papirra ejtiink. Mi a valdszinfisége annak, hogy

1. atli metszi valamelyik egyenest?
ii. a tli két egyenest metsz?

(c) Egy nagy papirlapra 2 cm-enként pairhuzamos egyeneseket hizunk, majd egy 10 cm hosszu t{it magasrél
a papirra ejtiink. Mi a valdszintisége annak, hogy a ti pontosan k& darab egyenest metsz? (k > 0 egész)

(d) Egy nagy papirlapra négyzethdl6t szerkesztiink tigy, hogy 20 cm-enként parhuzamos piros egyeneseket
hizunk, majd az ezekre az egyenesekre merdlegesen szintén 20 cm-enként parhuzamos zold egyeneseket
hizunk. Ezutdn egy 10 cm hosszi tiit magasrdl a papirra ejtiink. Mi a val6szinlisége annak, hogy

i. atl piros és zold egyenest is metsz?
ii. a ti metszi valamelyik egyenest?

Extra feladat:

A kordbban tdlalt "Randevii probléma" folytatdsa. Jancsi és Juliska déli 12 o6ra és 1 Ora kozott — mint
feljebb leirtuk — randeviznak. Azonban a randevi menetébe és sikerébe nem csak a véletlen sz6l bele, mint
korabban, hanem Juliska apukdja is: az 1 6rds id6tartam alatt a fiatalok érkezésétol fiiggetleniil 6 is egyenletes
eloszlas szerint odatoppan a randevu helyszinére, és ha valamelyik fiatalt ott taldlja, akkor nagy pataliat csap, és
megakadalyozza a randevu 1étrejottét. Mi a valdszintisége, hogy a fiatalok randevija mégis 1étrejon?

Egy RND random szamot generdlunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy

(2) RND < 0.75 ?
(b) RND > 0.45 ?
(c) 0.45 < RND < 0.75 ?

Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy
(a) RND? < 0.75?
(b) RND? > 0.45 ?
(c) 0.45 < RND? < 0.75?

Egy RND random szamot generdlunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy

(a) VRND < 0.75?

(b) VRND > 0.45 ?

(¢) VRND < 0.75 ?
Egy RND random szamot generdlunk. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a tizedespont utani elsé tizedesje-
gye

(a) 3 -mal egyenl$?

(b) 3 -nél nagyobb?

11



(c) oszthat6 3 -mal?

15. Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a tizedespont utdni masodik
tizedesjegye
(a) 3 -mal egyenl§?
(b) 3 -nél nagyobb?
(c) oszthaté 3 -mal?
16. Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a tizedespont utdni elsd tizedesje-
gye 3 -mal egyenld, és a tizedespont utdni masodik tizedesjegye
(a) 4 -gyel egyenl6?
(b) 4 -nél nagyobb?
(c) oszthat6 4 -gyel?
17. Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a tizedespont utdni elsd tizedesje-
gye 3 -ndl nagyobb, és a tizedespont utdni masodik tizedesjegye
(a) 4 -gyel egyenl6?
(b) 4 -nél nagyobb?
(c) oszthat6 4 -gyel?
18. Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a tizedespont utdni elsé tizedesje-
gye oszthaté 3 -mal, és a tizedespont utdni masodik tizedesjegye
(a) 4 -gyel egyenl6?
(b) 4 -nél nagyobb?
(c) oszthat6 4 -gyel?

19. Két (fiiggetlen) random szdmot generdlunk: RND; , RND» . Mennyi a val6szintisége annak, hogy

(a) RND; + RND, < 0.75 ?

(b) RND; + RND, < 1.75 2

(c) 0.75 < RND; + RNDy < 1.75 ?
(d) RND; +RND; < 2 ?

(e) a < RND; + RND, < b ?

20. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RND> . Mennyi a val6sziniisége annak, hogy

(a) RND; - RNDs < 0.25 2

(b) RND; - RND, < 0.75 ?

(c) 0.25 < RND; - RNDy < 0.75 7
(d) RND; - RND, < 2 ?

(e) a < RND; -RND; < b?

21. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RND> . Mennyi a val6sziniisége annak, hogy

(a) RND; < RND3 ?
(b) RND; < 1 — RND2 ?
(c) RND; < RNDj ?
(d) RND; < RND% ?
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22. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RND, . Mennyi a valdszintisége annak, hogy

(a) RND; + RND2 < 0.75 ?

(b) RND; + RND2 < 1.75 ?

(c) 0.75 < RND; +RND2 < 1.75?
(d) RND; + RNDZ < 2 ?

(¢) @ < RND; +RND32 < b ?

23. Két (fiiggetlen) random szdmot generdlunk: RND; , RND; . Mennyi a valdszintisége annak, hogy
(a) RND, < RND? ?
(b) RNDy < /RND; ?
(c) RND? + RND3 < 17?

24. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RND> . Mennyi a val6sziniisége annak, hogy

(a) az 2> + RND; -z + RND, = 0 madsodfoki egyenlet gyokei valés szamok?
(b) az 2> + RND; - + RNDy = 0 mésodfoki egyenlet gyokei komplex szamok?
25. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RNDs . A nekik megfeleld két pont harom részre osztja a
[0;1] intervallumot. Mennyi a valészintisége annak, hogy
(a) akozépsd rész hosszabb, mint a masik két rész akarmelyike ?
(b) a kozépso rész hosszabb, mint a masik két rész egyiittesen ?

(c) ahdrom részbdl haromszoget lehet 6sszerakni, azaz mindegyik rész rovidebb, mint a masik két rész hossza-
inak az Osszege?
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4. Tovabbi miiveletek és szabalyok

1.

10.

(a) Mi a valészinlisége annak, hogy 10 szabdlyos dobdkockaval dobva a legnagyobb kapott szdm kisebb
vagy egyenld, mint 4, azaz mind a 10 kapott szam kisebb vagy egyenld, mint 4 ?

(b) Mi a valdszintisége annak, hogy 10 szabdlyos dobdkockdval dobva a legnagyobb kapott szdm kisebb
vagy egyenld, mint 3 ?

(c) Mi a valdszintisége annak, hogy 10 szabalyos dobdkockdval dobva a legnagyobb kapott szam 4 -gyel
egyenl6?

Ha egy szabdlyos dobokockat végtelen sokszor feldobndnk, akkor minden 7 -re értelmezhetd lenne az alabbi
esemény: "az elsé n dobds sordn nem dobunk hatost".

(a) Mennyi ennek az eseménynek a valdszintisége?

(b) Gy6z6djon meg réla, hogy ezek az események csokkend sorozatot alkotnak!

(c) Mit jelent ennek a végtelen sok eseményeknek a metszete?

(d) A fentiekbdl kiadédik annak az eseménynek a valdszintisége, hogy "a végtelen sok dobds sordn soha sem
dobunk 6 -ost". Rakja 6ssze fentiekbdl, hogy hogyan jon ez ki!

. Venn diagram segitségével igazolja az Osszegzési szabalyt két tetszGleges eseményre: ha A, B tetszleges

események, akkor
P(AUB) =P(A)+P(B) -P(ANB)

Venn diagram segitségével igazolja az Gsszegzési szabdlyt hdrom tetszbleges eseményre: ha A, B, C' tetsz6le-
ges események, akkor

P(AUBUC) =

P(A) +P(B) + P(C)
P(ANB)—PANC)—P(BNC)
+ P(ANBNCO)

. Hogyan nézhet ki az (X;Y’) kétdimenziés valészintiségi valtozo eloszlasa, hogy X és Y kozott fenndll a

@Y =20-X
b)Y =2X
© Y <20-X
d) Y = X2
) YV < X2

relacidk valamelyike?
Adjon meg olyan sikbeli egyenletes eloszldst, melynek vetiiletei egyik tengelyen sem egyenletes!
Adjon meg olyan sikbeli nem egyenletes eloszlast, melynek vetiilete mindkét tengelyen egyenletes!

Adjon meg két egymastdl kiilonbozd sikbeli eloszlast, melyeknek vetiiletei mindkét tengelyen megegyeznek!
(Tanulsag: egy sikbeli eloszlas vetiiletei nem hatdrozzdk meg a sikbeli eloszlast.)

Rajz segitségével gy6z6djon meg rdla, hogy az A, B események tnidjdnak a metszete egy C eseménnyel
ugyanaz, mint az A U C' metszete B U C -vel.

Rajz segitségével gy6z6djon meg réla, hogy az A, B események metszetének tnidja egy C eseménnyel
ugyanaz, mintaz AN C dnidja BN C -vel.
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5. Feltételes valoszintiség és eloszlas

L. téma: Feltételes valésziniiség

1. Egy szabdlyos dobdkockdval dobunk. Bardtom latja a dobas eredményét, de én nem. Mennyi a val6szintisége,
hogy 6 -ost dobtunk,
(a) ha bardtomtdl tudom, hogy pérosat dobtunk?
(b) Es ha azt tudom, hogy legaldbb 3 -ast dobtunk?
(c) Es ha azt tudom, hogy legfeljebb 5 -ost dobtunk?

2. Feldobunk két dobdokockat.

(a) Mi annak a val6szintisége, hogy legaldbb az egyik kockdn 2 -est dobunk?
(b) Mi annak a valésziniisége, hogy legaldbb az egyik kockdn 2 -est dobunk, ha mdr tudjuk, hogy a dobott
szamok Osszege 67

3. Tegyiik fel, hogy minden sziiletend6 gyermek azonos eséllyel lesz fid vagy lany. Tekinsiink egy véletlenszertien
vélasztott haromgyerekes csalddot. Ha megtudjuk, hogy a csalddban van fid, akkor mennyi annak a valészin(i-
sége, hogy

(a) pontosan egy fid van a csalddban?
(b) pontosan két fid van a csaladban?
(c) pontosan harom fid van a csalddban?

4. A baritommal snapszerozom. Ebben a jétékban 20 darab lap van, mind a négy szinbdl 5 . En is és bardtom is

kap 5 lapot.
(a) Mi a valdszintisége, hogy a baratomnak van zoldje?
(b) Mi a valdszintisége, hogy a bardtomnak van zoldje, ha nekem 3 z6ldem és 2 pirosam van?

5. Egy iskoldba 260 ember jar, 230 tanuld és 30 tandr. Egyszer egy influenzajarvany tort ki koztiik. Az orvos
az alabbi tablazatot készitette:

’ [ beteg | egészséges | dsszesen |
fid 50 60 110
fany 40 80 120
tandr 10 20 30
o0sszesen 100 160 260

Tablazat: Betegek, egészségesek szdma

(a) Véletlenszerien kihizunk egy kartont. Mi a val6szinfisége, hogy a karton
i. fiaé?
ii. betegé?
iii. beteg fiGé?
(b) Ha el6zetesen a fitk, ldnyok és tandrok kartonjait kiilon fikokba gytjtotték, én a lanyokébdl hiizok, mi a
valdszinlisége annak, hogy beteg lanyt hiztam?

(c) Az orvos szorgos asszistense egy kupacba kidobdlta a fiokokbdl az Osszes kartont, aki beteg volt. Ebbdl
véletlenszertien hizva egyet, mi a val6szintisége annak, hogy tandr az illet§?
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10.

11.

12.

13.

14.

(d) Ha kett6t hizok ugyanebbdl a beteg-kupacbdl egymads utdn, mi a valészinlisége, hogy az elsé fiu lesz, a
madsodik 1any? Es hogy mindkett6 fid lesz?

II. téma: Szorzasi szabaly

Egy urndban 3 piros, 5 fehér és 6 zold golyd van. Kihizunk koziilik 3 golyét. Mennyi a valdsziniisége,
hogy elsdre pirosat, masodikra fehéret, harmadikra z6ldet hizunk, ha hizas utdn a golydkat

(a) visszatessziik

(b) nem tessziik vissza?
Egy lakételepen csétanyirtast végeztek. Az elsd vegykezelés még a csétdnyok 60 %-at irtja ki, de utdna a
csotanyok egyre inkdbb immunissd védlnak, igy a masodszorra mér csak a 40 %, harmadszorra pedig csak a
20 %-uk pusztul el. Mi a valészintisége, hogy egy megjeldlt csétany

(a) atvészeli a teljes eljarast?

(b) az utolsé irtaskor pusztul el?

(c) tdléli a kezelést, ha az els6 kezelés utan még lattak élve?

Egy dobozban 16 alkatrész koziil 3 hibads. Mi a val6szintisége, hogy harom egymds utan kivett alkatrész
mikodSképes?

Egy valszamvizsgdan 30 tétel van. Ezek koziil 6 a nevezetes eloszlasokkal kapcsolatos. Az els6 két szébe-
liz6 hallgaté kihiz egy-egy tételt. Mivel visszatevéssel hiznak, hiizhatjdk mindketten ugyanazt is. Mi annak a
valészintisége, hogy

(a) csak az els6 hallgaté hiz nevezetes eloszldsos tételt?

(b) mindkét hallgaté ilyen tételt hiz?

(c) egyik sem hiz ilyen tételt?
Van két dobozunk. Az egyik dobozban 3 piros és 2 kék golyd van, a masikban 2 piros és 4 kék. Az els6
dobozbdl atrakunk egy golyo6t a masik dobozba, majd onnan atrakunk egyet az elsébe.

(a) Mi a val6sziniisége annak, hogy ezek utdn az elsé dobozban 3 piros goly6 lesz?

(b) Mi a valésziniisége annak, hogy az elsd goly6 piros és a masodik kék?

(c) Mi a valdszintisége annak, hogy az elsé goly6 piros volt, ha a masodik kék?
Van két dobozunk. Az egyik dobozban 3 piros és 2 kék golyd van, a masikban 2 piros és 4 kék. Az
els6é dobozbdl atrakunk egy golydét a mésik dobozba, majd onnan atrakunk egyet az els6be, majd az elsé do-

bozbdl ismét egyet a masikba. Taldljon ki olyan kérdéseket, melyek golydk szinével kapcsolatosak, és feltételes
val6szintiségekkel megvalaszolhatok!

II1. téma: Teljes valésziniiség tétele és Bayes tétel

Egy suli tanuldinak 80 %-a lany. Az elsé matekvizsgan édltalaban a lanyok 85 %-a, a fidk 90 %-a megy at. A
hallgatésagnak kb. hany szdzaléka megy at az els6 vizsgan?

Két szabédlyos dobokockaval dobunk, és megnézziik a dobott szdimok kiilonbségét (ami egy 0 és 5 kozotti
szam). Amennyi a dobott szdmok kiilonbsége, annyi szabalyos érmével dobunk. (Tehat az is lehet, hogy O darab
érmével dobunk.) Mi a valészintisége annak, hogy az érmékkel pontosan 4 fejet kapunk?

Els6 1€pés: harom tizforintos érmével dobunk, és megnézziik, hany fejet kapunk. Mdsodik 1épés: ahdny fejet
kaptunk az els6 1épésben, annyi hiszforintos érmével dobunk. Mi a valészinfisége annak, hogy a hiszforintos
érmékkel pontosan 2 fejet kapunk,

(a) ha nem tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel mi jott ki?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

(b) ha tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel legaldbb 2 fejet kaptunk?

A ketyere gydrbanaz A, B és C gépsoron éllitjdk el6 a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25,a B -n
35,a C' -n 40 %-ét gyartjak. Az A gépsoron elallitott ketyerék 5 %-a, a B gépsoron elGallitottak 4 %-a, a
C -n gyértott ketyeréknek csak 2 %-a hibas. A hibdsakat félredobjdk egy nagy kupacba. Ebbdl véletlenszertien
kiszedve egy ketyerét, mi a val6szintisége, hogy aztaz A, B ,illetvea C gépsoron gyartottak?

Egy bindris csatorndna 0 jelet 1/3,az 1 jelet 2/3 valészintiséggel adjdk le. Mivel az adést zajok zavarjék,
ha 0 -t adnak le, akkor 1/4 valdszinliséggel 1 érkezik, ha pedig 1 -et adnak le, 1/5 val6szindiséggel 0
érkezik.

(a) Mi a valdszintisége, hogy 1 -et kapunk?
(b) Kaptunk egy 0 -t. Mi a valdsziniisége, hogy ezt 0 -ként is adtdk le?

Egy dobozban pénz érmék vannak. Az érmék tomegei:

érme SFt | 10Ft | 20Ft | S0Ft | 100 Ft | 200 Ft

tomeg (9) || 42 | 61 | 7.0 | 77 8.0 9.5

Tablazat: Az érmék tomegei

Feltételezziik, hogy htizaskor az érmék valdszinlségei ardnyosak a tomegeikkel. Hiromszor hizunk gy, hogy
az 5, 10, 20 és 50 forintos érméket visszatessziik, a 100 és 200 forintos érméket nem. Mi a
valészinlisége annak, hogy

(a) a 3 -ik hdzdsndl 100 vagy 200 forintos érmét hizunk?
(b) a 2 -ik hizasndl 100 vagy 200 forintos érmét hiizunk, feltéve, hogy a 3 -ik hizdsndl 100 vagy 200

forintos érmét hizunk?

Ugyanaz a helyzet mint az el6z6 feladatban, de most — kezdetkor — minden érmébdl 3 -at tesziink a dobozba.
Most mi a valészinlisége annak, hogy

(a) a 3 -ik hizasndl 100 vagy 200 forintos érmét hizunk?

(b) a 2 -ik huzdsndl 100 vagy 200 forintos érmét huzunk, feltéve, hogy a 3 -ik hizdsndl 100 vagy 200
forintos érmét hizunk?

A jétékvezet§ egy dobozba n golyét helyez, melyek koziil a darab piros, k darab fehér (a >1, k>2).
A jatékos a bal kezével véletlenszerlien vdlaszt az n goly6 koziil egyet, de a szinét nem nézi meg, csak
szorongatja a kezében. A maradék n — 1 goly6 koziil a jatékvezetd kivesz és félretesz egy fehéret. Ezek utan
a dobozban 1é6v6 n — 2 goly6 koziil a jatékos jobb kezével véletlenszertien valaszt egyet, de a szinét nem nézi
meg, csak szorongatja a jobb kezében.

(a) Mennyi a valdszintisége annak, hogy a jatékos bal kezében piros golyd van?

(b) Mennyi a valészintisége annak, hogy a jatékos jobb kezében piros goly6 van?

Megjegyzés: A hires "autd és kecskék feladat” dltalanositasar6l van sz6: a azon ajtok szdma, melyek mogott
auté van, k azon ajték szama, melyek mogott kecske van. a = 1, k = 2 esetén az eredeti "egy auto és két
kecske probléma"-hoz jutunk. A bal kéz azt a szerepet jatsza, amikor a jatékos nem madsitja meg els6 valasztasat
egy masodikkal, a jobb kéz pedig azt a szerepet jatsza, amikor a jatékos megmadsitja az els6 valasztasit egy
masodikkal.

Megoldas:
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(a) Nyilvanval6, hogy
P ( ajatékos bal kezében piros golyé van ) = a
n

(b) A teljes val6szintiség formuldjat felhasznélva kapjuk, hogy
P ( ajatékos jobb kezében piros goly6 van ) =

= P( bal kezében piros golyé ) - P( jobb kezében piros goly6é | bal kezében piros golyé ) +
+ P ( bal kezében fehér golyé ) - P( jobb kezében piros golyé | bal kezében fehér golyé )

a a—1 k a

n—2 n n-—2

Megjegyzés: A kovetkezs két tablazat a ezeknek a valdszintiségeknek az numerikus értékeit adja meg a és k
figgvényében:

L2 [3] 4[5 [k L 21345 [k
T ][ 0.33 [ 025 020 | 0.7 0.67 [ 038 | 027 | 021
21050 | 040 | 0.33 | 029 075 | 053 | 042 | 034
3 [ 0.60 | 0.50 | 0.431 | 0.38 0.80 | 0.63 | 051 | 044
4067 [ 057 | 050 | 044 0.83 | 0.69 | 058 | 0.51
5

a

0.71 | 0.63 | 0.56 | 0.50 0.86 | 0.73 | 0.63 | 0.56

T [ RN

Tablazatok: Annak a valdsziniiségei, hogy a bal-, illetve jobb kézben piros golyé van a és k fiiggvényében

|| W -

A két tdblazat elemeit Osszevetve lathat6 az az algebrailag is konnyen igazolhat6 tény (tessék igazolni!), hogy
annak a valészintisége, hogy a jobb kézben piros golyd van, mindig nagyobb, mint annak val6szintisége, hogy a
bal kézben piros golyé van. Tehét az auté és kecskék problémaban a jatékos akkor jatszik okosan, ha a megméa-
sitja az elsd valasztasat egy masodikkal.
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6. Fiiggetlenség

1. Tegyiik fel, hogy az év egy bizonyos napjdn Budapesten, New York-ban és Tokioban minden nap egymdstol
figgetleniil esik az esé 0.6, 0.8, 0.5 valoszintiségekkel, illetve nem esik 0.4, 0.2, 0.5 val6szintiségekkel.
Es6zés szempontjabol a hdrom varosban 8 féle varidcid lehetséges. Sorolja fel ezt a 8 varidcidt, és mind a 8
varidconak adja meg a valésziniiségét!

2. (Az eldz6 feladat folytatdsa)

Hogyan egyszer(isodik az el6z6 feladatban a szamitds, ha az es6 val6szinlisége mindhdrom vérosban ugyan-
annyi?

3. (Példa pdaronként fiiggetlen, de Osszességében nem fiiggetlen eseményekre)
Egy 10 ésegy 20 forintos érmével dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket:
e A= a 10 forintos érme fejet ad
e B = a 20 forintos érme fejet ad

e (C = mindkét érmével irast dobok vagy mindkét érmével fejet dobok
A és B nyilvan fiiggetlenek egymastdl. Mutassuk meg, hogy

(a) A és C fuggetlenek.
(b) B és C fiiggetlenek.
(¢) A és B és C nem fiiggetlenek.

4. Egy piros és egy z6ld kockaval dobunk. Tekintsiik az alabbi eseményeket:

e A = adobott szimok Gsszege 7

e DB = legaldbb az egyik kockéan van hatos

e (' = mindkét kockaval paratlant dobok

e D = akét kockdval kiilonb6z6 szamokat dobok
e FE = azold kockaval 4-est dobok

Vilaszoljuk meg a kovetkezd kérdéseket:

(a) Fuggetlenek-e egymastol az A és C' események?
(b) Kizaréak-e az A és C' események?
(c) Mennyi a B esemény valOszintsége?

(d) Hogy viszonul egymashoz A és D ? Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a valdszintiségeikre
nézve? Es a fiiggetlenségekre nézve?

(e) Fiiggetlenek-e egymastdl az A és F események?
(f) Mindezek alapjan mutassunk példét olyan eseményekre, amelyek

i. figgetlenek, de nem kizaréak,
ii. kizar6ak, de nem fiiggetlenek.
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7. Sok fiiggetlen tag osszegének eloszlasa harang alakot 6lt

Az aldbbi szamolds feladatok megoldasahoz elénydsen lehet hasznalni az Excelt. Az Excel haszndlata akkor lenne
igazdn hasznossd, ha tdblazatok mérete 1ényegesen nagyobb lenne, mint a most kovetkezd feladatokban adott 5x4 -es
tablazatok.

1. Toltse ki az aldbbi tabldzatot nemnegativ szdmokkal dgy, hogy azok dsszege 1 legyen, és tekintsen a tdblazatra
ugy, mintha a tdbldzat egy kétdimenzids (X;Y') val6szintiségi valtozé sulyfiiggvényének a tdbldzata lenne.

Tablazat: Kétdimenzios eloszlds

(a) Adjameg X sulyfiiggvényének értékeit az alabbi tablazatban:

Tablazat: X eloszldsa

(b) Adjameg Y silyfiiggvényének értékeit az aldbbi tablazatban:

Tablazat: Y eloszldsa

2z n

A fiiggbleges helyzetti "4ll6" tablazatot természetesen "le lehet fektetni”, vizszintes helyzetbe:

Tablazat: Y eloszldsa

7 2

(c) Adjamega Z = X Y valdsziniiségi véltoz6 silyfiiggvényének értékeit egy megfeleld tdblazatban!

(d) Adjamega Z = X + Y valdszintiségi valtozo silyfiiggvényének értékeit egy megfelels tdblazatban!
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2. (Az 1. feladat folytatdsa.) Toltse ki az alabbi tablazatot ugy, hogy az x értékhez tartoz6 oszlopba az X = x
feltétel melletti feltételes sulyfiiggvény értékeit irja:

Tablazat: Feltételes silyfiiggvények (eloszldsok) az X = x feltételek mellett

3. (Az 1. feladat folytatdsa.) Toltse ki az alabbi tablazatot Ggy, hogy az y értékhez tartozé sorba az Y = y feltétel
melletti feltételes stlyfiiggvény értékeit irja:

0 1 2 3 4 T

| | | | I
| | | | [
| | | | I
| | | | I
| | | | [

Tablazat: Feltételes silyfiiggvények (eloszldsok) az Y = y feltételek mellett

4. Toltse ki a

Tablazat: X silyfiiggvénye

tablazatot pozitiv szamokkal tigy, hogy az Osszegiik 1 legyen, és tekintsen a tdbldzatra Ggy, mintha a tablazat

/////

Toltse ki a

Tablazat: Y feltételes siilyfiiggvényei X = x feltételek mellett
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tablazat minden oszlopat pozitiv szamokkal ugy, hogy minden oszlopban az 6sszegiik 1 legyen, és tekintsen a
tdbldzatra igy, mintha a tdbldzat minden oszlopa egy Y valdsziniiségi véltozé X = x feltétel melletti feltételes
sulyfiiggvényének a tdbldzata lenne.

A felvett tdbldzatokra épitve hatdrozza meg az (X,Y") valészintiségi véltozo silyfiiggvényének a tédblazatat:

Tablazat: Kétdimenzios eloszlds

5. Toltse ki az alabbi két tablazatot pozitiv szdmokkal tgy, hogy mindkét tdbldzatban 1 legyen az Osszeg:

Tablazat: Mdsik eloszlds

Hatarozza meg a két eloszlas

(a) direktszorzatat

(b) konvoliciéjat!

6. Toltse ki az aldbbi tdbldzatokat pozitiv szdmokkal gy, hogy minden tdbldzatban 1 legyen az 6sszeg:

1. tdblazat: az X valdszin(iségi valtozé sulyfiiggvénye (eloszldsa):

Tablazat: X silyfiiggvénye (eloszldsa)

2. tablazat: az Y valGsziniiségi valtozo sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 0 feltétel mellett:
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Tablazat: Y silyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 0 feltétel mellett

3. tdblazat: az Y valdészintiségi valtozo sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 1 feltétel mellett:

!0\1\2\3\\11}

Tablazat: Y silyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 1 feltétel mellett

4. tablazat: az Y valdszintiségi valtozo silyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 2 feltétel mellett:

|
| | | | L]

Téblazat: Y sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 2 feltétel mellett

5. tébldzat: az Y valdszinliségi valtozoé sulyfiiggvénye (eloszlasa) az X = 3 feltétel mellett:

|
| | | | [

Téblazat: Y sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 3 feltétel mellett

6. tdbldzat: az Y valdszinfiségi valtozo6 sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 4 feltétel mellett:

|
| | | | [

Téblazat: Y sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 4 feltétel mellett

Hatdrozza meg az Y valdszinfiségi valtoz6 silyfiiggvényét (eloszlasat) tgy, hogy veszi a 2., 3., 4., 5., 6. tdbl4-
zatban adott silyfiiggvények (eloszlasok) keverékét az 1. tablazatban adott sulyfiiggvény (eloszlas) szerint!
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8. Altalanos formulak kétdimenzios eloszlasokkal kapcsolatban
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9.

1.

(o]

Vegyes feladatok eseményekre, valosziniiségekre

Egy pakli francia kartyat (azaz 52 lapot, melyek kozott 4 4sz van) véletlenszer(ien négy jatékosnak osztunk ki
ugy, hogy mindenki kap 13 -13 lapot. Mi a valdsziniisége, hogy mindenkinek jutott 4sz?

Egy diak harom zardvizsgdjara késziil. Az els juniusban lesz, és ezen 90%-os eséllyel megy at. Ha ezen atment,
akkor juliusban prébdlhatja meg a masodik vizsgat, amely 80 % eséllyel lesz sikeres. Ha ezen is atment, akkor
szeptemberben megy a harmadik vizsgara, ahol mar csak 70% eséllyel megy 4t. Ellenben ha barmelyik vizsgija
sikertelen, akkor csak egy év miilva lehet djra prébélkozni
(a) Mi a valdszintisége annak, hogy az elsé évben dtmegy mindhdrom vizsgan?
(b) Feltéve, hogy nem sikeriilt az elsd évben letenni a vizsgakat, mi a valdszintisége, hogy a masodik vizsgdja
volt sikertelen?

. z A dobdkockénak 4 piros és 2 fehér oldala van, a B kockéanak pedig 2 piros és 4 fehér. E16szor feldobunk egy
szabalyos érmét. Ha fej, akkor a tovdbbiakban mindig az A kockaval jatszunk; ha {rds, akkor pedig mindig a B
kockaval.

(a) Mutassa meg, hogy a piros dobdsanak valdszinlisége mindig %

(b) Ha az els6 két dobds piros, mi a valdszintisége, hogy a harmadik is piros?

(c) Ha az els6 harom dobas piros, akkor mi a valészinlisége, hogy az A kockat haszndljuk? (Csak a kocka
fels lapjat latjuk, a kocka tobbi oldalat nem.)

Egy dobozban 4 cédula van, hdrom piros és egy kék. Kihizunk egy cédulét, majd visszatessziikk még hdrom
ugyanolyan szinfivel egyiitt. Ezutdn ismét hizunk egy céduldt. Mi a valészinlisége annak, hogy

(a) egyforma szinti céduldkat hizunk?

(b) pirosakat hizunk, feltéve, hogy egyforma szinfi céduldkat hiizunk?
Informacidink szerint az A céggel kotott iizleteink 60%-a, a B céggel kotott iizletek 70%-a bizonyul kedvezd-
nek. KettGjiik koziil a hamarabb jelentkezd céggel rogton két iizletet is kotiink. Feltehets, hogy 1/2 val6szind-
séggel jelentkezik hamarabb A B -nél, és forditva. Mi a valészintisége, hogy

(a) az elsd iizletkotés kedvezd lesz?

(b) mindkét iizletk6tés javunkra valik?

(c) lesz koztiik rossz és j6 iizlet is?
Ping-pongban az a nyertes, aki elébb éri el a 11 pontot, de legaldbb 2 pont kiilonbség kell a nyeréshez (11 -
10 -nél folytatjdk két pont kiilonbségig). Egy versenyen csak a nyertes kap pénzjutalmat: 1.000.000 Ft-ot. Két

azonos képességii jatékosndl a dont6 szettben 10 — 9 -es dllasndl dramsziinet lesz, nem lehet folytatni. Mi az
igazsdgos osztozkodds a pénzen?

(a) Minden héten egy szelvénnyel jatszunk az 6tos lottén. Hany hétig kell ezt megtenniink, hogy legaldbb %
valészintiséggel legyen legaldbb kettes taldlatunk?

(b) Mi a valészintisége, hogy egy adott héten legalabb kettes taldlatunk lesz, ha két fiiggetleniil kitoltott szel-
vénnyel jatszunk?

(c) Mi avalédszintisége, hogy egy adott héten legalabb kettes taldlatunk lesz, ha két olyan szelvénnyel jatszunk,
amelyeken nincsen egyforma szdm? (Segitség: A 90 szamot ossza haromfelé: 5+5 szdm van a szelvénye-
ken, 80 szadm pedig nincs egyiken sem.)

. Egy dobdkockét az els6 hatosig, egy érmét az elsd fejig dobalunk. Mi a valdszintisége annak, hogy

(a) akockaval pontosan annyit kell dobnunk, mint az érmével?

(b) a kockaval tobbet kell dobnunk, mint az érmével?
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9. Kertemben 5 fehér és 7 barna tyikot tartok. A fehér tyukok dtlagosan 3 naponként, a barndk 4 naponként tojnak

egy-egy tojast.

(a) Mi a valésziniisége annak, hogy tyukjaim 24 6ra alatt egyiittesen is csak egyetlen tojast produkalnak?
Ma reggel a 12 tytikbdl 2 beszokott az iires nyulketrecbe, és rdjuk zarddott az ajtd. Mi a valdszinlisége
annak, hogy

(b) mindkét tytk barna volt?

(c) az egyik fehér, a masik barna volt?

(d) holnap reggel a nyulketrecben tojas lesz?

(e) akét tyuk egyike fehér, feltéve, hogy a ketrecben nem taldlok tojast?

(f) akét tyuk egyike fehér, feltéve, hogy a mdsik barna, és a ketrecben nem taldlok tojast?

10. (Kapkodo utazo.) Egy utazé az irdasztaldban, a nyolc fidk egyikében hagyta az ttlevelét. Miel6tt a repiil6térre

11.

indulna, kapkodva prébélja megtaldlni. A kapkodas miatt 0, 1 valészintiséggel akkor sem veszi észre az utlevelet,
ha az éppen megnézett fickban van.

(a) Mi a valdszintisége, hogy nem taldlja meg az elsé 5 fikban?
(b) Ha nem taldlta meg az els6 5 fickban, mi a valdsziniisége, hogy az ttlevél nem is volt ezekben?

(c) Ha nem taldlta meg az els6 5 fiokban, mi a valészintisége, hogy a hatralévé fidkokban megtalalja?

Szimmetrikus bolyongas: Egy bolha csiicsiil a szdmegyenes egyik pontjan (példaul az origén), majd elkezd
ugralni. Ugrdsainak eredményeként 0ssze-vissza mozog, bolyong a szimegyenesen. Az elsd ugras kezdetének
a pillanatat nevezziik 0 id6pillanatnak. Id6egységenként, mondjuk méasodpercenként ugik: 0.5 valészintiséggel
balra, 0.5 valdszinliséggel jobbra. Minden ugras nagysiga 1 hosszegység. Az elsé ugrasaval a —1 vagy a +1
pontba jut. Akér ide, akdr oda jutott, megint egységnyit ugik 0.5 valdszintiséggel balra, 0.5 valészintiséggel
jobbra. A méasodik ugrdsdval a —2 vagy a 0 vagy a +2 pontba jut. Aztdn megint ugrik, megint ugrik, 6sszesen
10 ugrast végez, mindig 0.5 valdszintiséggel balra, 0.5 valdsziniiséggel jobbra. A 10 ugrassal a —10 vagy a
—8 vagy a —6 vagy a... +10 pontok valamelyikébe jut. Nyilvanval6, hogy a pdratlan szamok itt ki vannak
zérva, hiszen 10 ugrdssal nem lehet példdul a +1 pontba jutni.

Természetesen tekinthetnénk a bolyongédst a [0; 10] idGintervallum helyett az dltaldnosabb [ng; n] vagy
[ng; +oo] idGintervallumokon is. Itt most az egyszeriiség kedvéérta [0; 10] , illetve az [ng; 10] idGinter-
vallumokra szoritkozunk.

A bolha palydjat azzal jellemezziik, hogy minden (egész) id6pillanatban megmondjuk, hogy hol van. Az dbran az
id6t a vizszintes tengelyen vettiik fel. A szimegyenest, ahol a bolha ugrdl, fiiggéleges tengelyenként dbrazoljuk.
Ezért amikor a bolha a szdmegyenesen balra ugrik, az dbran ez lefelé 1épésnek, ereszkedésnek felel meg. A
jobbra ugras pedig felfelé 1épésnek, emelkedésnek. Az dbrdn ldthat palya annak felel meg, hogy a bolha az
origébdl indul, és az alabbi ugrdsokat teszi:

J B J J B B B J J J
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12.

13.

14.

15.

[y
o
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4. dbra. A bolha egy lehetséges pdlydja

Mivel a mi bolhdnk egyforma esélyekkel ugrik balra vagy jobbra, a bolyongdast szimmetrikusnak nevezziik. Ami-
kor balra vagy jobbra ugras kiilon6z6 valészintiségekkel torténik, akkor asszimetrikus bolyongésrél beszéliink.
Sok mas éltaldnositas is lehetséges, melyekkel a valdszintiségszamitds magasabb szintjén vagy a sztochasztikus
folyamatok elméletében foglalkoznak.

Szamlalasi feladatok:
Hany lehetséges palydja van a bolhdnak
(a) a [0; 10] idGintervallum alatt, ha a 0 idGpillanatban a 0 pontbdl indul?

(b) a [0; 4] idGintervallum alatt, ha a 0 idGpillanatban a O pontbdl indul?
(c) a [4; 10] idGintervallum alatt, ha a 4 idGpillanatban a 2 pontbdl indul?

Hény olyan pélya futa [0; 10] idGintervallum alatt, mely a 10 idpillanatban

(a) a —10 pontban végzodik?
(b) a —2 pontban végzddik?
(c) a 0 pontban végzddik?
(d) a k pontban végzddik?

Hény olyan pélya futa [0; 4] idSintervallum alatt, mely a 4 idGpillanatban

(a) a —4 pontban végzddik?
(b) a —2 pontban végzddik?
(c) a 0 pontban végzddik?
(d) a k pontban végzddik?

Hény olyan pélya van, hogy a bolha a
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(a) 4. pillanatban a 2 pontban van és a 10. pillanatban a 6 pontba fut be?
(b) 4. pillanatban a ¢ pontban van és a 10. pillanatban a j pontba fut be?

(c) k-ik pillanatban a ¢ pontban van és a 10. pillanatban a j pontba fut be?

Most képzeljiik el a [k; n] idGintervallumhoz tartozé bolyongast! Hany olyan pdlya van ebben a bolyongés-
ban, ami a k id6pillanatban az 7 pontbdl indul, és az n-ik id6pillanatban a j pontba fut be?

Most képzeljiik el a [0; n] idGintervallumhoz tartozé bolyongést! Hany olyan palya van ebben a bolyongés-
ban, ami a k idGpillanatban az ¢ pontban van, és az n-ik idopillanatban a j pontba fut be?
Valészintiségek szdmoldsa:
Mennyi a valészintisége annak, hogy a 0 id6pillanatban a O pontbdl indulé bolha a 10. id6pillanatban
(a) a —10 pontba jut?
(b) a —2 pontba jut?

(c) a 0 pontba jut?
(d) a k pontba jut?

Mennyi a valdszintisége annak, hogy a 0 id6pillanatban a 0 pontbdl indulé bolha a 4. id6pillanatban

(a) a —4 pontba jut?
(b) a —2 pontba jut?
(c) a 0 pontba jut?
(d) a k pontba jut?

Mennyi a valészinfisége annak, hogy

(a) a4.idopillanatban a 2 pontbdl indulé bolha a 6 pontba fut be?
(b) a4.iddpillanatban az ¢ pontbdl induld bolha a j pontba fut be?
(c) a k-ik id6pillanatban az ¢ pontbdl indulé bolha a j pontba fut be?

Most képzeljiik el a [k; n] idGintervallumhoz tartozé bolyongést! Hany olyan pdlya van ebben a bolyongés-
ban, ami a k id6pillanatban az 7 pontbdl indul, és az n-ik id6pillanatban a j pontba fut be?

Most képzeljiik el a [0; n] idGintervallumhoz tartozé bolyongést! Hany olyan palya van ebben a bolyongés-
ban, ami a k id6pillanatban az ¢ pontban van, és az n-ik id6pillanatban a j pontba fut be?

JON MAJD IDE
Tiikrozési elv
Elsé elérés

Ki nyer a végén? Ismertebb néven: a tonkremenés probléméja
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