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1. Kétdimenzios folytonos valdszintiségi valtozok

Két valdszintiségi valtozot véve — legyenek ezek X és Y - Osszerakhatjuk Gket egyetlen (X,Y) véletlen
szamparra, véletlen ponttd. [ly médon egy kétdimenzids valdszintiségi valtozot kapunk. Példak:

1. Amikor az ejtdernyGs célba ugrik, igyekszik a célpontot eltallni, de ez nem sikeriil pontosan. Altaliban a
célpont kozelében ér talajt. Ez a pont véletlentdl (is) fiigg. A pont, illetve annak koordintdi egy (X,Y)
kétdminezids folytonos valdszintiségi valtozot adnak.

2. Ha véletlenszerfien valasztunk egy magyar férfit, akkor az
X = testmagassiga centiméterekben mérve

Y = testilya (pontosabban: testtomege) kilogramokban mérve
jelolésekkel élve (X,Y") kétdmineziés folytonos valészintiségi véltozo.
3. Szamitégéppel generdljunk harom 0 és 1 kozotti véletlen szdmot, és legyenek

X = alegkisebb

Y = alegnagyobb

Ekkor (X,Y) kétdminezis folytonos valészintiségi valtozo.

1.1. Sidriségfiiggvény és valoszintiség

Folytonos kétdmineziés valészintiségi valtozokat éltaldban a strtiségfiiggvényiikkel jellemezziikk. Az f(z,y) sird-
ségfiiggvényt a siknak valamilyen A részhalmazén integrdlva megkapjuk annak a valGsziniiségét, hogy az (X,Y")
véletlen pont az A halmazba esik:

P(A) = P((X,)Y)eA) = //f(x,y)dxdy
A

Ahhoz, hogy egy f(x,y) fiiggvény valamilyen kétdimenziés (X,Y") valészinliségi véltozé sirlségfiiggvénye
lehessen két feltételnek kell teljesiilni:
) 20

f(z,y
[ty dedy = 1
J,

Ezek a feltételek minden kétdimenzids stirliségfiiggvényre teljesiilnek, és ha egy kétvaltozos fliggvény teljesiti ezeket
a tulajdonsdgokat, akkor lehet olyan kétdimenziés (X,Y) valdszinlségi valtozét értelemezni, melynek stiriségfiigg-
vénye a szobanforg6 fiiggvény. (Lasd: 6. fejezet, 6.12 Folytonos szimulacié kétdimenzidban.)

A siiriiségfiiggvény értéke, mint aranyossagi tényezd. Ha A egy kicsike halmaz (x,y) kozelében, akkor

P((X,)Y)eA) = //f(x,y)dxdy ~ f(xz,y) x A teriilete
A

és
P((X,)Y)e A)
A teriilete

f(z,y) =~



Hangsilyozzuk, hogy az f(z,y) slirliségfiiggvény értéke semminek sem képviseli a valészintiségét. Ha (z,y) egy
adott pont a sikon, akkor f(x,y) jelentése a kovetkezd: az (x,y) pont kozelében akdrmilyen kicsi A halmaz
esetén annak a valGsziniisége, hogy (X,Y) az A halmazba esik, kozelitleg f(x,y) x A teriilete :

P((X,Y)eA) =~ f(x,y) x Ateriilete

A stiriiségfiiggvény értékének kozelitése. Legyen most A az a kicsi téglalap az (z,y) pontra tdimaszkoddan,
melynek "bal alsé" sarka az (z,y) pont, "jobb felsd" sarka pedig az (x + Ax,y + Ay) pont. Ekkor A teriilete
Ax Ay , ezért
Plr<X<z+Az ésy<Y <y+Ay)

Az Ay

Ezt a formulét fogjuk haszndlni a 3. fejezetben a béta eloszldsok stirtiségfiiggvényeinek levezetéséhez.

flz,y) =

1.2. Kétdimenzios folytonos eloszlas szemléltetése festékkel

tdmaszkodni erre a fogalomra.

2

Ha egy kétdimenzids stirliségfiiggvénnyel van dolgunk, akkor kdnnyen elképzelhetjiik azt a tomegeloszlast a sikon,
aminek a sikon vett siirisége a szébanforgé stiriségfiiggvény irja le. Ha valaki ezt mégsem tudja elképzelni, akkor
olvassa lelkesen a kovetkezd "konstrukciot"!

Jon az uthenger! Képzeljik el az f(x,y) slrtiségfiiggvény grafikonjdt, ami a 3-dimenzids térben egy feliilet. A
feliilet alatti térrészben — képzeletben — egyenletesen helyezziink el egységnyi 0ssztomegii festéket! Az egyenletesség
itt azt jelenti, hogy a térrész minden részhalmazéra annyi festék keriil, amennyi a térrész térfogata. Es akkor most
j6jjon az dthenger, és a térrészben elhelyezett festéket préselje fiiggbleges iranyu préseléssel a vizszintes sikra!

A sikon kapunk egy tomegeloszlast, ami festékbdl késziilt, és igy a festék szin drnyalata is jelzi, hogy hol siirtibb, hol
ritkdbb az anyag (a festék). Ennél a konstrukciéndl a sik (x,y) pontjdban a tomegsirtiség éppen f(x,y) -nek adédik.

Ha valaki ennek a gyerekes tdlaldsnak az egzakt hatterét szeretné tudni, akkor ime, tessék: egy f(z,y) strlségfiigg-
vény grafikonja (feliilete) alatti térrészben vett egyenletes eloszlds vetiiletFe az (x, y) -sikra olyan folytonos eloszlast
ad, aminek stirdségfiiggvénye f(x,y) .

Példa: Tekintsiik a kétdimenzids

( VRND; , vVRND; )

val6szintiségi valtozot. Ennek stirtiségfiiggvénye — mint azt néhdny oldallal kés6bb belatjuk — a kdvetkezd:
flay) = 4oy (0<az<1,0<z<1)

Ime a megfelel§ 4brak:



1. dbra. ( /RND; ,/RND; ) - a siiriiségfiiggvény szemléltetése feliilettel

2. abra. ( vVRND; ,/RND-> ) —az eloszlds szemléltetése festékkel

09
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

01

¢ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

3. dbra. ( \/RND; ,\/RND; ) — ponifelh& 5000 kisérletbél

A kovetkezd oldalak, fejezetek b&ven szolgaltatnak tovabbi példdkat, tessék eldre lapozgatni!.



1.3. Feltételes valészintiség

Ha A és B a siknak részhalmazai, akkor (X,Y) € A ,illetve (X,Y) € B egy-egy eseményt jelentenek. Az
(X,Y) € A feltétel mellettaz (X,Y) € B esemény valGszintiségét értelemszertien P( (X,Y) € B| (X,Y) € A) -
vel, vagy rovidebben csak P( B | A ) -val jeloljitk. A szdmlalo és a nevez§ is egy-egy integrdllal irhat6 fel, ezért a
feltételes valoszintliség két integral hanyadosaval egyenld:

panB) _ I

P(BI4) = P(A) [ fz,y)dedy
A

Ha B C A, akkor AN B = B, ezért ezt kapjuk:
f(x,y)dr dy
w)
P(A) [ f(z,y)dz dy
A

P(B|A) =

1.4. Feltételes siirtiségfiiggvény egy pozitiv valoszintiségii eseményen beliil

Legyen A a siknak egy részhalmaza, melynek pozitiv a valdszintisége. Tegyiik fel, hogy az (X,Y) € A esemény
bekovetkezett. Ilyen feltétel mellett az (X,Y) valdszintiségi valtozo sirtségfiiggvénye nyilvan

f(z,y) flz,y)

flzy | A) = P(A) zﬁff(x,y)dxdy

ha (z,y) € A

1.5. Szorzasi szabaly fiiggetlen valoszintiségi valtozokra

Allitas: Ha X és Y fiiggetlenek, és stirtiségviiggvényeik f)(z) , illetve fo(y) , akkoraz (X,Y) kétdimenzi6s
val6szinliségi vdltoz6 siirtiségfiiggvénye az f1(x) és fo(y) slirtiségfiiggvények direktszorzata:
f(z,y) = fi(z) - f2(y)

Vazlatos bizonyitas.
Plr<X<z+4+Az és y<Y <y+Ay)

flzy) = Az Ay =
 Plz<X<ao+Az) Ply<Y<y+Ay)
N Az Ay N
_Plz<X<z+Ar) P(y<VY<y+Ay) _

1. Példa: Tekintsiik a kétdimenzios

( VRND; , vVRND, )

valdszindségi valtozot. Mivel RND; és RND, fiiggetlenek, a kétdimenzids valdszintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye
a szorzdsi szabdllyal szamithato:

flzy) = fi(@) foly) = 22-2y = day (0<z<1,0<z<1)



Néhany oldallal elébb felhaszaltuk ezt az eredményt.

2.Példa: Ha X és Y fiiggetlen exponencidlis eloszldst valészintiségi véltozok A\ = 3, illetve Ay = 4 paraméte-
rekkel, akkor (X,Y") kétdimenziGs valészintiségi valtozo stirliségfiiggvénye az f1(x) és fao(y) slrlségfiiggvények
direktszorzata:

flzy) = fi(x)- faly) = e de™ = 12779 (2, >0)

1.6. Altalanos szorzasi szabaly

Amikor egy kétdimenziés (X,Y) valdszinliségi véltozéval van dolgunk, elGfordulhat, hogy ismerjiik X -nek
az  fi(x)-szel jelolt stirtiségfiiggvényét, és minden lehetséges x érték mellett tudjuk, hogy az X = x feltétel
mellett milyen eloszldst kovet Y . Jeloljiik ennek a feltételes eloszldsnak a siriségfiiggvényét fo1( y | = )-vel.
Az fo(y | # ) jelolésben az index mutaja, hogy a masodik koordindta, vagyis az Y sfirliségfiiggvényérdl van
sz6 az els6 koordindtaval kapcsolatos feltétel mellett, s hogy a stirtiségfiiggvényben a valtoz6 szerepében az y all,
a felétel szerepében pedig az x . Az fo( y | @ ) jelolés helyett lehet haszndlni az fo (v | X = 2 ) avagy

fyix(y | ) jeloléseket is.

Természetesen az is elGfordulhat, hogy ismerjik Y -nak az f5(y) -nal jelolt stirtiségfiiggvényét, és minden lehetséges
y érték mellett tudjuk, hogy az Y = y feltétel mellett milyen eloszlast kovet X . Ennek a feltételes eloszldsnak a
stiriségfliggvényét most értelemszertien fyjo( = | y ) -nal jeloljiik. Az fio( x| y ) jelolésben az index mutaja, hogy
az els6 koordindta, vagyis az X strliségfiiggvényérdl van sz6 a masodik koordinatival kapcsolatos feltétel mellett,
és hogy a slirliségfiiggvényben a viltozé szerepében az x dll, a felétel szerepében pedig az y . Az fi2( = |y )
jelolés helyett lehet haszndlni az fio( z | Y =y ) avagy fxy(z |y ) jeloléseketis.

Allitas: Ha X sirtiségfiiggvénye fi(x),és Y feltételes stirliségfiiggvénye az X = z feltétel mellett o (ylo),

akkor (X,Y) stirtiségfiiggvénye
f@,y) = fi(x) fap(ylz)

Hasonl6képpen, ha Y siirtiségfiiggvénye fo(y), és X feltételes siirliségfiiggvénye az Y = y feltétel mellett
Ji2(z |y ),akkor (X,Y) stirGségfiiggvénye

[, y) = fo(y) - fr2(z|y)

Vazlatos bizonyitas. A két formula koziil az els6t bizonyitjuk:

Plr<X<z+4+Az és y<Y <y+Ay)

flzy) = Az Ay =

Plr<X<z+4+Az) Ply<Y<y+Aylz<X<z+Azx)

Az Ay
_Plz<X<z+Az) Ply<Y<y+Aylz<X<z+Az)

N Az . Ay ~
P(z<X<z+Az) Py<V<y+Ay|X =uz) _
Az Ay -

~ fi(x) fop(ylz)

~
~

2. Példa: Ha X exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozd A; = 2 paraméterrel, és az X = z feltétel mellett
Y exponencidlis eloszlast kovet = paraméterrel, akkor

fi(z) = 272 (x >0)



fon(ylz) = ze™™ (y>0)

ésigyaz (X,Y) kétdimenziés valdszintiségi viltozo siirtiségfiiggvénye:

flx,y) = 2e7 2. ge™™ = 2pe 227" = 23 "2V (x,y >0)
3.Példa (Y = RND;, X =Y - RND, ) : Vilasszunk egy pontot 0 és 1 kozott egyenletes eloszlds szerint, ez
legyen az Y pont. Ha Y -t mar megvélasztottuk, akkor 0 és Y kozott valasszunk egy masik pontot ugyancsak

egyenletes eloszlds szerint, ez legyen az X pont. Ezek utin X -b8l és Y -bdl rakjuk dssze az (X,Y) pontot a
sikon! Szamitégéppel X és Y igy dllithaté eld random szdmok segitségével:

Y =RND;, X =Y -RND;y
Most pedig megadjuk, illetve kiszdmoljuk (X,Y"),illetve X s(irliségfiiggvényének a képletét:
Ha Y egyenletes eloszldsud valésziniiségi vdltozé 0 és 1 kozott, akkor

foy) = 1 (O<y<1)

Mivel az Y =y feltétel mellett X egyenletes eloszldst valoszinliségi valtozé 0 és y kozott, ezért
1
hplely) = o (O<z<y)
A szorzési szabdly alapjdn az (X,Y") kétdimenzids valésziniiségi valtozé siirtiségfiiggvénye:

f(:c,y)zl'f:l 0<z<y<l)

4

4. dbra. (X,Y) eloszldsa festékkel szemléltetve, ahol Y = RND1, X =Y - RND,

1.7. Eloszlasfiiggvény

Egy kétdimenzids valdszintiségi valtozod eloszlisfiiggvényét az

F(z,y) = P(X <z,Y <y)

10



.

képlettel definidljuk. Az eloszlasfiiggvény a siirtiségfiiggvénybdl integraldssal adodik:

F(z,y) = /_; (/_:f(%y)dy) dx:/_: (/_;f(x,y)dx> dy

A stiriségfiiggvényt az eloszlasfiiggvénybdl kétszeres parcidlis derivalassal kapjuk:

O°F(z,y)

flz,y) = 9.0y

Egy téglalap valdszinlisége az eloszlasfiiggvénynek a téglalap sarkain vett értékeibdl kiszamolhato:

P(JJ1<X<332 és y1<Y<y2) =

:P(X<$2 és Y<y2) —P(X<.I‘1 és Y<y2)—
—P(X <z é Y<y )+ P(X<az é Y<y )=

= F(x27y2) - F(x17y2) - F(anyl) + F(mlayl)

A kétdimenzids eloszlasfiiggvény fogalmat megemlitettiik, de rogton hozza is tessziik: szamunkra ennek a fogalomnak
nincs jelentdsége, nem is fogjuk haszndlni a késébbiekben.

11



2. Kétdimenzios egyenletes eloszlas

2.1. Egyenletes eloszlas véges teriileti halmazon

7

Legyen S egy véges teriiletd halmaz a sikon. Legyen az f(x,y) kétdimenzids strliségfiiggvény értéke az S
halmazon egy pozitiv konstans, a halmazon kiviil pedig 0 . Mivel egy stiriségfiiggvény integralja a teljes sikon
1 -gyel egyenl§, a konstans nem lehet mds, mint az .S halmaz teriiletének a reciproka:

1
S teriilete

f(x,y) = (Jf,y)ES

Az eloszlast nyilvan jogosan nevezhetjiik az S halmazon vett egyenletes eloszldsnak.

Vegyiik most S -nek egy A részhalmazat. Haa P(A) val6sziniiség kiszdmitdsa érdekében integraljuk az f(x,y)
fiiggvényt az A halmazon, akkor az integrdl értékéiil a sz6banforgé konstans és a halmaz teriiletének a szorzatat

kapjuk:
1 A teriilete
P(4) = //f(x,y) dvdy = //Steriilete dv dy = S teriilete
A A

Tehat az A halmaz valészinlisége egyenlG az A teriilete osztva az S teriiletével. Ugyanahoz a képlethez jutottunk,

mint az 1. rész 3. fejezetének 1. pontjdban a "Folytonos egyenletes eloszlds" cim alatt.

2.2. Végtelen teriiletii halmazon nem létezik egyenletes eloszlas

Végtelen teriiletti halmazon nem lehet egyenletes eloszast értelmezni, hiszen ha egy végtelen teriiletli halmazon egy

pozitiv konstanst integralunk, akkor az integral értéke végtelen, pedig a siiriségfiiggvény integraljdnak a teljes téren
1 -et kellene adnia.
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3. Béta eloszlasok kétdimenzioban

Az aldbbiakban tobb példan is bemutatjuk, hogy az

Plr<X<z+Azx és y<Y <y+Ay)
Az Ay

flz,y) =

formula segitségével hogyan lehet a stiriségfiiggvény képletét meghatdrozni. A szdmoldsoknak az eredményei is ér-
dekesek, elgondolkodktatéak, ezért egy kiilon alfejezetben dbrdkkal is illusztraljuk az eloszldsokat. De ami itt igazan
fontos és megértendd, az maga a modszer, amivel a siiriiségfiiggvények képleteit meghatdrozzuk. A kiad6dé elosz-
lasokat béta eloszlasoknak hivjuk ilyen-olyan paraméterekkel. A gondolatmenetet tobbszor is elismételjitk mas-mads
szerepekkel. El6szor egyszeriibb, késébb bonyolultabb példdkat vesziink. Ki-ki taldlja meg a maganak valé mennyisé-
get és nehézséget!

A kovetkezd) alfejezetben csak szdmolunk, szamolunk. Az ezt kovetd alfejezetben viszont dbrakat mutatunk a szamo-
lassal kapott eloszlasokrdl: az eloszlasokat festékkel abrazoljuk. SzE€p élményben lehet része az Olvasénak, ha a sajat
maga altal szamitégépes szimulacidval készitett pontfelhdket Gsszeveti az dltalunk megadott festék eloszlasokkal!

3.1. Ha az érkezések egyenletes eloszlast kovetnek dél és egy ora kozott

3.1.1. Harom ember esete

Hérom ember rendszeresen egyiitt ebédel egy vendéglében. Tegyiik fel, hogy mindegyikiik — a tobbiekt6l fiiggetleniil —
dél és egy 6ra kozott egyenletes eloszlas szerint érkezik a vendégldbe. Az érkezési id6pontokkal kapcsolatban végziink
megfigyeléseket.

Szamitégéppel konnyen szimuldlhatjuk a problémaét: generdljunk hdrom random szdmot 0 és 1 kozott, melyeket
RND;, RND3, RNDj3 jeldl, és — mondjuk — dgy képzeljiik, hogy

RND; jelenti a legfiatalabb ember érkezési id6pontjat,

RND,, jelenti a kor szerinti kozépsé ember érkezési id6pontjat,
RND3 jelenti a legoregebb ember érkezési id6pontjat.

1. Mikor érkezik az elsé ember, mikor jon a masodik?

Legyen
X = azelsd érkezési id6pont
Y = amasodik érkezési id6pont

Tehat nem az érdekel minket, hogy ki érkezik elsének, masodiknak (ez itt most nem egy érkezési verseny!), hanem az,
hogy mikor iil le valaki a lefoglalt asztalhoz els6nek, masodiknak.

A szimulaci6 lehet6ségével élve azt is mondhatjuk, hogy

X = ahdrom random szdm koziil a legkisebb
Y = ahdrom random szam koziil a masodik legkisebb, azaz a nagysag szerinti kozépsé

Javasoljuk, hogy az Olvasé csindljon szamitogépes szimuldciokat:
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e Generaljon Excelben hdrom véletlen szamot a VEL () utasitdssal!

o A
KICSI( hivatkozéads a véletlen szdmokat tartalmazd tartomanyra ; 1 ),
KICSI( hivatkozéds a véletlen szamokat tartalmazd tartoményra ; 2 )
utasitisokkal taldljameg X és Y értékét!

e Készitsen dbrdataz (X,Y) pontrél! Az F9 gomb ismételt nyomogatdsdval tapasztalja meg, hogy merre, hogyan
szeret k6vdlyogni az (X,Y’) pont!

"z

e Végezzen (X,Y) -rasok — kb. ezer — kisérletet, és azokat egy pontfelhdvel dbrdzolja! A pontfelhs "strtiségé-

0

bél" is lathatja, hogy az (X,Y) pont szdmdra a sik mely része "népszeri".

Nyilvédnvald, hogy a kétdimenzidés (X,Y) val6sziniiségi valtozé lehetséges értékei azok az (x,y) pontok, melykre
teljesiilnek a 0 < x < y < 1 egyenl6tlenségek. Ezek a pontok a sikon egy hdromszoget alkotnak az egységnégyzet
bal felsd részén.

Most levezetjiik a kétdimenziés (X,Y’) valdszinliségi vdltozé strliségfiiggvényének a képletét. E célbdl elészor
felvesziink két = , y szamot, melyekre igaz, hogy

O<z<y<l1
Ezek utan felvesziink
x  mellett egy kis [z, 2+ Az ] intervallumot, és
y  mellett egy kis [y, y+ Ay] intervallumot dgy, hogy
teljesiiljon az r+Ax <y egyenlétlenség is.

Figyelem! Fontos, hogy a Tisztelt Olvasé — itt is és a késGbbiekben is — készitsen dbrdta [0 ; 1] intervallumrdl, és
abenne felvett =, x + Ax, y, y+ Ay szdmokrol.

Most kezdddik a stirliségfiiggvény meghatdrozasa. E célbdl az (X,Y) stirtiségfiiggvényét hanyadossal kozelitjiik:

Plr<X<z+Azx és y<Y <y+Ay)
Ax - Ay

fz,y) =~

A szamlaléban allé
r<X<zx+Azr é y<Y<y+Ay

esemény azt jelenti, hogy a RND;, RNDy, RND3 random szdmok koziil

a legkisebb, vagyis X az [z, + Az ) intervallumba esik, és
a kozépsd, vagyis Y az [y, y+ Ay)  intervallumba esik,

ami — részletesebben kifejtve — azt is jelenti, hogy

a legkisebb, vagyis X az [z, + Az ) intervallumba esik, és
a kozépsd, vagyis Y az [y, y+ Ay ) intervallumba esik, és
a legnagyobb az [Y, 1] intervallumba esik.
Ez — jo6 kozelitéssel — azt jelenti, hogy
pontosan 1 random szdm esik az [z, x+ Az ) intervallumba, és
pontosan 1 random szdm esik az [y, y+ Ay ) intervallumba, és
pontosan 1 random szdm esik az [y+ Ay, 1] intervallumba.
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Figyelem! Az On 4ltal rajzolt 4bra segitségével gondolja meg, hogy mit jelentenek a mondott események: hany random
szamnak kell az egyes intervallumokba esni, hogy ezek az események teljesiiljenek!

Az, hogy
melyik random szdm esik az [z, + Az ) intervallumba, és
melyik random szdm esik az [y+Ay) intervallumba, és
melyik random szdm esik az [y+ Ay, 1] intervallumba,

3! -féleképpen valdsulhat meg, ezért a leirt esemény valdszinlisége 6 -szor annyi, mint annak az eseménynek a
valészintisége, amit az itt definidlunk:

RND; beleesik az [z, z+ Az) intervallumba, és
RND, beleesik az [y, y+ Ay ) intervallumba, és
RND3 beleesik az [y+ Ay, 1] intervallumba.

Ennek az eseménynek a valdsziniisége a megfeleld intervallumok hosszainak szorzata, vagyis
Az-Ay- (1= (y+Ay))
Ezért

6-Az-Ay-(1—(y+ Ay))

fla,y) ~ Ar- Dy

Midebbdl azt kapjuk, hogy

=6-(1-(y+Ay)) =~ 6-(1—y)

flz,y) = 6-(1—y) O<z<y<l)

2. Mikor érkezik az els6 ember, mikor jon a harmadik?

Legyen most

X = ahdrom random szdm koziil a legkisebb
Y = ahdrom random szdm koziil a legnagyobb

Most is levezetjiik (X,Y) stirGiségfiiggvényének a képletét.

Plr<X<z+Azx és y<Y <y+Ay)

flzy) ~ Ar Dy

A szamlaléban 4allo
r<X<zx+Ax é y<Y<y+Ay

esemény azt jelenti, hogy a RND;, RNDsy, RND3 random szamok koziil

a legkisebb, vagyis X az [z, z+ Az ) intervallumba esik, és
a legnagybb, vagyis Y az [y, y+ Ay)  intervallumba esik,

ami — most! — a kovetkezdket jelenti:

a legkisebb, vagyis X az [z, z+ Az ) intervallumba esik, és
a legnagybb, vagyis Y az [y+ Ay) intervallumba esik, és
a kozépsd az [X, Y] intervallumba esik.

Ez — jo kozelitéssel — azt jelenti, hogy

pontosan 1 random szdm esik az [z, 2+ Az ) intervallumba, és
pontosan 1 random szdm esik az [y, y+ Ay ) intervallumba, és
pontosan 1 random szam esik az [z+ Az, y] intervallumba.
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Az, hogy

melyik random szam esik az [z, x + Az ) intervallumba, és
melyik random szdm esik az [y, y+ Ay ) intervallumba, és
melyik random szam esik az [z+ Az, y] intervallumba,

3! -féleképpen valésulhat meg, ezért a leirt esemény valészinlisége 6 -szor annyi, mint annak az eseménynek a
valdszintisége, amit az itt definidlunk:

RND; beleesik az [z, x + Az ) intervallumba, és
RND, beleesik az [y, y+ Ay ) intervallumba, és
RND3 beleesik az [+ Az, y] intervallumba.

Ennek az eseménynek a valdszintisége a megfeleld intervallumok hosszainak szorzata, vagyis
Az-Ay-(y—(z+ Azx))

Ezért 6. A Ay ( ( Ar))
N . x - y. yf x+ €

Midebbdl azt kapjuk, hogy

— 6-(y— (2 +42)) ~ 6-(y—2)

flz,y) = 6-(y—x) O<z<y<l)

1. Mikor érkezik a masodik, mikor jon a harmadik?

Legyen most

X = ahdrom random szdm koziil a kozépsd
Y = ahdrom random szdm koziil a legnagyobb

Legyen az Olvasé feladata, megmuatni, hogy

f(z,y) = 62 (<z<y<l)

3.1.2. Tiz ember esete

Tegyiik fel, hogy tiz ember mindegyike — akik rendszeresen egyiitt ebédelnek — a tobbitdl fiiggetleniil dél és 1 ora
kozott egyenletes eloszlds szerint érkezik egy vendéglébe. Legyen X a 3 -ik, Y a 7 -ik érkezési id6pont. Konnyen
szimuldlhatjuk a problémat, ha generalunk tiz random szdmot 0 és 1 kozott, €s

X = a3 -ik legkisebb
Y = a7 -ik legkisebb

Most levezetjiik a kétdimenziés (X,Y) valdszinliségi vdltozé strliségfiiggvényének a képletét. E célbdl elészor
felvesziink két =, y szdmot, melyekre igaz, hogy

O<z<y<l1

Ezek utdn felvesziink = mellett egy kis [z, + Ax] intervallumot és y mellett egy kis [y, y + Ay] intervallumot
gy, hogy teljesiiljon az x« + Az < y egyenlbtlenség is. (X,Y) strliségfiiggvényét hdnyadossal kozelitjiik:

Pa<X<z+Az és y<Y <y+Ay)

fla,y) ~ Ar Ay

A szamlaloban allo

2

r<X<ax+Ax é y<Y<y+Ay

esemény azt jelenti, hogy
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a 3 -ik legkisebb random szam, vagyis X az [z, x + Az ) intervallumba esik, és
a 7 -ik legkisebb random szdm, vagyis Y az [y, y+ Ay) intervallumba esik,

ami — részletesebben kifejtve — a kovetkezdket jelenti:

z, r+ Az ) intervallumba esik, és
Yy, y+ Ay ) intervallumba esik, és

a 3 -ik legkisebb random szam, vagyis X az [
a 7 -ik legkisebb random szdm, vagyis Y az [
pontosan 2 random szdm a [
[
[

0, X) intervallumba esik, és
pontosan 3 random szdm az X, 7) intervallumba esik, és
pontosan 3 random szdm az Y, 1] intervallumba esik.

Ez — jo kozelitéssel — azt jelenti, hogy
pontosan 2 randomszdma [0, z) intervallumba esik, és
pontosan 1 random szdmaz [z, x + Az ) intervallumba esik, és
pontosan 3 randomszdmaz [z + Az, y) intervallumba esik, és
pontosan 1 randomszédmaz [y, y+ Ay ) intervallumba esik, és
pontosan 3 randomszdmaz [y+ Ay, 1] intervallumba esik.

Ennek az eseménynek a valdszintisége

10!
2011311t 3!

Eldobhatunk néhany folosleges zardjelet, tényezot és kitevst, ami 4ltal a formula igy egyszertisodik:

C(@)T (At (y—(z+An)) - (At (1—(y+Ay))°

10!
313131 oAz (y—(@+Ar))’ - Ay - (1-(y+Ay))’
Osztva Az - Ay -nal, majd Az — 0, Ay — 0 hatarérték mellet megkapjuk a stirtiségfiiggvényt:
10! 2 3 3
f(%y):mfﬂ (y—a)" (1-y) (O<z<y<l)

3.1.3. Altalanos eset

Tegyiik fel, hogy n ember mindegyike — akik rendszeresen egyiitt ebédelnek — a tobbitdl fiiggetleniil dél és 1 ora
kozott egyenletes eloszlds szerint érkezik egy vendéglébe. Legyen X az ¢ -ik, Y a j -ik érkezési id6pont. Konnyen
szimuldlhatjuk a problémat, ha generdlunk n random szdmot 0 és 1 kozott, és

X = az i-ik legkisebb
Y = a  j-ik legkisebb

Most levezetjiik a kétdimenziés (X,Y") valdszinliségi valtozé strliségfiiggvényének a képletét. E célbdl elészor
felvesziink két =, y szdmot, melyekre igaz, hogy

O<z<y<l1

Ezek utdn felvesziink = mellett egy kis [z, 2 + Ax] intervallumot és y mellett egy kis [y, y + Ay] intervallumot

gy, hogy teljesiiljon az « + Az < y egyenlbtlenség is. (X,Y") strliségfiiggvényét hdnyadossal kozelitjiik:

fany) ~ Pra<X<z+Az és y<Y <y+Ay)
Y= Az - Ay

A szdmlél6ban all6
r<X<zxz+Azr é y<Y<y+Ay

esemény azt jelenti, hogy
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az 1 -ik legkisebb random szam, vagyis X az [z, x + Az ) intervallumba esik, és
a j -ik legkisebb random szdm, vagyis Y az [y, y+ Ay) intervallumba esik,

ami — részletesebben kifejtve — a kovetkezdket jelenti:

x, x + Az ) intervallumba esik, és
Yy, y+ Ay ) intervallumba esik, és

a 1 -ik legkisebb random szam, vagyis X az [
a j -ik legkisebb random szdm, vagyis Y az [
pontosan (i — 1) random szdm a [

[

[

0, X) intervallumba esik, és
pontosan (j — i — 1) random szdm az X, Y) intervallumba esik, és
pontosan (n — j) random szdm az Y, 1] intervallumba esik.
Ez — j6 kozelitéssel — azt jelenti, hogy
pontosan (i—1) random szdm a [0, z) intervallumba esik, és
pontosan 1 random szdm az [z, x + Az ) intervallumba esik, és
pontosan (j —i—1) random szdm az [z+ Az, y) intervallumba esik, és
pontosan 1 random szdm az [y, y+ Ay ) intervallumba esik, és
pontosan (n—7j) random szdm az [y+ Ay, 1] intervallumba esik .
Ennek az eseménynek a valdszintisége
n! i—1 1 . j—i—1 1 n—j
(@) (Az) - (Y — (2 + Ax) ) (Ay) (1= (y+Ay) )"

(-1 (G—i— DI (n—j)!

Eldobhatunk néhany folosleges zardjelet, tényezét és kitevSt, ami 4ltal a formula igy egyszertisodik:

Gy YAy an P Ay (e )

Osztva Ax - Ay -nal, majd Az — 0, Ay — 0 hatarérték mellet megkapjuk a stiriségfiiggvényt:

n! i—1 j—i—1 n—j
f(xvy): (z—l)'(]—z—l)'(n—])' €T (yf'r) (lfy) (0<.§C<y<1)

3.2. Abrak

Két ember (két véletlen szam) esete:
X =akisebbik Y =anagyobbik n=2,i=1, j=2;esetén ezt kapjuk:

flz,y)=2 hal0<z<y<l
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5. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds siiriiségfiiggvénye; paraméterek: n =2,1=1, 7 =2

6. abra. 2-dimenzios béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n =2,i =1, j =2

Harom ember (harom véletlen szam) esete:

1. X =alegkisebb Y =alegnagyobb n =3, i=1, j =3 esetén ezt kapjuk:

flzyy)=6(y—z) hal0<z<y<l

2. X =alegkisebb Y =akozépsé6 n=3,i=1, j=2 esetén ezt kapjuk:

flz,y)=6(1—y) hal0<z<y<l

3. X =akozéps6 Y =alegnagyobb n =3, i=2, j =23 esetén ezt kapjuk:

flz,y)=6x hal<z<y<l
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7. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds stiriiségfiiggvénye; paraméterek: n =3,1=1,75=3

8. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n=3,1=1,7 =3
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9. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds siiriiségfiiggvénye; paraméterek: n=3,1=1,75 =2

10. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n =3 ,1=1,j =2
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11. abra. 2-dimenzios béta eloszlds stiriiségfiiggvénye; paraméterek: n =3,1=2,j =3

12. dbra. 2-dimenzids béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n =3,1=2,j =3

Négy ember (négy véletlen szam) esete:
1. X =alegkisebb Y =alegnagyobb n =4, =1, j =4 esetén ezt kapjuk:
flz,y) =12 (y—2)> ha0<z<y<l

2. X =alegkisebb Y =akozépsé n=4,i=1, j=2 esetén ezt kapjuk:
flz,y)=121-y)> halO0<z<y<l

3. X = amasodik legkisebb Y = a harmadik legkisebb n =4, i =2, j =3 esetén ezt kapjuk:
flz,y)=24z(1—y) hal<z<y<l
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13. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds stiriiségfiiggvénye; paraméterek: n =4,1=1,j =4

14. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n =4,1=1, 5 =4
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15. abra. 2-dimenzios béta eloszlds stiriiségfiiggvénye; paraméterek: n =4,1 =1, j =2

16. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n =4,1=1,j =2
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17. abra. 2-dimenzios béta eloszlds stiriiségfiiggvénye; paraméterek: n =4,1=2,5 =3

18. dbra. 2-dimenzids béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n =4,1=2,j5 =3

Tiz ember (tiz véletlen szam) esete:

X = a3-ik legkisebb Y =a7-iklegkisebb n =10, i =3, j =7 esetén ezt kapjuk:

10!

srarg & W—2)’ (-9 hal0<z<y<l

flx,y) =
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19. abra. 2-dimenzids béta eloszlds striiségfiiggvénye; paraméterek: n =10,1=3,5j =7

20. abra. 2-dimenzios béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n = 10,1 =3, 5 =7

3.3. Feladatok megoldasokkal

1. Feladat: Harom jobarat déli 12 o6ra és délutdn 1 dra kozott egymastdl fiiggetleniil (folytonos) egyenletes eloszlas
szerint érkezik a menzara. Mi a valészinlisége annak, hogy aki elsdnek ér oda, az fél egy elétt, aki utolsénak, az fél
egy utan érkezik?

Megoldas: Bizonyéra az Olvas6 emlékszik az el6z6 alpontban emlitett "Harom véletlen szdm esete” példara, amikor

2

X jeldlte a hdrom véletlen szam koziil a legkisebbet, Y alegnagyobbat, és (X,Y") stirliségfiiggvénye az

f(x,y) =6(y —z) (0<z<y<1)
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fiiggvény volt. Ha most tekinjiik az
N={(z,y): 0<z<05 05<y<1}

négyzetet, akkor a kérdéses valészin(iség annyi, mint annak a valészintisége, hogy az (X,Y) pontaz N négyzetbe
esik:

1 0.5
= —x)dxdy = — ) dx :...:§
mwm6m<gw M@dgzw yar | dy=..=2

A képletben a hdrom pont az jelenti, hogy az intergrdl kiszdmoldsa az Olvasé feladata.

2. Feladat: Harom jébarat déli 12 6ra és délutan 1 6ra kozott egymadstol fiiggetleniil (folytonos) egyenletes eloszlas
szerint érkezik a menzdra. Mi a valészinlsége annak, hogy aki elsének ér oda, az fél egy el6tt, aki utolsénak, az fél
egy utdn érkezik feltéve, hogy érkezési id6pontjaik kozott legfeljebb fél ora telik el?

2

Megoldas: Az elsS érkezési idGpont legyen X , az utolsé Y . Ekkor (X,Y") sirliségfiiggvénye — mint tudjuk:

flx,y) =6(y —=) O<z<y<1)
A kérdezett feltételes valoszintiség:

P(X<05é Y>056Y—-X<05
P(X<05éY>05|Y—-X<05) = (X< f,s(ny:OSg;) : ):

P(0<X <056 05<Y<X+05)
1-P(Y-X>05)

A szamlalo:

z40.5

0.5
P(0< X <0.5 és 0.5<Y<X—|—O.5):/ (/ 6(y—ac)dy>dx:...:0.25
0 0

5
A nevezd:

1

0.5
1—P(O<X<O.5ésY>X+O.5):/ (/ 6(yx)dy>dx...0.5
0 T

+0.5

Igy a kérdezett feltételes valészintiség 0.25/0.5 = 0.5 -del egyenld.

3. Feladat: Most tegyiik fel, hogy nem harom, hanem n jébarat érkezik a menzara déli 12 6ra és délutan 1 6ra kozott
egymdstol fliggetleniil (folytonos) egyenletes eloszlds szerint. (a) Mi a valdszintisége annak, hogy az utolsé és az elsd
érkezési idGpont kozott legaldbb z id6 eltelik (0 < z < 1) ? Az emlitett két idSpont kozott eltelt idGtartamnak mi
(b) az eloszlasfiiggvénye, (c) stirliségfiiggvénye?

Megoldas: Az elsS érkezési idGpont legyen X , az utolsé6 Y ,az X és Y kozott eltelt idGtartam Z =Y — X .
Ekkor (X,Y) strlségfiiggvénye az 0 < = < y < 1 egyenl6tlenségek dltal definidlt tartomdnyon a kordbban

levezetett
n!

G—D{G—i—1)!(n—7)!
altalanos képletb6l az ¢ = 1, j = n helyettesitéssel adodik:

flzy) = T (y—a) T Ly

fay) = Mo (-2 (1-y)

(0)! (n — 2)! (0)!

” .

Az egyszerlisitések utdn ezt kapjuk:
fla,y) = nn-1) (y—a)"?
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(a) A kérdezett valdszintiség:
P(Z>2) =PY-X>z2 =PX<Y—-2) =

A kettds integralt — gyakorlasképpen — kétféleképpen is felirjuk kétszeres integralként. Els6 esetben az x szerinti
integral all kiviil, az y szerinti beliil:

_ /Olz (/;Zn(n_l) (y — )2 dy) de =

Most pedig az y szerinti ingtegral 4ll kiviil, és az = szerinti beliil:

- /: (/Oy_zn(n—l)(y—x)"_Q dm) dy =

Akdr gy, akar ugy, az eredmény ez lesz:

=1 -n2" 4 (n—1)2"

(b) Az eloszlasfiiggvény:

(c) A stiriségfiiggvény:

/

r(z) = (n P (n—1) z”) = n(n—1) 22 n(n—1) = n(n—1) (z"_2 — 2"_1)

3.4. Ha az érkezések egyenletes eloszlast kovetnek valamilyen véges intervallumon

Az el6z8 gondolatmkenetet konnyd 4ltaldnositani arra az esetre, ha az emberek az A és a B idGpontok kozott
érkeznek (egyenletes eloszlds szerint, egymadstdl fiiggetleniil), azaz n fliggetlen, egyenletes eloszlasu véletlen szamot
tekintink A és B kozott, és

X = azi-ik legkisebb

Y = a j-ik legkisebb
ahol 0 < i< j <n.Ekkorminden A <z <y < B esetén

Hay) = (B—lA)2 (i 1)! (j—?!— D! (n =) <2:i>i_l' (g:f‘l)j_i_l ' <§:Z>n_j

3.5. Ha az érkezések tetszoleges eloszlast kovetnek (Extra tananyag)

Tegyiik fel, hogy az emberek egyforma, de nem egyenletes eloszlds szerint érkeznek a vendéglobe: mindenki — a
tobbitdl fiiggetleniil — az s(x) strliségfiiggvényid, S(z) eloszlasfiiggvényl eloszlas szerint érkezik (A < z < B) .
Legyen X az i-ik, Y a j -ik érkezési id6pont.

Most levezetjiik erre az dltaldnosabb esetre is a kétdimenziés (X,Y") valGsziniiségi véltozé siirliségfiiggvényének a
képletét. E célbdl — ugyaniigy, mint kordbban — felvesziink két =, y szdmot, melyekre igaz, hogy

O<z<y<l1
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Ezek utén felvesziink z mellett egy kis [x,x + Az] intervallumot és y mellett egy kis [y, y + Ay] intervallumot
gy, hogy teljesiiljon az = + Az < y egyenlStlenség is. (X,Y) siirlségfiiggvényét hanyadossal kozelitjiik:

Pra<X<z+Az és y<Y <y+Ay)
AxAx

flz,y) =~

A szamlaloban 4allo
r<X<ax+Ax é y<Y<y+Ay

esemény — ugyanugy, mint kordbban — azt jelenti, hogy
az i -ik legkisebb szdm, amit X jelol, az [z,  + Ax ) intervallumba esik,

és
a j -ik legkisebb szdm, amit Y jeldl, az [y, y + Ay ) , intervallumba esik,

ami — részletesebben kifejtve a kovetkezdket jelenti:

x, x + Az ) intervallumba esik, és
Yy, y+ Ay ) intervallumba esik, és

a 1 -ik legkisebb random szdm, vagyis X az [
a j -ik legkisebb random szdm, vagyis Y az [
pontosan (i — 1) random szdm a [
[
[

0, X) intervallumba esik, és
pontosan (j — 4 — 1) random szdm az X,Y) intervallumba esik, és
pontosan (n — j) random szdm az Y, 1] intervallumba esik.

Ez - j6 kozelitéssel — azt jelenti, hogy
pontosan (i—1) random szdm a [0, z) intervallumba esik, és
pontosan 1 random szdm az [z, x + Az ) intervallumba esik, és
pontosan (j —i—1) random szdm az [z+ Az, y) intervallumba esik, és
pontosan 1 random szadm az [y, y+ Ay ) intervallumba esik, és
pontosan (n—1j) random szdm az [y+ Ay, 1] intervallumba esik .

Ennek az eseménynek a valdszintisége koriilbeliil egyenls a

n!
G-I G—i—D1 (n—j)!

konstans és
(S(@)) 7! (s(z) Az)' (S(y) — S(z + Az) ) (s(y) Ay)' (1= S(y+ Ay) )"

kifejezés szorzataval. Eldobhatunk néhany folosleges zaréjelet, tényezot és kitevot, ami éltal a teljes formula, vagyis
maga szorzat igy egyszertisodik:

n!
= G—i— 1l (=)

Osztva Ax - Ay-nal osztva, majd Az — 0, Ay — 0 hatdrérték mellet megkapjuk a keresett stirliségfliggvényt:

(S(z))'" s(@) Az (S(y) = S(e+Az) )1 s(y) Ay (1 - Sy + Ay))"

" (@) s(@) (S(y) = S@) T s(y) (1-Sy)"

flzy) = G- (G—i—1)(n—j)!
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4. Kisérleti eredmények fiiggvényének a varhato értéke

4.1. Diszkrét eset (ismétlés)

A folytonos esetre vonatkoz6 gondolatok és formuldk megértésének konnyitése céljabdl elszor a kétdimenzids diszk-
rét esetre vonatkoz6 formuldkat mondjuk ki. Igaz, kordbban (a konyv masodik részében) csak az egydimenzios diszkrét
esetet targyaltuk, most pedig kétdimenzios formuldkat fogalmazunk meg. A kétdimenzids formuldk megértése — re-
mélhetSleg — nem okoz nehézséget, hiszen diszkrét esetben az egy- és kétdimenzid technikai kozott nincs 1ényegi
kiilonbség.

Ha egy (X,Y) kétdimenziés diszkrét valdszintiségi véltozé mellett egy z = ¢(x,y) transzforméciét is tekintiink, és
képezziik a t(X,Y") valészintiségi vdltozét, akkor az

> ta,y) pla,y)

(z,y)

szdmot a transzformdciéval nyert ¢(X,Y") valészintiségi valtozé varhaté értékének nevezzik, és E (¢(X,Y") ) -vel
jeloljik:
E(H(X,Y)) =) tx,y) plz,y)

(z,y)

Ha egy diszkrét eloszlast a sikon csak tigy dnmagdban — mindenféle val6szintiségi valtozé nélkiil — vizsgalunk, akkor

a
>t y) pla,y)
(z,y)
szdmot a szébanforgé eloszldsbdl a z = t(z, y) transzformaciéval kapott eloszlas varhaté értékénck nevezziik.

Megjegyzés. Természetesen a Z = t(X,Y) val6szinliségi véltozé vérhat6 értékét meghatarozhatjuk dgy is, hogy
meghatdrozzuk a Z val6sziniiségi véltozo lehetséges z értékeit és az r(z) silyfiiggvényt, és a kapott eloszlds

E(Z) = Z zr(z)

vérhat6 értékét kiszamoljuk.

4.2. Folytonos eset

Ha egy (X,Y) kétdimenzids folytonos valdszinliségi véltozé mellett egy z = t(x,y) folytonos transzforméciét is
tekintiink, és képezziik a t(X,Y") val6sziniiségi véltozot, akkor az

[t ) day
/;

szdmot a t(X,Y") valésziniiségi valtozé varhaté értékének nevezziik, és E (¢(X,Y) ) -vel jeloljiik:

E(HX,Y)) = / / H(z,y) f(z,y) drdy
R2

Ha egy folytonos eloszlast a sikon csak igy 6nmagédban — mindenféle valdszinfiségi valtoz6 nélkiil — vizsgdlunk, akkor

: [t 160 dzay
/;
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szdmot a a z = t(z, y) transzformaciéval kapott eloszlas varhaté értékének nevezziik.

Megjegyzés. Természetesen a Z = t(X,Y") valészintiségi véltoz6 vérhaté értékét meghatdrozhatjuk gy is, hogy
meghatdrozzuk a Z = t(X,Y) valésziniiségi valtozé eloszldsdnak r(z) stirtiségfiiggvényét, és a kapott eloszlds

varhat6 értékét kiszdmoljuk.

Feladat: Tegyiik fel, hogy n jobarit érkezik a menzdra déli 12 6éra és délutdn 1 éra kozott egymastdl fiiggetleniil
(folytonos) egyenletes eloszlds szerint. Az utolsé és az elsd érkezése kozott eltelt id6tartamnak mennyi a varhat6

értéke?

Megoldas: Az els6 érkezési idGpont legyen X , azutolsé Y ,az X és Y kozott eltelt idStartam Z = Y — X.
Ekkor (X,Y) siirliségfiiggvénye — mint kordbban meghatédroztuk:
flay)=n(n-1)(y—a)"? O<z<y<l)

Z strliségfiiggvényét is kiszdmitottuk a kordbbiakan:

r(z) = n(n—1)(""2—2""1) (0<z<1)
Most haromféleképpen is felirjuk Z vérhat6 értékét:
1. Z=Y — X viérhat6 értéke az f(x,y) striliségfiiggvénybdl az y — x fiiggvénnyel igy irhatd fel:

B2) = [[w-o) f@ydedy = [[ -0 n-1) -0 2 dedy

R2 O<z<y<l

_ / (/Oynm—l)(y—x)"—ldw) R

2. A varhat6 érték a Z siriiségfiiggvényébdl:

e} 1
-1
E(Z) = z-r(z)dz = so(nn—1E"2—2" ) de = ... =
@) = [ s = [ (a1 ) L
3. Alegegyszeriibb, ha a vdrhat6 értéket a korabbrdél mér ismert
n 1
(¥) n+1 (X) n+1
tények alapjan kiilonbségként irjuk fel:
n 1 n—1

4.3. Szorzat varhato értéke

Fontossdga miatt kiilon megemlitjiik az X - Y szorzat varhat6 értékének a képletét.

Diszkrét esetben:
E(X-Y)=) a-y-py)
(z,y)

Folytonos esetben:

E(X-Y):// x-y- flz,y) dedy
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5. NSZT a kisérleti eredmények fiiggvényének az atlagara

5.1. Diszkrét eset (ismétlés)
Képzeljiik el, hogy egy (X,Y") kétdimenzids valészinliségi véltozéra sok kisérletet végziink. A kisérletek szamat
jelolje N, a kisérleti eredményeket, melyek véletlen szamparok, jelolje

(X13Y1)7 (X27Y2)a BRI (XN,YN)

Allitas: Ha kisérleti eredményeket egy t(x, y)) fiiggvénybe helyettesithetjiik, majd az igy kapott
t(Xh 5/1)’ t(XQa }/2)7 EERE t(XNv YN)
értékeket atlagoljuk, akkor ez az étlag — nagy kisérletszdm esetén — koriilbeliil a ¢(X,Y") vérhatd értékével egyenls:

N =~

(H(X,Y))

Vazlatos bizonyitas. Az (X, Y) kétdimenzids valGsziniiségi véltozoé lehetséges értékeit most indexezve soroljuk fel:

(1,91), (22,92), ..
Figyelem! Mint hasonl6 helyzetben kordbban is megtettitk mar, itt is felhivjuk a figyelmet, hogy az
(X1, Y1), (X2,Y2), ..., (Xn,YN)
nagybetii-parok kisérleti eredményeket, tehat véletlen értékparokat jelolnek. Az

(Ilayl)v (IQayQ), e

kisbetdi-pdrok segitségével pedig a lehetséges értékeket soroljuk fel. Ha példdul az (X,Y) kétdimenziGs valszi-
niiségi valtoz6 egy dobdkocka-parral (egy piros és egy kék kockaval) dobott véletlen szampart jelol, és — mondjuk —
szazszor dobunk, akkor a nagybettivel jelolt

e X, jelenti az els6 dobas eredményét a piros kokaval,

e Y jelenti az els6 dobds eredményét a kék kokdval,

e X jelenti a masodik dobds eredményét a piros kokaval,

e Y5 jelenti a mdsodik dobas eredményét a kék kokaval, és igy tovabb,
e Xjpo jelenti a szdzadik dobds eredményét a piros kokdval,

o Yo jelenti a szdzadik dobas eredményt a kék kokaval.

A kisbettivel jelolt
(33173/1), (962,3/2), (963,3/3), (3535’:935)7(373673/36)
értékek pedig az
(171)7 (172)? (173)? (6?5)7(676)

szampdrokat jelentik.
A lehetséges értékparok valésziniiségeit is indexekkel latjuk el:

P1, P2, .-
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Tehdt minden ¢ esetén p; megadjaaz (z;,y;) szampdr valészintiségét. Jelolje tovabba
N1, N, ...

a lehetséges értékek gyakorisdgait N kisérlet sordn. Tehdt minden ¢ esetén N; azt mutatja, hogy az (z;,y;)
szampar hanyszor kovetkezik be az N kisérlet sordn. Tudjuk, hogy — nagy N esetén — minden ¢ -re az N;/N
relativ gyakorisdg kozel van a p; valdsziniiséghez.

A t(Xl,Yl)—‘rt(XQ,sz)—f'...+t(XN,YN)

N
kifejezés szamldl6ja N darab tagbdl dll. Kozottik a ¢ fiiggvény argumentumaként az (z1,y1) szdmpdar Nj -szer,
az (xg,y2) szampdr N -szor, ... fordul eld. Ezért a szamlalé értéke:

X1, Y1) + (X2, Y2) + .+ U XN, Y) = Ni-t(zn,y1) + No-tao, y2) + .-
Az étlagot jelentd tort értéke:

t(Xl,Yl)—l—t(Xg,Yg)—f—...+t(XN7YN) . N1-t(whyl)+N2~t(x2,y2)—|—...

N N

N N-
= Wl't($17y1)+ﬁ2't(I2,yz)+--- ~ p1-t(z,yn) Fp2 - t(ze,y2) +... = E(H(X,Y))

5.2. Folytonos eset
Képzeljiik el, hogy egy (X,Y) kétdimenzids folytonos valdszintiségi véltozora sok kisérletet végziink. A kisérletek
szamat jelolje N , a kisérleti eredményeket, melyek véletlen szdmparok, jeloljék

(X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn,YN)

Allitas: Ha kisérleti eredményeket egy t(x,y) folytonos fiiggvénybe helyettesithetjiik, majd az igy kapott
t(X1, 1), t(X2,Y2), ..., t(XNn,YN)
értékeket dtlagoljuk, akkor ez az dtlag — nagy kisérletszam esetén — koriilbeliil a ¢(X,Y") vdrhato értékével egyenls:

t(X1,Y1)+t(X2,Yj\)[+...+t(XN,YN) N //t(x’y) ) dedy = B(HX.Y))
R2

Vazlatos bizonyitas. Osszuk fel az « -tengelyt Ax hosszisdgu, az y -tengelyt Ay hosszisagu kis intervallumokra!
Ezéltal az (z,y) -sik Az - Ay teriiletl kis téglalapokra tagolddik. A kis téglalapok csiicsain egy diszkrét eloszldst
értelmeziink gy, hogy minden ilyen kis téglalap bal alsé sarkdhoz hozz4rendeljiik a téglalapnak a folytonos eloszlas
szerinti valészintiségét. A diszkrét eloszlés szerint az (x,y) cstcshoz tapadé sulyfiiggvényérték integral formdjaban

adhat6 meg:
z+Ax y+Ay
sen) = [ [ ) dedy
x Y

Az (X,Y) valészintiségi valtozé megfigyelt értékeit a téglalapok bal alsé csticsaira "lekerekitve" egy (X*, V™)
diszrét val6szintiségi valtozot kapunk: ha (X,Y) értéke abba a téglalapba esik, melynek bal als6 csdcsa az (z,y)
pont, akkor (X*,Y™) értékét (z,y) -nak vessziik:

(X*,Y") = (z,y) ha r<X<zxz+Azr é y<Y<y+Ay
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(X*,Y™*) lehetséges értékei a csticspontok. Minden egyes (z,y) csdcspont esetén az (X*,Y™*) = (z,y) esemény
valoszinlisége, vagyis (X*,Y™) silyfiiggvényének az (z,y) helyen vett értéke, a fenti p(x,y) érték. Mivel Ax
és Ay kicsi, p(z,y) -raigaz az aldbbi kozelités:

p(z,y) ~ f(z,y) Az Ay
Azt, hogy az alabbi kozelitések miért jogosak, a képletsor alatt magyarazzuk el:
H(X1, Y1) +1(Xo, Yo) + ... + (XN, YN)
N ~
HXT, V) + X5, Y5) 4+ + (X, YY)
N ~
~ >ty play) ~

(z,y)

~ > Ha,y) fz,y) Az Ay &
(z,y)

z+Ax y+Ay
~ / / t(z,y) flz,y) dedy
z Y

o Az elsG 1épésben, amikor (X;,Y;) -t (X[, Y;*) -vel helyettesitjiik, akkor minden ¢ esetén az X; — X/
legfeljebb Az , vagyis kicsi, és az Y; — Y;* kiilonbség legfeljebb Ay , vagyis szintén kicsi, igy a ¢(x,y)
fiiggvény folytonossdga miatta t(X;,Y;) — t(X},Y;*) kiilonbség is kicsi, ezért a két 4tlag kiilonbsége is kicsi.

~

e A madsodik 1épésben kihaszndljuk azt, hogy az (X*,Y™) diszkrét valésziniiségi valtozéra mar kordbban elma-
gyardztuk, hogy a kisérleti eredmények fiiggvényének az dtlaga kozeliti a felirt 6sszeget.

e A harmadik 1épésben a p(zx,y) -ra felirt kozelitést alkalmazzuk.

o A negyedik 1épésben a szummat a szummanak megfeleld integrallal kozelitjik.
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6. Vetiilet- és feltételes eloszlasok

6.1. Vetitések koordiana tengelyekre

1. Tekintsiik azt transzformaciét, mely a sikrdl a vizszintes koordindta tengelyre igy képez, hogy a sik minden egyes
(z,y) pontjt a tengely « pontjdba képezi. Ez a leképezés tulajdonképpen egyfajta felejtést jelent, mert az =
és y koordinatak koziil toroljiik (elfelejtjiik) az y -t és megtartjuk az x -et. Ha viszont a leképezés geometridjat
tartjuk szem eldtt, akkor a leképezést joggal nevezhetjiik a sikrdl a vizszintes tengelyre valé (meréleges) vetitésnek.
A leképezés hatdsa ugy is elképzelhetS, mintha a sikot a fiigg6leges tengellyel parhuzamos irdnyban dsszenyomnank,
belepréselnénk a vizszintes tengelybe.

(x,y)

X

21. dbra. Vetités az x-tengelyre

Ha a sikon festék van, akkor a préselésnél a festék a vizszintes tengelyre nyomddik. A tengelyen adédo eloszldst a
sikon vett eloszlas nak a vizszintes tengelyre vetett vetiiletének nevezziik.

2. Hasonl6 az a transzformdcid, mely a sikrdl a fiigg6leges koordindta tengelyre ugy képez, hogy a sik minden
egyes (x,y) pontjit a tengely y pontjdba képezi. Toroljik, elfelejtjiik az = koordinatét. Ezt a leképezést joggal
nevezhetjiik a fiigg6leges tengelyre valé (merdleges) vetitésnek. A leképezés hatdsa dgy is elképzelhetd, mintha a
sikot a vizszintes tengellyel parhuzamos irdnyban 6sszenyomnénk, belepréselnénk a fiigg6leges tengelybe.
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y (X,y)

22. abra. Vetités az y-tengelyre

6.2. Vetiilet eloszlasok stirtiségfiiggvénye

Ha a sikon festék van, akkor a préselésnél a festék a fiiggbleges tengelyre nyomddik. A tengelyen ad6dé eloszlast a
sikon vett eloszldsnak a fiiggdleges tengelyre vetett vetiiletének nevezziik.

Allitas: Ha a kétdimenziés (X,Y) val6szintiségi véltozé sirtiségfiiggvénye f(z,y) , akkor az X val6sziniiségi
véltozé fi(x) stirségfiiggvénye integrdlként 4ll el f(x,y) -bdl:

fil) = / " Flay) dy

Hasonl6képpen az ; Y valGsziniiségi valtozé fo(y) strliségfiiggvénye is integralként dll el f(x,y) -bol:

foly) = [ 7 Flayy) de

Diszkrét esetben az ezekkel analég szabdlyokat Osszegzési szabdlyoknak hivtuk. Most joggal nevezhetiik ezeket a
szabalyokat integralasi szabalyoknak.

Vazlatos bizonyitas. A vizszintes tengelyen felvett [z, + Az ] intervallum egy fiigg6leges sdvot definidl a sikon:
S[m,r+Am] = {(‘Tvy) RS [iC,ZL' + AZL’]}
Az X € [z,x + Ax ] esemény nyilvdn ekvivalens az (X,Y) € S[; ,4 4] eseménnyel. E tény alapjdn:

P(Xe[r,z+Az]) P((X,Y)ESurraq)

fu@) ~ Az B Az

_ Sletaa) x

I fay) da dy m?‘“( i f(w,y>dy> PR
= A = = ~ [t ay
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0 1

23. dbra. 2-dimenzids béta eloszlds és vetiiletei festékkel szemléltetve; paraméterek: n =5,1=1, 5 =3

6.3. Feltételes eloszlasok siiriiségfiiggvénye

Amikor egy kétdimenzids (X,Y") val6sziniiségi véltozéval van dolgunk, el6fordulhat, hogy X értékét megtudjuk:
X = z, de a masik koordinatat, Y-t nem tudjuk: Y -t tovdbbra is val6szintiségi valtozonak kell tekinteniink. Felmeriil
a kérdés: milyen eloszldssal modellezziik Y -t az X = z feltétel mellett? Az X = z feltétel mellett Y (feltételes)
stiriségfliggvényét fo1( y | © )-szel vagy fo(y | X = = )-szel jeloljiik. Hasonloképpen, az Y = y feltétel mellett
X (feltételes) sirtiségfiiggvényét fio( = | y )-szel vagy fi2( x| Y = y )-nal jeloljiik.

v

Allitas: Az X = g feltétel mellett Y feltételes stirliségfiiggvényét hanyadosként kaphatjuk meg:

fz,y)
r) = ——/
f2|1 ( Y | ) fl (i‘)
Hasonl6képpen, az Y = y feltétel mellett X feltételes stirtiségfiiggvénye:
f(z,y)
fip(zly) =
(7| f2(y)

Vazlatos bizonyitas. A két formula koziil az els6t vezetjiik le:

Ply<Y<y+Ay | X=x) Ply<Y<y+Ay | <X <zxz+Azx)
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P(z<X<z+Az é y<Y<y+Ay) Plz<X<z+Az é y<Y<y+Ay) f( )
z,y

N P(z<X<z+Az) _ Az Ay ~ _J\TId)
= = P(z<X<z+Az) -
Ay Plo<X<oths) fi(z)
y

0.25 0.50 0.75
X x=025x=050x=0.75

feltételek melletti
feltételes eloszlasok

24. abra. 2-dimenzios béta eloszlds és az x = 0.25, x = 0.50, x = 0.75 feltételek melletti feltételes eloszldsai festékkel
szemléltetve; paraméterek: n =5,1 =1, j =3

Feltételes eloszlasok az

0.75 B y=0.75
0.50 B | y=0.50

0.25 . | y=025

feltételek mellett

25. dbra. 2-dimenzids béta eloszlds és az y = 0.25, y = 0.50, y = 0.75 feltételek melletti feltételes eloszldsai festékkel
szemléltetve; paraméterek: n =5,1 =1, j =3

Példa; Y = RND;, X = Y - RNDs : Vilasszunk egy pontot 0 és 1 kozott egyenletes eloszlds szerint, ez legyen
az Y pont. Ha Y -t mar megvalasztottuk, akkor 0 és Y és kozott valasszunk egy masik pontot ugyancsak egyenletes
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eloszlds szerint, ez legyen az X pont. X -b8l és Y -bél rakjuk dssze az (X, Y") pontot a sikon! SzamitGgéppel X és Y
igy 4llithat6 el6 random szamok segitségével:

Y =RND;, X =Y -RND,

Y egyenletes eloszlast kovet 0 és 1 kozott, ezért

f2(y) = 1 (O<y<1)

Az Y =y feltétel mellett X egyenletes eloszldst kovet 0 és y kozott, ezért
1
f1\2($|y):§ (0 <z <y)
Mint kordbban meghatédroztuk — az (X, Y") kétdimenziés valdsziniiségi valtozo siirliségfiiggvénye:
1
fley) == (0<z<y<l)
Y

X (feltétel nélkiili) stiriségfiiggvényét is kiszamitottuk:
fi(z) = —In(x) (0<z<1)

Y feltételes stirliségfiiggvénye az X = z feltétel mellett a hanyados szabdllyal ad6dik:

fopn(ylae)=—2 <z<y<]l)

In(x)

A

025 0. X
0.50 0.75 feltételes eloszlasok az

[ | x=0.25 x=0.50 x=0.75
vetllet eloszlas feltételek mellett

26. dbra. (X,Y) eloszldsa, X eloszldsa és Y feltételes eloszldsai az x = 0.25, © = 0.50, x = 0.75 feltételek mellett
festékkel szemléltetve, ahol Y = RNDy, X =Y - RNDq
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6.4. Feltételes siirtiségfiiggvények rendszere

Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy az (els6 fejezetben targyalt)

fl@,y) = fi(@) - fap(ylx)

szorzasi szabdly és az (el6z6 pontban levezetett)

_ fzy)
f2|1(y ‘ ZL’)— fl(x)

osztasi szabdly egyenértékd egymassal. Hasonlésképpen az

f(xy) = fo(y) - frz( | y)

szorzési szabdly és az

f(@,y)
f2(y)

f1|2($\y):

osztdsi szabaly egyenértékii egymassal.

Ha minden x mellett tekintjiik a fo, ( y | = ) stirliségfiggvényt, akkor siirliségfiiggvényeknek egy rendszerét kapjuk,
amit az Y valdszintiségi valtozé X -re vonatkozo feltételes siirtiségfiiggvény-rendszerének neveziink.

Ha minden y mellett tekintjiik a f15( | y ) stirlségfliggvényt, akkor siirtiségfiiggvényeknek egy rendszerét kapjuk,
amit az X valdszinlségi véltozd Y -re vonatkozo feltételes stirtiségfiiggvény-rendszerének neveziink.

2

Egy adott f(x,y) kétdimenzids siirtiségfiiggvénybdl, az

fil) = / 7 Flay) dy

integréldsi szabdllyal meghatarozhatjuk az f (z) vetiilet-stiriségfiiggvényt, majd pedig a

fz,y)
f 2|1( ylo)=
hényados szabdllyal az fo;( y | ) feltételes stirGségfiiggvények rendszerét.

Forditva, az fy(x) vetiilet-striségfiiggvénybdl és a feltételes siirtiségfiiggvények fo);(y | 2 ) rendszerébdl a

fl@,y) = fi(@) - fap(ylz)

szorzdsi szabdllyal a megkaphatjuk az f(x,y) kétdimenzids stirtiségfiiggvényt. Ezért az f(x,y) kétdimenzids siirii-
ségfiiggvény ismerete egyenértékil azzal, hogy ismerjiik az f1(x) vetiilet-siiriiségfiiggvényt és a feltételes siiriségfiigg-
vények az fo)1( y | @ ) rendszerét. Hasonl6képpen kiadédik az is, hogy a az f(x,y) kétdimenzids siiriiségfiiggvény

ismerete egyenértékii azzal, hogy ismerjiik az fo(y) vetiilet-stiriiségfiiggvényt és a feltételes stiriiségfiiggvények az
Juz2( x|y ) rendszerét.
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6.5. Siriségfiiggvények keverése

A feltételes stirtiségfiiggvényekkel kapcsolatos

f(z,y) = fi(z) f2|1( ylz)
szorzdsi szabdly és a vetitésre vonatkozé

fi(x) = /_ " Hay) dy

integraldsi szabaly kombindldsdval adédik az aldbbi formula:

f1<x>:/_°° o) fup( | y) dy

A koordinétdk szerepének felcserélése pedig a

fz(y):/_oo (@) fop(y | 7) da

formulét adja.

Ezek a formuldk a kordabban tanult

pi(z) = pa(y) pr( x| y)

p2(y) = Z p1(z) p2p(y | )

diszkrét formulak folytonos megfelel6i. Ezért ezekre az integral-formuldkra hivatkozhatunk tigy is mint a teljes valé-
sziniiség formulai kétdimenzios folytonos valosziniiségi valtozokra.

A jobboldali integral-kifejezéseket egyfajta keverésnek is felfoghajuk: példaul az

fz(y)z/_OO fi(@) fop(ylz)de

formula azt mutatja, hogy az f(y) fliggvényértéket tigy kaphatjuk meg, hogy az fo1( v | = ) fliggvényértékeket az
f1(x) sdlyfiggvény szerint keverjiik. Tehdt

e az Y valosziniiségi valtozo siirtiségfiiggvénye (eloszlasa) nem mas, mint az Y feltételes siiriiségfiiggvénye-

27 s2

inek (feltételes eloszlasainak) keveréke az X siirtiségfiiggvénye (eloszlasa) szerint.

Hasonléképpen

e az X valésziniiségi valtoz6 siiriiségfiiggvénye (eloszlasa) nem mas, mint az X feltételes stirtiségfiiggvénye-

s s

inek (feltételes eloszlasainak) keveréke az Y siiriiségfiiggvénye (eloszlasa) szerint.

6.6. Feltételes eloszlasfiiggvény

A feltételes stirliségfiiggvény integraljaként a feltételes eloszlasfiiggvényt kapjuk:
Yy
Fanlyla)= [ fan(yla)dy=P(Y <y| X =2

illetve =
F1|2(m|y)=/ fl‘g(x|y)dx:P(X<x|Y:y)
— 00
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Megforditva: a feltételes eloszlasfiiggvény derivaltjaként a feltételes stirtiségfiiggvényt kapjuk meg

f2|1(y|$)* 2|1(9j| )
OF2(
f1|2(l'|y)* 1|29(a? lv)

A feltételes eloszlasfiiggvény jelentése:
e Ha (z1,x9) egy picike intervallum az x szam koriil, és az (X, Y') kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok addédik, melyekre az X értéke z; és xo kozé esik,

akkor az ilyen kisérletekhez tartozé Y értékeknek koriilbeliil az

F51(y | z ) -ed része kisebb y -ndl
e Ha (y1,y2) egy picike intervallum az y szdm koériil, és az (X,Y") kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira

sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adédik, melyekre az Y értéke y; és yo kozé esik,
akkor az ilyen kisérletekhez tartozé X értékeknek koriilbeliil az

Fyj2( @ | y ) -ed része kisebb x -nél

6.7. Feltételes valosziniiség

Az y; <Y < yo esemény valoszinlisége az X = x feltétel mellett a feltételes siiriségfiiggvénybdl integraldssal
adodik:

Y2
Plyi <Y <y | X=2) = / fop(ylz)dy
Y1
Hasonléan adédik az 1 < X < x4 esemény valdszinlsége az Y = y feltétel mellett:
x2
P(or< X <aa|¥=y) = [ fislely)de
1

Ugyanezeket a feltételes valdszintiségeket a feltételes eloszlasfiiggvénybdl kiillonbségként is megkaphatjuk:

Py <Y <y |X=uz)

Foj1(y2lx) — Fop (y1|)

Pz <X <a | Y =y) = Fipp(x]y) — Fijo(z1ly)

A feltételes valoszintiség jelentése:

e Ha (y1,y2) egy tetszGleges intervallum az y tengelyen, (x1, 25) pedig egy picike intervallum az z szdm koriil, és
az (X,Y) kétdimenzids valészintiségi véltozdra annyira sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbsl
is sok adddik, melyekre az X értéke xq és xo kozé esik, akkor az ilyen kisérletekhez tartozé Y értékeknek
koriilbeliil a

P(y1 <Y <y | X =) -ed része esik az (y;, y2) intervallumba

e Ha (z1, z2) egy tetszleges intervallum az x tengelyen,, (y1, y2) pedig egy picike intervallum az y szdm koriil, és
az (X,Y) kétdimenzids valészintiségi valtozéra annyira sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl
is sok adédik, melyekre az Y értéke y; és yo kozé esik, akkor az ilyen kisérletekhez tartozé X értékeknek
koriilbeliil a

P(z1 < X <22 |Y =y) -ed része esik az (x1, z2) intervallumba
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Megjegyzés. A
Py <Y <y | X =2)

feltételes valoszintiségben a feltétel valdszintisége nulla
PX=z2)=0

Ezért a feltételes valdsziniiség elemi
P(AN B)
P(B|A) = ————

formuldjat nem lehet alkalmazni a P( y; <Y < yo | X = x ) val6szinliség definidldséra.

6.8. Feltételes median

Az

1
F2\1(y|95):§

egyenletet y-ra megoldva, azaz y-t kifejezve az egyenletbdl = segitségével, megkapjuk Y medidnjit az X = x feltétel
mellett.

Hasonloképpen, az
1

F1\2(~T|y):§

egyenletet x-re megoldva, azaz x-et kifejezve az egyenletbdl az y segitségével, megkapjuk X medidnjit az Y = y
feltétel mellett.

A feltételes median jelentése:

e Ha (z1,x9) egy picike intervallum az x szam koriil, és az (X, Y') kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adédik, melyekre az X értéke x1 és x4 kozé esik,
akkor az ilyen kisérletekhez tartozé Y értékeknek koriilbeliil a

fele kisebb, a fele nagyobb, mint az X = x feltételhez tartozé median

e Ha (y1,y2) egy picike intervallum az y szdm koriil, és az (X,Y") kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adodik, melyekre az Y értéke y1 és ys kozé esik,
akkor az ilyen kisérletekhez tartozé X értékeknek koriilbeliil a

fele kisebb, a fele nagyobb, mint az Y = y feltételhez tartozé median

6.9. Feltételes varhato érték

A feltételes varhat6 érték nem mads mint a feltételes eloszlds varhato értéke:

E(Y|X =) :/

o0

yf2|1(y|x)dy
illetve -
E(X|Y=y) = / t fya(|y) de

— 00

A feltételes varhatoé érték jelentése:

43



e Ha (z1,x2) egy picike intervallum az 2 szdm koriil, és az (X, Y") kétdimenzids valGszintiségi véltozdora annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adédik, melyekre az X értéke 1 és x4 kozé esik,
akkor az ilyen kisérletekhez tartozé Y értékeknek az dtlaga koriilbeliil az

E(Y|X =z) feltételes varhato értékkel egyenld

e Ha (y1,y2) egy picike intervallum az y szdm koriil, és az (X,Y") kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adddik, melyekre az Y értéke y; és ys kozé esik,
akkor az ilyen kisérletekhez tartoz6 X értékeknek az dtlaga koriilbeliil az

E(X|Y =vy) feltételes varhaté értékkel egyenld

6.10. Feltételes variancia

A feltételes variancia nem mas mint a feltételes eloszlas variancidja:

VAR(Y | X =) /mw CEYVIX =) fon(y|a)dy =

— 00

— ([ v hnyla)dy) - (BEIX =)
(/. )

illetve

VAR(X [V =y) = [ (o = BOXIY =) fua(o |y) do =

—00

- </oo x2f1|2(x|y)dx) — (E(X|Yy =y) )

— 00

A feltételes variancia jelentése:
e Ha (z1,x9) egy picike intervallum az x szam koriil, és az (X, Y') kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adddik, melyekre az X értéke z; és xo kozé esik,

akkor az ilyen kisérletekhez tartozé Y értékeknek a variancidja koriilbeliil az

VAR(Y|X = z) feltételes varianciaval egyenld

e Ha (y1,y2) egy picike intervallum az y szdm koriil, és az (X,Y") kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adddik, melyekre az Y értéke y1 és ys kozé esik,
akkor az ilyen kisérletekhez tartozé X értékeknek a variancidja koriilbeliil az

VAR(X|Y =y) feltételes varianciaval egyenld
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6.11. Feltételes szoras

A feltételes szords nem mas mint a feltételes eloszlds szordsa, vagyis a feltételes variancia négyzetgyoke:

SD(Y |X=2) =+ VARY|X =2) =

— 00

- Ww (y— E(Y|X = 2))? fop(y|z)dy= \//w W2 fop(y | ) dy — (E(Y|X = 2))?
illetve

SD(X|Y=y) = /VARX|Y = y) =

:\//_‘X’ (x—E(X|Y=y))2 f12($|y)dx:\//_°° $2f1|2($|y)dfc—(E(X|Y:y))2

A feltételes szoras jelentése:
e Ha (z1,x4) egy picike intervallum az x szam koriil, és az (X, Y') kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adédik, melyekre az X értéke 1 és x4 kozé esik,

akkor az ilyen kisérletekhez tartozé Y értékeknek a szérdsa koriilbeliil az

SD(Y|X = z) feltételes szérassal egyenld

e Ha (y1,y2) egy picike intervallum az y szdm koriil, és az (X, Y") kétdimenzids valészintiségi véltozéra annyira
sok kisérletet végziink, hogy még az olyan kisérletekbdl is sok adddik, melyekre az Y értéke y1 és ys kozé esik,
akkor az ilyen kisérletekhez tartozé X értékeknek a szérdsa koriilbeliil az

SD(X|Y =y) feltételes szérassal egyenld

I

Megjegyzés: A feltételes varhato érték fogalmat mar a jegyzet els6 részében értelmeztiik diszkrét eloszldsokra — integ-
ralok helyett szummakkal. A feltételes variancia, feltételes szords is nyilvanvaléan értelmezhet6 diszkrét eloszlasokra
is: a fenti formuldkban az integralok a megfelelé formuldkban értelemszertien szummakkal cserélédnek fel.

6.12. Egy szamolés minta példa: Y = RND;, X =Y - RND,

Feladat: Vilasztunk egy Y szdmot 0 és 1 kdzott egyenletes eloszlas szerint. Ha Y = y, akkor 0 és y kozott valasztunk

7. 2

egy X szamot ugyancsak egyenletes eloszlds szerint. Es most meghatdrozzuk a feltétel nélkiili- és feltételes stirtiség-
és eloszlasfiiggvényeket és a feltételes eloszlasok jellemzait!

Megoldas:
o Y siiriségfiiggvényét Y definicidja alapjan felirhatjuk:

faly) =1 ha O0<y<l1
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e A most kovetkezd képletek 0 < y < 1 mellett értend6k.

Az Y =y feltétel mellett

X feltételes stirtiségfiiggvényét X definici6ja alapjan fel tudjuk irni:

fip(zly) = ha 0<z<y

< | =

X feltételes eloszlasfiiggvénye nyilvan:

T

F1|2(I|y):§ ha O<x<y
X feltételes medidnja és feltételes varhaté értéke nyilvan:
Y
2
a feltételes variancia, illetve szérds pedig:
2
Y . Y
— illetve
12 V12

22

o (X,Y) siiriségfiiggvényét a szorzdsi szabdly alapjan kapjuk meg:

f@y) = faly) fip(z]y) = 1 :; ha 0<az<y<l

2

o X siirliségfiiggvényét y szerinti integrdldssal kapjuk meg. 0 < z < 1 esetén ez adddik :

fi(z) = /_O;f(ffay) dy = /:ldy = —In(z)

Y

e A most kovetkezd képletek 0 < = < 1 mellett értenddk.

Az X = z feltétel mellett

o

Y feltételes stirtiségfiiggvényét hanyadosként kapjuk:

C flwy) 1 -
fan(ylz) = @) - @ gy ha z<y<1

A feltételes eloszlasfiiggvényt integralassal kapjuk meg:

Fan(y|e) = [ fop(y |2 )dy =

-/ (_yli(x)) W=t |- i () ~n(e)

1
P ()
In(x)
A feltételes median az In(y) )
ny
Fp(ylz) = 1*111(%) =3
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egyenlet y-re valé megolddsabdl adédik:

In(y) 1
In(x) 2
In(y) = = ()
In(y) = In(v/x)
y = Vr
Tehat a feltételes medidn /.
A feltételes varhato érték: -
E(VIX =a)= [y fanlyle)dy -

- /xl g (yli(ar)> W= /: <ln(1x)) &y = (ln(lx)> (1-2) =

A feltételes masodik momentum:

[ ) [ () - (o) -

A feltételes varianciat a
VAR(YY|X =2) = EY?)X =2)— (E(Y|X =2))*

képlet alapjan fel lehet irni, amibdl gyokvonassal a feltételes szoras képletét is megkaphatjuk:

wRotx =) = 3= (5 )

=0 = i~ ()

6.13. Folytonos szimulacio kétdimenziéban

Tegyiik fel, hogy adott egy folytonos kétdimenzids eloszlas, és nekiink el kell dllitani szamitogép segitségével egy

olyan (X,Y) kétdimenzids valdsziniiségi valtozét, ami a megadott kétdimenzids eloszldst kiveti. A kovetkezGképpen
lehet eljarni:

1. Meghatdrozzuk az eldirt eloszlds x -tengelyre vetett vetiiletének siiriiségfiiggvényét:

fiw) = [ " fay) dy
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majd pedig az eloszldsfiiggvényét:
x
Fi(x) = / fi(z) dx
— 00
és ezutdn az
u = Fi(x)

egyenletbdl az eloszldsfiiggény inverzét:
v = Fy'(u)

Tudjuk, hogy ha az inverz fiiggvénybe egy random szdamot helyettesitiink:
X = F7Y(RND,)
akkor olyan X valdsziniiségi vdltozot kapunk, mely a kivdnatos vetiilet eloszldst koveti.

2. Az eldirt eloszldsbol minden x értékre meghatdrozzuk az X = x feltétel melletti feltételes siiriiségfiiggvényt:

_ Sy
f2|1(y‘1’) - fl(-r)

majd a feltételes eloszlds eloszldsfiiggvényt:

Fyr(yle) = / fon(y | 2 ) dy

és ezutdn rogzitett x mellett a

v = Fu(ylz)
egyenletbdl az eloszldsfiiggény inverzét:

y = Fyl(v|z)
Ha ebben az inverzfiiggvény képletben az x paraméter helyére a mdr definidlt X -et, a v vdltozo helyére pedig egy
ijabb random szamot helyettesitiink:

Y = F;(RNDy | X)

akkor olyan 'Y valosziniiségi vdltozot kapunk, melynek az X = x feltételek melletti feltételes eloszldsai a kivdnatos
feltételes eloszldsok.

3. Akapott (X,Y) kétdimenzi6s valosziniiségi valtozé vetiilet eloszlasa megegyezik a megadott eloszlas vetiilet
eloszlasaval, és a feltételes eloszlasai is megegyeznek a kivanatos eloszlas feltételes eloszlasaival. Ezért (X,Y)
kétdimenzios eloszlasa is megegyezik a kivanatos eloszlassal.

Megjegyzés: Természetesen a koordinatdk szerepcseréjével is miikodik a médszer. A
Y = F,'(RND;)
X = F,(RNDy |Y)

definicidkkal is olyan (X,Y) kétdimenzids valdszintiségi véltoz6t kapunk, melynek eloszldsa is megegyezik a
kivénatos eloszlassal.

Példa: Harom random szdm kapcsdn korabban vizsgdltuk

a harom random szam koziil a legkisebb ~ és a harom random szam koziil a legnagyobb
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7

valdszinfiségi valtozokbdl alkotott kétdimenzids valészinliségi valtozot. Levezettiik, hogy a kétdimenzids stirtiség-
fliggvény képlete:
flxy) = 6-(y—x) O<z<y<l)

10

o 2

27. dbra. 2-dimenzios béta eloszlds siiriiségfiiggvénye; paraméterek: n =3,1=1,7 =3

28. abra. 2-dimenzids béta eloszlds festékkel szemléltetve; paraméterek: n =3,i =1, j =3

Erdekes megnézni, hogy a most tanult médszer hogyan 4llit el ilyen eloszlast kovets (X,Y) kétdimenzids valdszi-
niiségi valtozot!

o

1. Meghatarozzuk a megadott eloszlds x -tengelyre vett vetiiletének siirtiségfiiggvényét:

o0 1
f1<x>=/_ f(x,y>dy>:/ 6 (y—o)dy =3-(1-2° (O<z<y<l)
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majd pedig az eloszlasfiiggvényét:
Fl(x):/ fl(m)dm:/3'(17x)2dx:1—(17x)3 0<zx<y<l)
—o0 0
és ezutdn az

uw=1-(1-z)?

egyenletbdl az eloszlasfiiggény inverzét:
z=1-(1—u)s

Tudjuk, hogy ha az inverz fiiggvénybe egy random szamot helyettesitiink:
X = 1—(1-RND;)3

akkor olyan X valdszintiségi valtozoét kapunk, mely a kivanatos vetiilet eloszlast koveti.

v

2. Az elbirt eloszlasbol minden x értékre meghatdrozzuk az X = x feltétel melletti feltételes stirtiségfiiggvényt:

_ fly)  6-(y—=x)  2-(y—w)
fon(ylz) = @) 3-(-22 ~ (1-ap2 <z<y<l

majd a feltételes eloszlas eloszlasfiiggvényt:

Fanlyla) = [ 20 ay = 2=

O<x<y<l)

és ezutan rogzitett « mellett a

egyenletbdl az eloszlasfiiggény inverzét:
y=z++vv-(1—-ux)

Ha ebben az inverzfiiggvény képletben az = paraméter helyére a mar definidlt X -et, a v valtozé helyére egy tjabb
random szdmot helyettesitiink:

Y = X+VRND; - (1 — X))

akkor olyan Y valészintiségi valtoz6t kapunk, melynek az X = « feltételek melletti feltételes eloszlasai a kivanatos
feltételes eloszldsok.

A kapott (X,Y") kétdimenzids valészinliségi valtozo kétdimenzids eloszldsa is megegyezik a kivdnatos eloszléssal.

Megjegyzés: Megnyugtaté élmény lehet az Olvasé szdmadra, ha a médszeriinkkel most definiélt (X, Y)-ra generél egy
pontfelhdt, és azt Gsszeveti

a hdrom random szdm koziil a legkisebb ~ és a hdrom random szdm koziil a legnagyobb

val6szintiségi valtozokbdl alkotott kétdimenzids valdsziniiségi valtozé pontfelhdjével.
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7. Transzformacio sikrol sikra

Az aldbbiakban az eloszlasoknak a sikrdl sikra valé transzformacidjat egy konkrét példan keresztiil mutatjuk be. A

/////

képletet — a Jacobi determindns jelentésének ismeretét feltételezve — igazoljuk.

7.1. Példa: transzformacio szorzas és osztas segitségével

7.1.1. A transzformacio definicidja

Tekintsiik azt a transzformdciot, mely az (z,y) sikrél az (u,v) sikra képez az

U=y Vo= =
T

képlet- par szerint. Mivel az elkdvetkez$ oldalakon csak 0 és 1 kozotti x és y értékekkel fogunk dolgozni, a
transzformécidt csak a
0<z<1 0<y<l1

négyzeten fogjuk tekinteni. A 0 < x ésa 0 < y egyenlStlenségek miatt a négyzet meg van fosztva a tengelyekre
esd oldalaitdl.
7.1.2. A transzformacio6 inverzének képlet-parja

Ha a transzformdciét definidlé két egyenletbdl kifejezziik z -etés y-taz u ésa v segitségével, akkor az inverz
transzformdcié képlet-parjahoz jutunk:

avagy

7.1.3. Az egységnégyzet képe egy "'vitorla' alaku halmaz

Az els6 kérdések egyike, ami ilyenkor felmeriil: milyen halmazt kapunk az (u,v) sikon ha az értelmezési tartomany
—ami itt az egységnégyzet — minden (x,y) pontjat attranszformaljuk?

A vilasz egyszer(: Nyilvan minden (u,v) képpont az els6 siknegyedbe esik, azaz u > 0 és v > 0 . Tovabb4

2

<

u=uxy <1 v = = = = — > u v o=

y _ay _ u y .
r x?2 oz T -

v
u

S

Tehat a képpontok eleget tesznek az
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egyenl6tlenségeknek, azaz egy "vitorla" alakd halmazba esnek. Nyilvanval6, hogy ennek a halmaznak minden pontja
valéban képpont.

3 3
y \
v=1/u
2 2 |
1 14 "Vitorla"
Egység-
négyzet vV=u
0 0 .
0 X 0 uy

29. abra. Az egységnégyzetbdl "vitorla" lett

7.1.4. A transzformacio hatasanak szemléltetése

A transzformaci6 hatasat 1épésrdl 1épésre haladva fogjuk bemutatni.

e El6szor néhany konkrét pontot és szakaszt transzformalunk,

e utdna azt érzékeltetjiik, ahogy az (x,y) sik egységnégyzetében felvett "borton rdcs"-bdl az (u, v) sikon "diszes
rdcs" lesz.

e Majd pontfelh6t transzformalunk,
o végiil pedig festék eloszlast.
e A pontfelhok és festék eloszlasok transzformacidjat el6szor egyenletes eloszlasra vessziik,

e utdna pedig nem-egyenletes eloszlésra.

1. Harom pont egy fiiggoleges szakaszon

El8szor harom pontot vesziink fel az x = % egyenletd fiigg6leges egyenesen. Ezek transzformaltjait is megadjuk:
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(z;9) = (u;v) ahol u=uz-y és v=4L
‘ 1/4
(1/2;1/4) — (1/8;1/2) mert 1/8 = 1/2 -1/4 & 1/2 = %
(1/2;1/2) — (1/4;1) mert  1/4 =1/2-1/2 & 1= 4
(1/2;3/4) — (3/8;3/2) mert 3/8 = 1/2 -3/4 é 3/2 = ‘;’;—;

2. Fiiggoleges szakasz

Ezek utdn L
az T =g egyenlettel ésaz  1/4 < y < 3/4  egyenlGtlenségekkel

megadott fiiggblegeses szakasz transzformaltjanak egyenletét hatdrozzuk meg. A

1
\/ v 3 egyenletbfl ésaz  1/4 < v/u-v < 3/4  egyenlStlenségekbdl
v

kapjuk a megoldast:
1

8
Latjuk, hogy a transzformdciéval kapott alakzat az (u,v) sikon egy szakasz, mely az origén dtmend 4 meredekségi
egyenesen fekszik.

3
=4. < < —
v U _'LL_8

30. dbra. Hdrom pont egymads felett és transzformdltjaik - Fiiggdleges szakasz és transzformdltja

3. Harom pont egy vizszintes szakaszon
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Mostaz y = % egyenletii vizszintes egyenesen vesziink fel hdrom pontot. Ezek transzformaltjait is megadjuk:

(zi9) = (uiv) ahol w=-y & =
(1/4;1/2) = (1/8;2) mert 1/8 = 1/2-1/4 & 2= {7
(1/2;1/2) = (1/4;1) mert 1/4=1/2-1/2 & 1= 47
(3/451/2) = (3/8;2/3)|  mert 3/8=3/4-1/2 & 2/3= g7

4. Vizszintes szakasz

Ezek utan

1
z y=3 egyenlettel ésaz  1/4 < z < 3/4  egyenlGtlenségekkel

megadott vizszintes szakasz transzformaltjdnak egyenletét hatdrozzuk meg. A

1
Vu-v = 3 egyenletb6l ésaz  1/4 < 4/ % < 3/4  egyenlGtlenségekbdl

kapjuk a megoldast:

1 1 1
4 u 8
Latjuk, hogy a transzformdciéval kapott alakzat az (u,v) sikon egy hiperbola-darab, melya v = 1/u egyenletd
"standard" hiperbolabdl fiiggbleges irdnyud zsugoritassal keletkezik.

3
= < < —
v _U_8

31. abra. Hdrom pont egymds mellett és transzformdltjaik  —  Vizszintes szakasz és transzformdltja
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5. "Plusz jel"

Ha a most vizsgdlt fiiggbleges és vizszintes szakaszokbdl egy "plusz jel"-et rakunk 6ssze, akkor lathatjuk, hogy a plusz
jel transzformaltja egy erSsen torzult plusz jel:

3 3
2 - 2
14 / 14
B
-
0 : 0 .
0 1 0 1

32. dbra. "Plusz jel" és transzformdltja

6. Vizszintes szakasz altalanosan
Legyiink batrabbak! Ha c tetsz6leges konstans 0 és 1 kozott, akkor

az y =c egyenletésa 0 < x <1 egyenlbtlenségek

egy vizszintes szakaszt definidlnak a négyzetben. A szakasz transzformaltjanak az egyenletét

a Vu-v =c egyenletbblésa 0 < 4/ v <1 egyenl&tlenségekbdl
v

kapjuk. A megoldais:
1
v=2cr = 0<u<c
u

A képletekbdl kiolvashatd, hogy a transzformdaciéval kapott alakzat az (u,v) sikon egy hiperbola-darab, mely a

2z n

v = 1 /u egyenletd "standard" hiperboldbdl fiigg6leges irdnyd zsugoritdssal keletkezik. A hiperbola-darab bal széle
a v tengelyt kozelitve felszalad végtelen magasra, a jobboldali végpontja pediga (¢, ¢) pont

7. Fiiggoleges szakasz altalanosan
Hasonl6képpen, ha d tetszéleges konstans 0 és 1 kozott, akkor

az x =d egyenletésa 0 <y <1 egyenlStlenségek
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egy vizszintes szakaszt definidlnak a négyzetben. A szakasz transzformaltjanak az egyenletét a

g 0< Vuo <1
v

egyenlbtlenségekbdl kapjuk. A megoldas:

1~u 0<u<d

'l}:ﬁ <S <S

A képletekbdl kiolvashatd, hogy a transzformdéciéval kapott alakzat az (u,v) -sikon egy szakasz azon az egyenesen,
mely 4tmegy az origén, és meredeksége az 1 -nél nagyobb 1/d? érték. A szakasz baloldali végpontja az origé, a

z. 2z

jobboldali végpontja pedig a standard hiperbolén 1év6 (d, 1/d) pont.

7.1.5. A "borton racs" "'diszes racs''-ba transzformalodik, a négyzetbdl pedig ''vitorla'' lesz,

Az elébb mondottakbdl remélhetdleg vilagos (lasd a kovetkezd dbrat!), hogy
o afiiggbleges és vizszintes szakaszokbdl 4116 "borton racs" transzformaltja az dbran lathat6 "diszes racs",

e anégyzet transzformaltja pedig az a "vitorla" alaku alakzat, melyet az v-tengely, az u-tengely, a v = u egyenleti
egyenes és a v = 1/u hiperbola hatdrol.

33. dbra. A "borton rdcs"-bol "diszes rdcs" lett lett

Abbdl a szempontbdl, ami szdmunkra az ilyen transzformcidkkal kapcsolatben fontos, egyaltaldn nincs sziikség az
alabbi dbréan lathaté kép-sorozatra. Mégis — a transzformécid fizikai megvaldsitdsdnak az elképzelésében — segithet a
kovetkez6 dbran lathat6 képek sorozata:

e Kiindulunk a négyzetbdl és benne felvett racsbol.

e A négyzet jobb alsé sarkat sz€p finoman hizzuk az origé felé, a bal felsd sarkat pedig egyre vadabbul toljuk
felfelé.

e A jobb alsé sarkot behtizzuk az origéba, a bal felsd sarkot pedig toljuk, toljuk a fiiggbleges tengelyen a végtelen
felé.
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e A leirt id6ben folyonos deformécié hatarértékeként kapjuk a legutolsé dbrat, ami megfelel a mi

_ Y

u=2x-y v ==

T

transzformacionknak.
3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1
0 0 0 T 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

34. abra. A transzformdcio megvaldsitdsa ot lépésben

Megjegyzés: Természetesen sok féle modon végre lehet hajtani olyan idSben folytonos deformaciot, ami a mi transz-
forméacionkat valdsitja meg. Nem titok, hogyan sziiletett az aldbbi kép-sorozat. Ime a képlet:

y
(1—t)+t-x

u=zx-((1—-¢t) +t-y) v =

ahola t paraméter az "idG" szerepét toltibe (0 < t < 1). Tessék ellendrizni, hogy ¢t = 0 esetén a
U= v =y

képlet-par a "helyben maradas"-t jelenti, ¢ = 1 esetén pedig a benniinket érdekls
u=2zx-y v==

transzformécionkat adja. Az dbrdn lathaté hat képa ¢ = 0.00, 0.10, 0.32, 0.56, 0.80, 1.00 értékekkel
késziilt.

7.1.6. Pontfelhok transzformacidja

1. Egyenletes eloszlasi pontfelhd transzformaciéja
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36. dbra. Egyenletes eloszldsu pontfelhd transzformdcioja ot lépésben

2. Nem-egyenletes eloszlasi pontfelh6 transzformacidja

37.dbra. Az f(x,y) = 4dxy siriségfiiggvényt kivets pontfelhd transzformdcidja
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38.dbra. Az f(x,y) = 4dxy siriségfiiggvényt kivetd pontfelhd transzformdcidja it Iépésben

7.1.7. Eloszlasok transzformacidja

1. Egyenletes eloszlas transzformacidja

3 3
2 2
1 1
0 0"
] 1 0 1

39. abra. Egyenletes eloszlds transzformdcidja

40. abra. Egyenletes eloszlds transzformdcioja ot lépésben
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2. Nem-egyenletes eloszlas transzformacidja

3 3
2 2
1 ‘ 1
o 0
0 1 0 1

41. dbra. Az f(x,y) = 4dxy siriségfiiggvényii eloszlds transzformdcidja

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

1 1 ‘ 1 ' 1 1 1

o 0 “ 0 . 0 0 0 .
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

42. dbra. Az f(z,y) = 4davy siriségfiiggvényi eloszlds transzformdcidja it lépésben

7.2. Jacobi matrix

Tekintsiink egy kolcsondsen egyértelmli ¢  transzformdciét az (x,y) -sikrdl az (u,v) -sikra, mely az aldbbi két
kétvaltozos koordidnata fiiggvénnyel van megadva:

u=u(z,y)

v =v(z,y)

Az inverz transzforméciét ¢! jeloli, ennek koordidnata fiiggvényei:
x = x(u,v)

y =y(u,v)

60



Az inverz transzformdcié Jacobi matrixa fontos szerepet jtszik abban a formuldban, melyet aldbb megadunk. Defi-
nicidja:
Ox(u,v) Oz (u,v)

(9(1', y) B ou ov
O(u,v) dy(uw)  Oy(uw)
ou ov

7.3. Siirtiségfiiggvények kozotti kapcsolat

Ha az (z,y) -sikon tekintett f(x,y) strtiségfiiggvény eloszldst a ¢ transzformdciéval az (u, v) -sikra transzformal-
juk, akkor az j eloszlés stirliségfiiggvénye igy fejezhetd ki a régivel:

Alliitas.

s(u, v) = f(w(u,vm(u,v))]det(fw)’

Nu,v)

Vazlatos bizonyitas. Tekintsiink egy (x,y) pontot az (z,y) -sikon, mely a ¢ transzformdciéndl (u,v) pontnak
felel meg az (u,v) -sikon. Vegyiink fel egy kis A halmazt az (x,y) pont koriil, mely a ¢ transzformdciéndl egy B
halmaznak felel meg az (u, v) pont koriil. Mint ismeretes

A teriilete ~ ‘det<8(x,y)>‘
o(

B teriilete U, v)

Ezt felhasznalva

P((U,V)eB) P((X,Y)e A) A teriilete oz, y)
= = . ~ det| 00—
s(u,v) B teriilete A teriilete B teriilete flz.y) |de u,v)

3 3

2 2

k pontok
pok me
1 1Y
0 0
0 o 0 Y 1

43, abra. Stiriiségfiiggvények kozotti kapcsolat levezetése
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8. Linearis transzformacio sikrol sikra

8.1. Matrixszal valé szorzas

Tekintsiik a
U= a11T + a2y
V= a9 T + a22Y

képletekkel definidlt, azaz — matrixokkal felirva — a

(0) (o) (s)

képlettel definidlt linedris transzforméciét, mely az (z, y) -sikrél az (u, v) -sikra képez. Bevezetve a

u=
v
a a
A— 11 12
a1 a2
X =
Y
jeloléseket, a transzformacié formalisan igy is irhaté:

u = Ax

Az inverz transzformacio képlete:
x=A'u

ahol A~! az A matrix inverze.

Ha az (z,y) -sikon tekintett f(x) sirtiségfiiggvényi eloszldst a linedris transzforméciéval az (u,v) -sikra transzfor-

maljuk, akkor az 1j eloszlas siiriségfiiggvénye igy fejezhet6 ki a régivel:

s(m) = f(A""u) |det (A7)

/////

8.2. Matrixszal valo szorzas és eltolas

Tekintsiik most a
u=a1T+ a2y + b
v = a1 + axy + bo

képlettel definidlt linedris transzforméciét, mely az (z,y) -sikrél az (u, v) -sikra képez. Bevezetve a
_ (Mt
()

u=Ax+b

jelolést, a transzformacié formalisan igy is irhato:

Az inverz transzformaci6 képlete:
x=A"'(u—b)

v

Ha az (x,y) -sikon tekintett f(x) stirtiségfiiggvény( eloszldst a linedris transzformdciéval az (u,v) -sikra transzfor-

7z

maljuk, akkor az uj eloszlas stiriségfiiggvénye igy fejezhetd ki a régivel:
s(u)=f(A ' (u—>b)) |det (A™")|
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9. Transzformacio sikrol egyenesre

9.1. Példak abrakkal szemléltetve

A kovetkezd négy oldalon példdk vannak, melyeket egyel6re — a matematikai szamolasok mellézésével — csak néze-
getni kell. Ezekkel a példakkal az altalanos szabalyt prébéljuk el6késziteni. A példdkkal kapcsolatos szdmoldsok majd
akkor jonnek, ha az éltalanos szabdlyt mar megbeszéEltiik.
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9.1.1. Transzformacié a z = = + y Osszeg filggvénnyel

44. dbra. Transzformdcio az egységnégyzetrola z = x + y Osszeg fiiggvénnyel

45. dbra. Egyenletes eloszlds transzformdcioja

46. dbra. Az f(x,y) = 4dxy siriségfiiggvényii eloszlds transzformdcidja
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9.1.2. Transzformacié a z = x -y szorzat fiiggvénnyel

47. abra. Transzformdcio az egységnégyzetrél a z = x -y szorzat fiiggvénnyel

48. abra. Egyenletes eloszldsu pontfelhd transzformdcidja

49. dbra. Az f(x,y) = 4day siriségfiiggvényii eloszlds transzformdcidja
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9.1.3. Transzformacié a z = x /y hanyados fiiggvénnyel

51. abra. Egyenletes eloszlds transzformdcioja

~
u

52.dbra. Az f(x,y) = 4dxy siriségfiiggvényii eloszlds transzformdcidja
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9.2. Altalinos transzformaciés képlet

Tekintsiink egy (X,Y) folytonos kétdimenzids valészintiségi valtozét. Jeloljik a striségfiiggvényét  f(z,y) -

nal. Legyen 2z = t(x,y) egy folytonosan differencidlhaté egy-egyértelmd kétvaltozos fiiggvény, mely a sikrdl a
szdmegyenesre képez: az (x,y) szdmpdrhoz hozzdrendeli azta z szdmot, melyeta z = ¢(z,y) képlet definidl. Ha

az X és Y valoszintiségi véltozok értékeit behelyettesitjik a ¢(x,y) fiiggvénybe, akkor egy 4j Z valdszintiségi
véltoz6t kapunk, melyet ¢(X,Y) -nal jelolink. A Z , vagyis a ¢(X,Y) valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét
jeloljik R(z) -vel, stiriségfiiggvényét r(z) -vel.
Allitas:
R() = [[ @) dedy
Az

aholaz A, halmaza t¢(x,y) < z egyenlStlenség megoldds halmazdnak az eseménytéren beliili része. Ezt a halmazt
a ( —oo0,z ) intervallum z = ¢(x,y) transzformdci6val kapcsolatos Gsképének, avagy a z szinthez tartozé
nivéhalmaz-nak is szoktak nevezni.

Bizonyitas. A Z < z esemény ekvivalens az (X,Y) € A, eseménnyel, igy

R(z) = P(Z<z2) =P((X,Y)eA,) = //f(x,y)dzdy
A,

Akapott R(z) fiiggvényt z szerint derivdlva a siiriségfiiggvényt kapjuk:

r(z) = R'(2)

9.3. Szamolasok a fentebbi példakkal kapcsolatban

Az aldbbi példdkkal néhdny oldallal feljebb mar taldlkoztunk. Ott — dbrdk segitségével — csak bemutattuk a transzfor-
madciok hatdsat, a keletkez6 eloszldsokat festékkel szemléltettiik. Ebben az alfejezetben kiszdmoljuk a transzformaco-

22

val ad6do j eloszldsok eloszlés- €s stirliségfiiggvényét.
Mindegyik példaban a kiinduldsul vett eseménytéraz 0 < =z < 1, 0 < y < 1 egyenl6tlenségekkel definidlt
egységnégyzet. A feladatok parokat alkotnak, mert mindegyik transzformacidval kapcsolatban el8szor az egyenletes

eloszlast, aztdn pedig az f(x,y) = 4xy sirlségfiiggvény eloszlds transzformaljuk.

A transzformdciéval ad6dé eloszlds R(z) eloszlasfiiggvényének kiszdmoldsahoz elGszor az

R(z) = //f(x,y)dwdy
AL

képletben szerepld A, nivéhalmazt kell meghatdrozni a sz6bajovsé z értékekre. Ehhez a t(x,y) < z egyenlSt-
lenség megoldas halmazara van sziikségiink. Ezért mindegyik transzformacié esetében ezzel kezdddik a szamolas.

Amikor egyenletes eloszlast transzformdlunk, akkor integrdl helyett teriiletek hdnyadosaként is megkaphatjuk az
R(z) val6sziniiséget.
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9.3.1. Transzformacio a z = = + y Osszeg fiiggvénnyel

; 0<z<1 ; 1<z<2
Xty =z AZ — 22

53. dbra. Nivohalmazok meghatdrozdsa a z = x + y transiformdcio kapcsdn

Az x+y < z egyenltlenség megoldds halmaza az = + y = 2z egyenletli egyenes alatti félsik. Ezért az A,
halmaz

0 < z < 1 esetén nem mds, mint egy derékszogli hdromszog az egységnégyzet bal alsé sarkdban, melyet az alabbi
egyenl6tlenségekkel jellemezhetiink:

0 <z < 2z, O <y<z—z

Ennek a derékszogli harmoszognek a befogdi z hosszisdgiak.

1 < z < 2 esetén pedig az A, halmaz egy 6tszog, melynek az egysénégyzetre vonatkoz6 komplementere nem
mds, mint egy derékszogli haromszog a négyzet jobb felsd sarkdban. Ezt a haromszoget az alabbi egyenlbtlenségekkel
jellemezhetjiik:

z—1l <z <1, z—x <y <1

Ennek a derékszogli haromszognek a befogdi 2 — z hosszisdgiak.

1/A. Egyenletes eloszlas transzformacidjaa z = = + y Osszeg fiiggvénnyel.
Az R(z) valdsziniiséget teriiletekkel szdmolhatjuk ki:

0 < z < 1 esetén
bal als6 hdromszog teriilete 22

R = = 2

(2) egységnégyzet teriilete 1 Z/

1 < z < 2 esetén
R(z) = 1 — jobb felss s,arki héromszlt.jg teriilete 1 — (2-2)2/2 C 12—

egységnégyzet teriilete 1
A stirliségfiiggvényt derivalassal kapjuk:
0 < z < 1 esetén

r(z) = z
1 < z < 2 esetén
r(z) = 2 — z

2

A siirliségfiiggvény grafikonja:
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54. abra. A stiriiségfiiggvény grafikonja

1/B. Az f(x,y) = 4xy siriiségfiiggvényii eloszlas transzformicidjaa z = x + y oOsszeg fiiggvénnyel.
Az R(z) val6szintiséget integrallal szdmolhatjuk ki:

0 < z < 1 esetén

1 < z < 2 esetén

! ! 8z 24
Re) = [[ fawydzdy =1~ [ (/ 4xydy>dx R
z—1 z—x
A

A stirliségfiiggvényt derivalassal kapjuk:

0 < z < 1 esetén
1 < z < 2 esetén

A stiriségfiiggvény grafikonja:

55. dbra. A sifriiségfiiggvény grafikonja
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9.3.2. Transzformaciéa z = z -y szorzat fiiggvénnyel

56. abra. Nivohalmazok meghatdrozdsa a z = x -y transzformdcio kapcsdn

Az x-y < z egyenldtlenség megoldas halmaza az elsé siknegyedben az x -y egyenletd hiperbola alatti tartoméany.
Ezért az A, halmaz nem mds, mint ennek a tartoménynak az egységnégyzetbe es 6tszog jellegii része, mely az

0 <z <z, 0 <y <1

egyenl6tlenségekkel megadhaté téglalapbdl, és a

z <z <1, 0 <y <

egyenlStlenségekkel megadhat6 trapéz jellegli halmazbdl tevddik 6ssze.

2/A. Egyenletes eloszlas transzformaciéjaa z = x -y szorzat fiiggvénnyel.
Az R (z) valdsziniiséget teriiletekkel szdmolhatjuk ki:

0 < z < 1 esetén

téglalap teriilete + trapéz jellegti rész teriilete z-1 + le z/x dx
R(z) = P - = = z—2z-In(z)
egységnégyzet teriilete 1

A stirliségfiiggvényt derivalassal kapjuk:

A stiriségtiiggvény grafikonja:

s

57. abra. A stiriiségfiiggvény grafikonja
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2/B.Az f(z,y) = 4zy siiriiségfiiggvényii eloszlas transzformacidjaa z = z -y szorzat fiiggvénnyel.
Az R(z) valdsziniliséget integréllal szdamolhatjuk ki:

0 < z < 1 esetén

R(z) = /OZ (/01 4xydy>dx + /Z1 (/02/95 4xydy>dx: 22 — 222 - 1n(2)

A stirliségfiiggvényt derivalassal kapjuk:

r(z) = —4z-In(z)
A stiriségfiiggvény grafikonja:

58. abra. A siiriiségfiiggvény grafikonja
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9.3.3. Transzformacié a z = x /y hanyados fiiggvénnyel

<|x
1
N

X_
y|® 0<z<1 z>1

59. dbra. Nivéhalmazok meghatdrozdsa a z = x |y transzformdcio kapcsdn

Az xz/y < 2z egyenlStlenség megoldds halmaza nem mds, mint az x/y = z ,azaz y = x/z egyenletli egyenes
feletti félsik. (Nem elirds! A megoldds halmaz tényleg az y = x/z egyenletli egyenes feletti félsik.) Ezért az A,
halmaz

0 < z < 1 esetén nem mds, mint egy derékszogli hiromszog az egységnégyzet bal oldaldn, melyet az alabbi
egyenldtlenségekkel jellemezhetiink:

0 <z <z, x/z <y <1
Ennek a derékszogli harmoszognek a befogdi z , illetve 1 hosszisdgiak.

1 < z eseténaz A, halmaz egy derékszogl trapéz, melynek a parhuzamos alapjai fuiggbleges helyzettiek. Ezt a
trapézt az alabbi egyenl&tlenségekkel jellemezhetjiik:

0 <z <1, x/z <y <1

Ennek a trapéznak az alapjai 1 ,illetve 1 — 1/z hosszisdgdak, a trapéz magassdga pedig 1 .

3/A. Egyenletes eloszlas transzformaciéjaa z = x /y hanyados fiiggvénnyel.
Az R (z) val6sziniiséget teriiletekkel szdmolhatjuk ki:

0 < z < 1 esetén

R(2) bal oldali haromszog teriilete z/2 z
z) = = = —
egységnégyzet teriilete 1-1 2
z > 1 esetén /(22)
1— 1/(22 1
R = — . = 1 —_ —
) 1-1 2:

A stirliségfiiggvényt derivalassal kapjuk:

0 < z < 1 esetén

z > 1 esetén



7z

A stiriségfiiggvény grafikonja:

60. dbra. A siiriségfiiggvény grafikonja

3/B.Az f(z,y) = 4zxy sliriiségfiiggvényii eloszlas transzformaciéjaa z = z /y hanyados fiiggvénnyel.

Az R(z) val6szintiséget integrallal szdmolhatjuk ki:

R(z) = //f(x,y)dxdy = /OZ </Ziz 4xydy> dr = %2
A
R(z) = Zz/f(x,y)dfcdy -/ (/i 4wydy> =1 g

A stiriségfiiggvényt derivalassal kapjuk:

0 < z < 1 esetén

z > 1 esetén

0 < z < 1 esetén

r(z) = z
1 < 2z < 2 esetén
1
r(z) = =
A stiriségfiiggvény grafikonja:
1
0
0 1 2 3 4 5

s

61. abra. A stiriiségfiiggvény grafikonja
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9.4. Kétlépéses modszer a z = = + y transzformacio esetén — példak abrakkal szemléltetve

A sok sikrdl egyenesre torténd transzformdcio koziil kiragadjuk a legfontosabbat: az dsszegképzést. Az 6sszegképzés-

sel kapcsolatban egy egyszeri médszert mutatunk a stirliségfiiggvény meghatarozasara. El6szor — tigyesen — a sikr6l

2

sikra képeziink, onnan pedig a vizszintes tengelyre vetitiink. [gaz, két 1épésben jutunk el az 9sszeg siirliségfiiggvényé-
hez, de mindkét 1épés egyszert és elegans.

Tessék nézegetni, tanulmanyozgatni a kovetkezd harom oldalon 1évd dbra-parokat! Mindhdrom oldalon

o a felsd dbra kisérleti eredményeket dbrazol pontfelhdkkel,
e az alsé abra elméleti eloszlasokat abrazol festékkel.

s 2z

A pédakkal kapcsolatos szdmoldsokat egy késdbbi alfejezetben adjuk meg.
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9.4.1. Egyenletes eloszlas transzformacioja két 1épésben

62. abra. Pontfelhd transzformdcioja két lépésben

=)
™|
=

63. abra. Festék eloszlds transzformdcioja két lépésben
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9.4.2. Az f(x,y) = 4zy siirliségfiiggvényii eloszlas transzformaci6ja két 1épésben

64. abra. Pontfelhd transzformdcioja két lépésben

65. abra. Festék eloszlds transzformdcioja két lépésben
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9.4.3. Kétdimenzios exponencialis eloszlas transzformaciéja két 1épésben

66. abra. Pontfelhd transzformdcioja két lépésben
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Afesték-eloszlas
avégtelen nagy
siknegyeden
tovabb tart

egyre kisebb
siirliségagel

/

)

/ Afesték-eloszlas
/ awvégtelen nagy
N, |haromszég™-én
7 tovabb tart
egyre kisebb
slirliségagel
2 u
Z=U
%
N 2 Z
Afesték-eloszlds

afélegyenesen
tovabb tart
egyre kisebb
slirliségagel

67. abra. Festék eloszlds transzformdcioja két lépésben
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9.5. Kétlépéses modszer a z = = + y transzformacio esetén — altalanos képlet

Miel6tt ezt a részt elolvassa, érdemes atnézni az 1. rész 8. fejezetének 8. alpontjdban olvashaté 3. példat, melynek
cime: "A kihtizott pirosak szdma és kékek szdma 0sszegének sulyfiiggvénye (eloszldsa)".

Ugyanis ez a példa ramutat arra az egyszerd tényre, hogy diszkrét X és Y valosziniiségi vdltozok esetén a két valoszi-
niiségi valtozo 7Z = X +'Y dsszegének r(z) sulyfiiggvényét vigy kapjuk meg a sikbeli p(x,y) silyfiiggvénybdl, hogy
p(x,y) értékeit dsszegezziik az x + y = z egyenletii egyenes mentén.

A kovetkezd allitas szerint folytonos X és 'Y valosziniiségi vdltozok esetén a két valosziniiségi vdltozo Z = X +Y

o

osszegének r(z) silriiségfiiggvényét gy kapjuk meg a sikbeli f(x,y) sulyfiiggvénybdl, hogy f(x,y) értékeit integrdljuk
az x +y = z egyenletii egyenes mentén.

.

Allitas: Tegyiik fel, hogy az (X,Y) kétdimenziés valészintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye f(z,y). X és Y Osszegét
jeloljiik Z -vel: Z = X + Y. Ekkor Z siirtiségfiiggvénye kétféleképpen is kiszdmolhat6 f(z,y) -bol:

r(z) = /_O:Of(z—v,v) dv

r(z) = /_Zf(u,z—u) du

1. Megjegyzés. Adott z esetén a (z — v, v), illetve az (u, z — u) pontok az = + y = z egyenletli egyenest futjék be,
ezért mindkét formula azt fejezi ki, hogy r(z) -t tigy kapjuk meg f(z,y) -bdl, hogy az értékeit az x +y = z egyenletii
egyenes mentén integraljuk.

2. Megjegyzés. Természetesen az integral kiszamitdsanal az integritdsi tartomanybdl elhagyatdk az olyan részek, ahol
az integandus 0 -val egyenl8. Ezért ha az f(x,y) stiriségfiiggvény az S tartomdnyon kiviil nulla, akkor egy adott z
érték esetén a (—oo, 0o) integritdsi tartomény

e azels§ integrdlban az A, = {v : (z — v,v) € S} halmazzal helyettesithetd:
r(z) = / f(z—=wv,v)dv
Az
e a mdsodik integrdlban a B, = {u : (u, z — u) € S} halmazzal helyettesithetd:

r(z) = /B Flu,z —u) du

Az els6 formula vazlatos bizonyitasa. A z = = + y leképezést tobb 1épésben hajtjuk végre. ElGszor tekintjiik az
(z,y) -sikrdl az (u, v) -sikra hat6

u = x + vy
voo= Y

linedris leképezést, majd az (u, v) -sikrdl vetitiink a vizszintes tengelyre. A vizszintes tengelyt dltaldban u -tengelynek
szoktunk nevezni, de most z tengelynek is nevezziik. (Egy tengelynek lehet tobb neve, jele is!) A sikrdl sikra vald
transzformdcio a vetitéssel és az dtnevezéssel egyiitt a z = = + y leképezést adja.

Az (z,y) -sikr6l az (u, v) -sikra hat6 linedris transzfromécié inverze:

r = u - v
y = v
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Ennek Jacobi matrixa:

oz oz
u v -1
9y Oy
ou ov 0 1

A Jacobi determindns nyilvan 1 -gyel egyenld. Ezért

s(u,v) = f(u—v,v) -1 = f(u—v,v)

Ezek utan a vizszintes tengelyre val6 vetitéssel ezt kapjuk:

s1(u) = /OO s(u,v)dvz/c:f(u—v,v) dv

— 00

Most u helyett z -t frunk, s1 (u) helyett pedig r(z) -t, és megkapjuk a fenti formuldk koziil az els6t:

r(z) = /o;f(zv,v)dv

A masodik formula vazlatos bizonyitasa. A z = x + y leképezést most is tobb 1épésben hajtjuk végre, de egy kicsit
madsképpen. ElSszor tekintjiik az (z, y) -sikrdl az (u, v) -sikra hatd

u =
v o= T + ¥y

linedris leképezést, majd az (u, v) -sikrdl vetitiink a fiiggbleges tengelyre. A fiiggbleges tengelyt dltaldban v -tengelynek
szoktunk nevezni, de most z tengelynek is nevezziik. A sikrdl sikra val6 transzformdci6 a vetitéssel és az dtnevezéssel
egyiitt a z = = + y leképezést adja.

Az (z,y) -sikr6l az (u, v) -sikra haté transzfromdcié inverze:

r = u
y = v - u

A Jacobi determindns nyilvan most is 1 -gyel egyenld. Ezért

s(u,v) = f(u,v—u) -1 = f(u,v—u)

Ezek utdn a fiiggbleges tengelyre valé vetitéssel ezt kapjuk:

s2(v) = /O:Os(uw)du:/_if(u,v—u) du

Most v helyett z -t irunk, so(v) helyett pedig r(2) -t, és megkapjuk a fenti formuldk koziil a méasodikat:

r(z) = /_O;f(u,z—u) du
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9.6. Szamolasok a fentebbi kétlépéses példakkal kapcsolatban

9.6.1. Egyenletes eloszlas transzformacioja két Iépésben

flzy) =1 0<2<1,0<y<l)
s(u,v) =1 O0<u—v<1,0<v<1)
sl(u):/ ldv=u ha 0<u<1
0
1
sl(u):/ ldv=2-u ha 1<u<2
u—1

Tehat az 0sszeg stirliségfiigvénye:
r(z) ==z ha 0<2z2<1

r(z)=2-z ha 1<z<2

9.6.2. Az f(x,y) = 4xy siiriiségfiiggvényii eloszlas transzformacigja két 1épésben

[z, y) = 4wy 0<z<1,0<y<l)
s(u,v) = 4(u — v)v 0<u—v<1,0<0v<1)
u 2 .
sl(u):/ Zl(ufv)vdv:§u3 ha 0<u<1
0
1
2 3
sl(u):/ 4(u—v)vdv:§(—u + 6u — 4) ha 1<u<2
u—1

Tehat az 0sszeg stirliségfiigvénye:

2
r(z):§z3 ha 0<2<1
2 3
r(z):§(—z + 62 —4) ha 1<z2<2

9.6.3. Kétdimenzids exponencialis eloszlas transzformacigja két 1épésben

flay) = Ne oty (. y>0)

s(u,v) = e (u>0,0<wv<u)

s1(u) = / Ne M dy = Nue M (u>0)
0

Tehat az 0sszeg stirliségfiigvénye:

r(z) = Aze (2>0)
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9.7. Konvolicio

Fiiggetlen valosziniiségi valtozok osszege (folytonos eset). Ha az X és Y valészinliségi valtozok fiiggetlenek, akkor
flx,y) = f1(z) f2(y), ezért az 6sszeg siirliségfiiggvényére kordbban kapott formula igy alakul:

o= [ he-0 o
avagy .

@)= [ AW fae ) du
Felismerjiik, hogy 7(z) nem mds, mint az f1(x) és fo(y) fiiggvények konvolicidja.
Jegyezziik meg:

o Ha két fliggetlen diszkrét valdsziniiségi valtozot Osszeadunk, akkor az 6sszeg siilyfiiggvényét a tagok silyfiigg-
vényeibdl konvoluciéval kapjuk.

o

e Ha két fiiggetlen folytonos val6szintiségi valtozot dsszeadunk, akkor az 6sszeg sidriiségfiiggvényét a tagok siirG-
ségfiiggvényeibdl konvolidcidval kapjuk.
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10. Regresszio a mediannal és a varhato értékkel

10.1. Regresszié egydimenziéoban

10.1.1. A median minimal tulajdonsaga

7

Legyen X egy folytonos valészintiségi véltoz6, melynek stiriségfiiggvénye f(z) , eloszlasfiggvénye F(z),és ¢
egy konstans. A véletlen X pontnak ésa ¢ pontnak az | X — ¢ | tdvolsdga is valészintiségi véltoz6. Mint tudjuk,
| X —c¢| vdrhaté értéke igy szdmolhato ki:

o0

E<|X—c|>:/|w—c|f<x>dx

— 00
Ennek az integralnak az értéke — természetesen — fiigg c -tol.

Allitas: Az integral értéke akkor minimalis, ha ¢ eleget tesz az F(c) = 1 egyenletnek. Tehdtaz | X —c | tdvolsdg

vérhat¢ értéke akkor minimdlis, ha ¢ a valdszindségi véaltoz6 medidnja.

/////

/|w—c|f /|:c—c|f dx+/|x—c|f

C oo

= /(C*l’)f(.%)dl"i’ /(xfc)f(x)dx =
/f dx — /Cgcf( )dx—i—]oxf()dx—c]of(w)dm

A kapott négy tag mindegyikét kiilon-kiilon derivaljuk c szerint:

o [ f@yiz) =1 [ j@ds + e fl0)=F@) +e £

- / v f@)de | = —cf(o)
7xf<x>dx = — f(0)

) /

- c/lf(ac)dx = —1~/ fl@)de + c f(¢) = =1+ F(z)+c¢ f(c)

C

A kapott 6 tagot 0sszeadva megkapjuk a derivaltat:

W) = 2F(c)—1
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Mivel a

egyenlet ekvivalens a

egyenlettel,
h'(c) = 2F(c)—1 = 0 ha ¢ = medién
h'(c) = 2F(c)—1 < 0 ha ¢ < medidn
h'(¢c) = 2F(¢)—1 > 0 ha ¢ > medidn

ami tényleg azt jelenti, hogy h(c) minimuma akkor adédik, ha ¢ = medidn .

10.1.2. A tavolsag varhaté értékének minimalizalasa

Tegyiik fel, hogy X valdszintiségi valtozéra N kisérletet végeztiink. A kisérleti eredményeket jeloljik X, Xo,..., Xy -
nel. Ha minden kisérleti eredményt egy ¢ konstanssal helyettesitiink, akkor — természetesen — minden egyes helyet-
tesitésnél egy eltérés, egy "hiba" adddik. Ezeknek az eltéréseknek, hibadknak a nagysdgai:

| X1 —c]|, | Xa—c]|, ..., | Xn—c]

A hibék 4tlaga:
|X1—C| —|— |X2—C‘ + + |XN—C|
N

Nagy N esetén ez az dtlag kozel van az | X — ¢ | valdszintiségi valtozé vérhaté értékéhez:

| X1 —c| + | Xo—c| + ... + | Xy —c|
N

~E(X—c|)= [lo-clf@ds

Az el6z6 pontban lattuk, hogy ez a varhat6 érték akkor minimalis, ha ¢ az X valdszintiségi valtozé medidnja.

10.1.3. A varhaté érték minimal tulajdonsaga

Steiner egyenldség: Ha ¢ egy pont a szdmegyenesen, és tekintiink egy valészintiségi véltozot vagy eloszlést, akkor a
c -re vonatkoz6 masodik momentum egyenld a variancia (azaz szérdsnégyzet) plusz a ¢ pont és varhato érték kozotti
tdvolsag négyzete:

Z( x—c)?plx) = 0 + (p—c)*  (diszkrét eseben)

x

/OO (z—c)? flx)dr = 0> + (p—c)?  (folytonos esetben)

— 00

Felhivjuk a figyelmet a Steiner egyenléség mechanikai jelentésére: a szamegyenesen vett akarmilyen tomegeloszlas
esetén a barmely ¢ esetén a ¢ pontra vontatozé tehetetlenségi nyomaték egyenld a silypontra vonatkozé tehetet-
lenségi nyomaték plusz az a c -re vonatkozé tehetetlenségi nyomaték, amit tigy kapnank, mintha az 6sszes tomeget a
sulypontba helyeznénk.
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Bizonyitas A Steiner egyenlGség bizonyitasét a folytonos esetre adjuk meg:

/OO(I*C)Qf(I)dI = /OO((I*M) + (p—c))? flz)de =

—0o0 — 00

::/ﬁ((x_#F‘%ﬂx—ﬂ)iu—c)+(u—d2)ﬂ@dx:
= [ @ [ 2 () S@ s [ (am e s o =

oo

o + Q(M—c)/

— 00

<x—u>f<m>dm+<u—c>2[m f(x) de =

=0 +20p-c)0+ (p=c)Pl=0" 40+ (p—c)’ =0>+ (n-c)’

Ebben az okoskoddsban kihasznaltuk azt, hogy

| e-n)s@as =0

ami azért igaz, mert

[ G @ar = [ wgaae - [ s a -

— [ et@ar - [ fwde = per =0

xT
—0o0

A diszkrét eset bizonyitdsdnak a gondolatmenete hasonld, csak éppen a stirtiségfiiggvények helyett silyfiiggvényt kell
venni, és az integralok helyett 6sszegzést kell végezni.

A Steiner egyenldség nyilvanval6 kovetkezménye a Steiner egyenlStlenség.

Steiner egyenlétlenség: A ¢ -re vonatkozé masodik momentum nagyobb vagy egyenld, mint a variancia (azaz
szérasnégyzet), és egyenldség csak akkor 4ll fenn, ha a ¢ pont egybeesik a varhat6 értékkel. Mas szavakkal: a ¢ -re
vonatkozé masodik momentum akkor minimdlis, ha ¢ egyenl6 a varhat6 értékkel, €s a minimum értéke egyenld a
variancidval (szérdsnégyzettel).

Felhivjuk a figyelmet a Steiner egyenlStlenség mechanikai jelentésére: a szamegyenesen vett akarmilyen tomegelosz-

lassal kapcsolatban barmely ¢ esetén a ¢ pontra vonatkozo tehetetlenségi nyomaték nagyobb, mint a silypontra
vonatkoz6 tehetetlenségi nyomaték.
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10.1.4. A tavolsag négyzete varhato értékének minimalizalasa

A kisérleti eredmények hibdit négyzetre emelve az aldbbi értékeket kapjuk:
(Xl—C)Q, (X2—0)2, ey (XN—C)2

Ezek atlaga:
(Xi—c)P + (Xa—¢c)? + ...+ (Xny—¢)?
N

Nagy N esetén ez az dtlag kozelithet§ az (X — c)? varhat6 értékével:

(X1—c)? + (Xo—¢c)?> 4+ ... + (Xn—c)?
N

~

oo

~E((X—-c)*)= /(x—c)Qf(x)d;v

Az el6z6 pontban lattuk, hogy ez a varhat6 érték akkor minimalis, ha ¢ az X valdszintiségi valtoz6 varhato értéke.

10.2. Regresszioé kétdimenzioban
Tegyiik fel, hogy az (X,Y") kétdimenziés valdsziniiségi vdltozéval van dolgunk. Képzeljiik el, hogy N kisérletet
végziink. A megfigyelt értékek legyenek:

(X17Y1)7 (X27Y2)7 RN (XNa YN)

Ha valaki az X és Y értékek koziil csak az X -et tudja megfigyelni, akkor feladata lehet, hogy Y -ra tippeljen X

//////

igyesen vélaszt egy alkalmas y = k(z) fiiggvényt, amibe X megfigyelt értékét mindig behelyettesiti, és ezzel a a
k(X) figgvényértékkel értékkel tippel Y -ra: Y -ra.

Ennél a tippelésnél a véletlen X értékbdl tippeliink a véletlen Y értékre, ezért az — 6hatatlanul ad6dé — hiba is vélet-
lentdl fiigg.

10.2.1. A hiba abszolit értéke varhato értékének minimalizalasa

Az elkovetett hibak abszolut értékei:
Y1 — k(X1)], Yo — k(X2)[, ..., [YN — k(X))

Ezek atlaga
Y1 — k(X0)| +[Ye — k(Xa)| + ... + [V — k(XN)| _
N
Nagy N esetén ez az étlag az atlag kozelithetS az |Y — k(X)| varhat6 értékével:

=R+ Yo = R(XD) |+ L+ Yy — R(X )
N

~ B(Y — k(X)) =//|y—k<x>| f(y) da dy =
R2

86



//Iy—k(x)l 1) fon(y | @) dedy =

oo o}

:/ /Iy—k(x)lfzu(ylx))dy fi() do

— 00

Minden rogzitett x esetén a

/Iy—k(x)lfzu(ny)) dy

belsd integralban k(x) egy rogzitett érték. Ezért a belsd integral akkor minimélis, ha k(z) egyenld a belsd integrdlban
szerepet jatsz6 fo1( y | x )) stirliségfiiggvényi feltételes eloszlds medidnjdval. Ezért az optimumot ny(jté y = k(x)
fliggvényt tgy kapjuk meg, hogy az

1
F2\1(y|l‘)=§

egyenletbdl y -t kifejezziik x segitségével.

10.2.2. A hiba négyzete varhaté értékének minimalizalasa

Az elkovetett hibdk négyzetei:
(Y1 = k(X1))*, (Yo = k(X2))* ..., (Ya — k(Xn))?

Ezek atlaga
(Vi — k(X1)" + (Y2 — k(X2))* + ...+ (Y — k(Xn))”
N

Nagy N esetén ez az dtlag az 4tlag kozelithetS az (Y — k(X))? varhat6 értékével:

(Vi — k(X1))* + (V2 — k(X2))* + ... + (Ya — (Xn))*

~

N
~ B(( = K0)) = [[ k@) flaw)dody =
/4

= [k 1) ) oty =
R2

o0 oo

= [ [ -1 ety o) ay) i) as
Minden rogzitett = esetén a
[ = k@)? fanCy ) dy

bels§ integrdlban k(x) egy rogzitett érték. Ezért a belsd integral akkor minimélis, ha k() egyenld a belsd integrdlban
szerepet jdtsz6 fo1(y | x )) sirliségfiiggvényd feltételes eloszldsnak a vdrhato értékével. Ezért az optimumot nyujté
y = k(z) fiiggvényt igy kapjuk meg:

oo

y fon(ylz)dy

k) = mi(o) = |
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10.3. Egy szamol6s minta példa

Példa: Vilasztunk egy Y szdmot 0 és 1 kozott egyenletes eloszlas szerint. Ha Y = y, akkor 0 és y kozott valasztunk
egy X szamot ugyancsak egyenletes eloszlds szerint. Szamit6géppel a szimul4cié igy torténhet:

Y = RND, X = Y -RND,

Tegyiik fel, hogy valakinek az a dolga, hogy X -bdl (a méasodiknak vélasztott pont helyébdl) az YV -ra (az elsének
valasztott pont helyére) tippeljen. Két célt is kitliznek neki:

1. Az elsd esetben a hiba abszolut értékének a varhato értékét kell minimalizalnia.

2. A masodik esetben hiba négyzetének a varhaté értékét kell minimalizalnia.

Megoldas:
flx,y) = f1|2( z|y)- fa(y)

Y sirliségfiiggvénye:
fHly) =1  0<y<l

X feltételes stiriségfiiggvénye az Y = y feltétel mellett:

1
f1|2(17|y)=§ 0<z<y

(X,Y) stiriségfiiggvénye:
1
f(x,y):g Il<z<y<l1

X stirtiségfiiggvénye:

e’} 1
fl(a:):/_ flz,y) dy = / 1dyz—ln(a:) D<z<l1

Y feltételes stirtiségfiiggvénye az X = x feltétel mellett:

1
fop(yle)=—= O<z<y<l

—In(z)

Y feltételes eloszlasfiiggvénye az X = x feltétel mellett:

y y 1
F = dy = EI—
wule) = [ payle)ay = [t
Y feltételes medidnja az X = x feltétel mellett az

In(y) —In(z) 1

—In(x) )
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egyenlet y -ra torténd megoldasabdl jon ki:
1
In(y) — In(z) = —§ln(x)

1
In(y) =  In(z)

2
In(y) = In(V)

y = Va

Ezért az abszolit hiba vdrhato értékének minimalizdldsdhoz az optimdlis tippelést nyiijto fiiggvény:

Y feltételes varhato értéke az X = x feltétel mellett:

o 1—2x z—1

EY|X =2)= /_Doyf2|1(y|:v)dy = / y%(x)dy = / f(x)dy " “n(z)  In(z)

Ezért a négyzetes hiba vdrhato értékének minimalizdldsdhoz az optimdlis tippelést nyiijto fiiggvény:

k(x) = 0<z<l1

A két fiiggvény Osszevetése céljabdl egy egyszeri tablazatot készitettiink az értékeikbdl:

0,1 0,32 0,39
0,2 0,45 0,50
0,3 0,55 0,58
0.4 0,63 0,65
0,5 0,71 0,72
0,6 0,77 0,78
0,7 0,84 0,84
0.8 0,89 0,90
0,9 0,95 0,95

Lathat6, hogy
z—1
~ In(x)

ami azt jelenti, hogy az abszoltit hiba varhaté értékének minimalizaldsakor kisebb értékekkel kell tippelniink, mint
amikor a négyzetes hiba varhat6 értékét minimalizdljuk. Ezt a tényt a "Regresszids fiiggvények Osszevetése" feliratd
abrén is bemutatjuk.

Y=+ kisebb, mint y
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09
08
07
0,6
05
04
03
02
01

00

z—1
In(x)

68. dbra. Regresszids fiiggvények dsszevetése: 1y = /x gorbe lejjebb van, mint az y = gorbe

90



11. Normalis eloszlasok a sikon

11.1. Standard normalis eloszlas a sikon

7z oz

A kétdimenziés standard normaélis eloszldst az egész sikon az aldbbi stiriségfiiggvénnyel definidljuk:

flz,y) = % e~ 3 (2% +y7)

Mivel a siiriségfiiggvény csak (z2 + y?)-en keresztiil fiigg z-t6l és y-t6l, az eloszlas korszimetrikus. A fiiggvénynek
megfeleld feliilet egy harang alakjara emlékeztet.

69. abra. 2-dimenzids standard normdlis eloszlds stiriiségfiiggvénye

70. abra. 2-dimenzios standard normdlis eloszlds siriiségfiiggvénye festékkel szemléltetve

7z

Konnyi észrevenni, hogy a kétdimenziés standard normalis stirliségfiiggvény eléallithaté egydimenzids standard nor-
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7z

malis strlségfiiggvények direktszorzataként is:

2 2 2 2
i) o Lo L

1
il e
27 V2 V2
Ezért a kétdimenzids standard normadlis eloszldsnak
e atengelyekre vetett vetiiletei egydimenzids standard normalis eloszldsok,

o a feltételes eloszldsok a fiiggbleges és a vizszintes egyenesek mentén is egydimenzids standard normaélis elosz-
lasok.

Tehat kédimenzids standard normélist kovetd valdszinliségi valtozo esetén a koordindtdk egydimenzids standard nor-
malis eloszlast kbvetnek, és fiiggetlenek egymdstol.

11.2. Standard normalis eloszlas r Korrelacioval

Az r korreldcidval rendelkezd kétdimenzids standard normalis eloszldst az egész sikon az aldbbi stiriségfiiggvénnyel
definidljuk:

fz,y) ! et
€, = —F— = € 1—7r
Y 2m/1— 12

ahol r valds szam —1 és 1 kozott.

A korrelaciéval rendelkezd standard normalis eloszlasokat két abra sorozattal mutatjuk be — pontfelhdk segitségével.
Az dbra sorozatokat egyszerre kell 4ttekinteni tigy, mintha egy moziban leporgetnék eldttiink a képeket.
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Amikor az r korreldcids egyiitthat6 pozitiv:

71. abra. Standard normadlis pontfelhé 0, 0.2, 0.4 korreldcioval

72. dbra. Standard normadlis pontfelhé 0.6, 0.8, 0.9 korreldcioval

73. dbra. Standard normadlis pontfelhd 0.95, 0.99, 1 korreldciéval
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Amikor az 7 korrelaciés egyiitthaté negativ:

74. abra. Standard normdlis pontfelhd 0, —0.2, —0.4 korreldcioval

75. abra. Standard normdlis pontfelhd —0.6, —0.8, —0.9 korreldcioval

r=-0.95 r=-0.99 . r=-1

76. abra. Standard normadlis pontfelhd —0.95, —0.99, —1 korreldciéval

Megjegyzés: (Extra tananyag) A korreldcios egyiitthatot tetszéleges X és Y valészinlségi valtozok kapcesan be
lehet vezetni. Ehhez érdemes el6bb a kovarianciat definidlni:

COV(X,Y ) =E([X-E(X)][Y -E(Y)])

Konnyd beldtni, hogy a kovarianciat gy is megkapjuk, hogy a vegyes momentumbdl kivonjuk a varhat6 értékek
szorzatdt:
COV(X, Y )=E(XY)—-EX)E®Y)

Ezek utdinaz X ésaz Y valdsziniliségi viltozok korrelacids egyiitthatéjanaknak dltalanos definicidja:

COV( X,Y)

CORR( X,Y ) = SD(X) - SD(Y)

A korrelaciés egyiitthaté nem mas, mint a kovariancia osztva a szoérasok szorzataval.

A korrel4cionak a kétdimenzids normadlis eloszlasokndl betoltott szerepét a fentebbi dbrakkal mutattuk be. Tovéabbi
jelent6ségére, mely egyéb eloszldsok kapcsan is fontos, konyviinkben nem tériink ki.
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11.3. Normalis eloszlas (i, , p2, 01, 0o, r paraméterekkel

A kétdimenzids normadlis eloszldsokat az dltaldnos esetben is a stirliségfiiggvényiikkel definidljuk:

Few) 1 ) ) e () (52)
YY) =——6¥o——— ¢ T
Y 2mo109V1 — 12

ahol p1, pe valés szdmok, o1, oy pozitiv szamok, az r pedig —1 és 1 kozotti valds szam.

A stirtiségfiiggvény kitevjében szerepld tort szamlaloja, a

2 2
(:v ul) +<y u2> QT(x u1> (y Mz)
o1 g9 01 02
kifejezés egy kvadratikus képlet, aminek a szintvonalai koncentrikus ellipszisek. Ezért a stiriségfiiggvénynek megfele-

16 feliilet egy deformalt harang alakjara emlékeztet, mintha a harangot 6sszenyomtuk volna gy, hogy — feliilnézetben
— a kor helyett ellipszis legyen az alakja.

1. Megjegyzés: A (1, ps, 01, 02, r paraméterli normalis festék eloszlas Ggy szarmaztathat az r korreldcidval
rendelkezd kétdimenzids standard normalis festék eloszldsbol, hogy

e vizszintes irdnyban o -szeres,
o fiiggbleges irdnyban pedig oo -szeres nagyitdst hajtunk végre,
e majd pedig vizszintes irdnyban eltolunk g7 -gyel,

o fiiggbleges irdnyban pedig o -vel.

2. Megjegyzés: (Extra tananyag): Meg lehet mutatni, hogy

e a sfiriségfiiggvény szintvonalai koncentrikus ellipszisek

az ellipszisek kozos kézéppontja a (uy, pu2) pont

az ellipszisek tengelyeinek irdnyat a (a késébb targyalandd) kovariancia matrix sajdtvektorai adjak

a tengelyek hossza pedig ardnyos a kovariancia matrix sajatértékeinek négyzetgyokeivel
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27 s 2

Normalis eloszlas szemléltetése festékkel és a siiriiségfiiggvény abraja feliilettel

77. dbra. 2-dimenziés normdlis eloszlds festékkel szemléltetve; 11 =0, s =0, oy =1, oo =1, r=0.7

s or 2 pee

78. abra. 2-dimenzids normdlis eloszlds stiriiségfiiggvénye; (1 =0, po =0, o1 =1, o9 =1, r=0.7
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1, r=-07

1, o9

’ 0-1:

, p2=0

s 1 =0

éltetve;

79. dbra. 2-dimenzios normdlis eloszlds festékkel szeml

N

N
A

1, r=-0.7

0, po=0, o1 =1, o3

égfiiggvénye;

ds stiriis

lis eloszl

z

z

oS norma

80. abra. 2-dimenzi
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81. dbra. 2-dimenzios normadlis eloszlds festékkel szemléltetve; 11 =0, puo =0, 01 =2, o9=1, r=0

82. dbra. 2-dimenzios normadlis eloszlds stirliségfiiggvénye; 1 =0, puo =0, 01 =2, g9=1, r=0
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83. dbra. 2-dimenzios normdlis eloszlds festékkel szemléltetve; 11 =0, puo =0, 01 =2, o9=1, r=0.7

o o 2

84. dbra. 2-dimenzios normadlis eloszlds stiriiségfiiggvénye; pu1 =0, puo =0, 01 =2, oo =1, r=0.7
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85. dbra. 2-dimenzios normdlis eloszlds festékkel szemléltetve; 1 =0, puo =0, 01 =2, oo =1, r=-0.7

86. dbra. 2-dimenzios normadlis eloszlds stirliségfiiggvénye; 1 =0, uo =0, 01 =2, g9 =1, r=-0.7
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87. abra. 2-dimenzios normdlis eloszlds festékkel szemléltetve; 1 =15, po =25, o1 =2, oo =1, r=0.7

o o 2

88. dbra. 2-dimenzios normadlis eloszlds stirliségfiiggvénye; 1 =15, us =25, 01 =2, o9 =1, r=0.7
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Mikor hasznalunk kétdimenzios normalis eloszlasokat?

1. Ha egy kétdimenzids valdszintiségi valtozo sok, fiiggetlen, kis szordsi koordinatdkkal rendelkezé kétdimenzids
val6szintiségi valtozd Osszege, akkor ez a kétdimenzids valészintiségi valtozé normadlis eloszlasinak vehetd
valamilyen p1, po, 01, 09, r paraméterekkel.

Ezt a kijelentést kétdimenzios centrdlis hatdreloszlds tételek timasztjak ald, melyek targyaldsa meghaladja lehe-
toségeinket. Ha egy valdszintiségi valtozo kis értékeket vesz fel, akkor szdrdsa is sziikségképpen kicsi. Ezért az

7z

el6z6 kijelentésnek kovetkezménye az aldbbi:

2. Ha egy kétdimenzids valdszintiségi valtozé sok, fiiggetlen, kis értékii koordinatdkkal rendelkezd kétdimenzids
valdszinliségi véltozé Osszege, akkor ez a kétdimenzids valdszintiségi valtoz6 normadlis eloszldstinak vehetd
valamilyen p;, pa, 01, oo, r paraméterekkel, hiszen kis értékek esetén a szérdsok is kicsik.

3. Sokszor csak kényelmi okokbdl haszndljuk a kétdimenzids normadlis eloszldsokat, mert gy latjuk, igy gondol-
juk, hogy a normadlis eloszlas j6 kozelitése az igazi eloszldsnak, és kétdimenzids problémdk esetén normalis
eloszlasokkal nagyon kényelmesen lehet dolgozni. Ilyen alkalmazasra hamarosan mutatunk példat.

4. A standard normdlis eloszlas jelentésége abban rejlik, hogy

e linedris transzformdaciok segitségével tetszdleges normalis eloszlas kapcsolatba hozhat6 a standard normaé-
lissal, és

e a standard normadlis eloszlassal — specidlis tulajdonsdgai miatt — az elméleti és a gyakorlati szdmitdsok
konnyebben végezhetSk el.

11.4. Vetiilet eloszlasok

2

Az z-tengelyre vetett vetiilet stirliségfiiggvényét a tengely tetszSleges x pontjaban az aldbbi integral adja:

(Ft) T+ () e () (422

o0 o0 1 _ 2
D= fapdy=[ ———e =) y
fi(z) /_Oof( y) dy /_DO Y Yy

Ennek a — kissé bonyolult — integrdlnak a kiszdimoldsa a z = y;—f? helyettesitéssel elvégezhetd. Az eredmény:

N

1 _% (w—p1)?
=—02e
V2o

Hasonl6képp meghatarozhaté a fliggbleges tengelyre vetett vetiilet eloszlas stirtiségfiigvénye is:

1

fi(@)

1 _% (y*;;Q)Q
= —¢€ 72
V2moo

Latjuk, hogy a tengelyekre vetett vetiiletek normalis eloszlasok (1, 01, illetve po, oo paraméterekkel.

f2(y)

Ezzel a pq, po, 01, 0o paraméterek jelentését megtaldltuk. pq és uo a vetiiletek varhat6 értékét jelenti, o1, oo pedig a
vetiiletek szordsat.
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E B

89. dbra. 2-dimenzios normdlis eloszlds és vetiiletei festékkel szemléltetve; py =0, po = 0,01 = 1.5,00 =1, 7 =0.7

11.5. Feltételes stirtségfiiggvény

7

A feltételes stiriségfiiggvényt az X = x feltétel mellett a megfeleld fiiggbleges egyenes mentén az aldbbi hanyados

adja:
x— [ 2 — 2 o —u
L GO e ()
moroa/1—12 1—r
fon(yla) = f(@,9)  SroronviE ©
211 Y - flz) e
v
Egyszertisitésekkel az alabbi eredmény adddik:
fop(ylz) = . P e

V2m o1 —1r?

A kapott képletbdl kiolvashatjuk, hogy az X = x feltétel mellett az Y feltételes eloszldsa normadlis eloszlas,
melynek varhat6 értéke

g
w2 + ra—f(x — 1)

és szorasa
o2\ 1-— 7‘2

A feltételes stiriségfiiggvény az Y = y feltétel mellett a megfeleld vizszintes egyenes mentén hasonlé:

w*(uﬁr?'%(y*#z)) 2
o1V 1-72

=

1 _

e
V2T o1V1 — 72

fip(zy) =
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A képletbdl latjuk, hogy az Y = y feltétel mellett az X feltételes eloszldsa normadlis eloszlas, melynek varhaté
értéke o1
i +r—(y — p2)
02

szorasa:

o1V1—r2

11.6. Feltételes median és varhato érték

A fentiek szerint tehdt az X = z feltétel mellett az Y vdarhato értéke és medidnja:
02
E(Y|X=2)=p2+r—=(z— )
1
Hasonl6képpen az Y = y feltétel mellett az X varhat6 értéke és medidnja:
g1
E(X[Y =y)=m+r—(y—p2)
02
Latjuk, hogy a feltételes varhato érték és medidn linedrisan fiigg a feltételtdl. A linedris fiiggésben a meredekség rg—j ,
illetve ¢t . Az
(o)
o

y=p2+r—(x— )
1

egyenleti egyenest els6 regresszios egyenesnek nevezziik. Hasonl6képpen az
o1
T =pn+7r—(y — p2)
o2

egyenlet{ egyenest masodik regresszios egyenesnek nevezziik.

11.7. Feltételes szoras

Az X = x feltétel mellett az Y szérdsa is kiolvashoat6 a feltételes stiriségfiiggvény képletébdl:

SD(Y | X =xz)=02V1—12

Hasonl6képpen az Y =y feltétel mellett az X szérdsa:

SD(X|Y =y)=01V1—-12

Latjuk, hogy a feltételes széras nem fiigg a feltételtdl, és kisebb, mint a feltétel nélkiili szoras.

SD(Y| X =z)=02V1—1r2<o9

illetve

SD(X|Y:y):O'1\/1—’I"2<O'1
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11.8. Példa: testmagassag és testsily
Véletlenszerlen vélasztunk egy felndtt férfit, és megmérjiik testmagassagat centiméterekben és testsilyat (pontosab-
ban: testtomegét) kilogramokban:

X = testmagassig Y = testsily

Tegyiik fel, hogy
e atestmagassdg varhat6 értéke 180 (cm),
e atestmagassdg szérdsa 15 (cm),
e atestsuly varhat6 értéke 80 (kg),
e atestsuly szérdsa 10 (kg),

e a korrelacids egyiitthat6 pedig 0.6 .

Haaz (X,Y) kétdimenzids valszintiségi véltozéval kapcsolatos szamitdsokban kétdimenziés normilis eloszldssal
dolgozunk, az aldbbi numerikus eredményeket kapjuk.
1. Annak a valészinlsége, hogy egy véletlenszertien véalasztott feln6tt férfi 90 kg-ndl suilyosabb:

P(Y>90) = 1 - NORM.DIST( 90 ; 80 ; 10 ; TRUE ) = 0.16

2. Tekintsiink egy tetszSleges x testmagassdg értéket! Ha a véletlenszerlien vélasztott feln6tt férfiak koziil csak
azokat tekintjiik, akiknek a testmagassaga koriilbeliil x (cm), akkor az § testsilyaik szérdsa nem 10 (kg),
hanem csak:

SD(Y|X=2z) =10/1-06%2 =8

Kiemeljiik, hogy ennek a feltételes szérdsnak az értéke nem fligg x-tol.

3. Haa véletlenszertien valasztott feln6tt férfiak testmagassaga koriilbeliil egyforma, mondjuk z, , akkor a teststly
varhato értéke — a feltételezett = fliggvényében — igy alakul:

e =170 esetén Y feltételes varhato értéke:
10
E(Y|X=170) = 80+ 0.6 5(1707180) = 76
Tehat a koriilbeliill 170 cm magas feln6tt férfiak atlagos testsulya koriilbeliill 76 kg.

e r =180 esetén Y feltételes varhato értéke:
10
E(Y| X =180) = 80+ 0.6 B(ISO— 180) = 80
Tehat a koriilbeliil 180 cm magas feln6tt férfiak atlagos testsilya koriilbeliil 80 kg.
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e r =190 esetén Y feltételes varhato értéke:
10
E(Y|X=190) = 80+ 0.6 1—5(1907 180) = &4
Tehat a koriilbeliil 190 cm magas felndtt férfiak atlagos testsilya koriilbeliil 84 kg.

e =200 esetén Y feltételes varhato értéke:
10
E(Y|X=200) = 80+0.6 B(2007180) = 88
Tehat a koriilbeliil 200 cm magas feln6tt férfiak atlagos testsilya koriilbeliil 88 kg.

A szamadatokbdl kiolvashatjuk, hogy 10 cm-rel magasabb felnétt férfiak atlagosan 4 kg-mal nehezebbek,
minta 10 cm-rel alacsonyabbak. Tehdt 1 cm magassagnovekedés dtlagosan 0.4 kg testsily novekedést ered-
ményez. Vegylik észre, hogy a testsuly szérdsa és a testmagassdg szérdsdnak ardnya a korreldcios egyiitthatéval
szorozva adja ki ezt az 4tlagos testsily novekedést:

10
5 0.6 0

4. Annak a val6sziniisége, hogy egy feln6tt férfi 90 kg-ndl stilyosabb — a feltételezett testmagassag fiiggvényében
— gy alakul:

e z =170 esetén a feltételes valosziniiség értéke:
P(Y>90|X=170) = 1 - NORM.DIST( 90 ; 76 ; 8 ; TRUE ) = 0.04

Tehét a koriilbeliil 170 cm magas feln6tt férfiaknak koriilbeliil 4 %-a stilyosabb 90 kg-nal.

e x = 180 esetén a feltételes valdszintiség értéke:
P(Y>90|X=180) = 1 - NORM.DIST( 90 ; 80 ; 8 ; TRUE ) = 0.11

Tehat a koriilbeliil 180 cm magas feln6tt férfiaknak koriilbeliil 11 %-a stlyosabb 90 kg-nal.

e = =190 esetén a feltételes valdsziniiség értéke:
P(Y>90|X=190) = 1 - NORM.DIST( 90 ; 84 ; 8 ; TRUE ) = 0.23

Tehat a koriilbelill 190 cm magas felndtt férfiaknak koriilbeliil 23 %-a silyosabb 90 kg-nal.

e =200 esetén a feltételes valdszintiség értéke:
P(Y>90|X=200) = 1 - NORM.DIST( 90 ; 88 ; 8 ; TRUE ) = 0.40

Tehat a koriilbeliil 200 cm magas feln6tt férfiaknak koriilbeliil 40 %-a stlyosabb 90 kg-nal.

5. Annak a valészindsége, hogy egy véletlenszerlien valasztott felnétt férfi 200 cm-nél magasabb:

P(X >200) = 1 - NORM.DIST( 200 ; 180 ; 15 ; TRUE ) = 0.09
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6. Tekintsiink egy tetszbleges y testsily értéket! Ha a véletlenszerlien vélasztott feln6tt férfiak koziil csak azokat
tekintjiik, akiknek a testsulya koriilbeliil y (kg), akkor az & testmagassdgaik szérdsa nem 15 (cm), hanem

csak:
SD(X|Y=y) =15v1-06% = 12

Kiemeljiik, hogy ennek a feltételes szérdsnak az értéke nem fiigg y -tdl.

7. Ha a véletlenszeriien vélasztott felndtt férfiak testsilya koriilbeliil egyforma, mondjuk y (kg), akkor a testma-
gassag varhato értéke — a feltételezett y fliggvényében — igy alakul:

y =76 esetén X feltételes varhato értéke:
15
E(X|Y=76) = 180+ 0.6 E(?G —80) = 176.4

Tehat a koriilbeliil 76 kg testsulyu felndtt férfiak 4tlagos testmagassaga koriilbeliil 176.4 cm.

y = 80 esetén X feltételes varhat6 értéke:

15

10

Tehat a koriilbeliill 80 kg teststlyu felnétt férfiak atlagos testmagassaga koriilbeliil 180.0 cm.

E(X|Y =80) = 180+ 0.6 — (80 — 80) = 180.0

y = 84 esetén X feltételes varhato értéke:
15
E(X|Y=84) = 180+0.6 E(M —80) = 183.6

Tehat a koriilbeliil 84 kg testsulyu feln6tt férfiak atlagos testmagassdga koriilbeliill 183.6 cm.

y = 88 esetén X feltételes vdrhato értéke:

15
B(X|Y =88) = 180+ 0.6 7;(88 —80) = 187.2

Tehat a koriilbeliil 88 kg teststlyu feln6tt férfiak atlagos testmagassaga koriilbeliil 187.2 cm.

A szamadatokbdl kiolvashatjuk, hogy 4 kg-mal nehezebb felnétt férfiak atlagosan 3.6 cm-rel magasabbak,
mint a 4 kg-mal konnyebbek. Tehat 1 kg sulynovekedés atlagosan 0.9 cm testmagassdg novekedést ered-
ményez. Vegylik észre, hogy a testmagassag szérdsa és a teststly szérdsdnak ardnya a korreldcios egyiitthatéval
szorozva adja ki ezt az atlagos testsily novekedést:

15
0 <06 = 0.9

8. Annak a val6szinlisége, hogy egy feln6tt férfi 200 cm-nél magasabb — a feltételezett testsily fiiggvényében —
igy alakul:

e y = 76 esetén a feltételes valdsziniliség értéke:
P(X>200|Y=76) = 1 - NORM.DIST( 200 ; 176.4 ; 12 ; TRUE ) = 0.02

Tehat a koriilbeliil 76 kg testsilyu feln6tt férfiaknak koriilbeliil 2 %-a stilyosabb magasabb 200 cm-nél.
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e y = 80 esetén a feltételes valdszintiség értéke:
P(X >200]Y =80) = 1 - NORM.DIST( 200 ; 180.0 ; 12 ; TRUE ) = 0.05

Tehat a kortilbelill 80 kg testsilyu feln6tt férfiaknak kortilbeliill 5 %-a stlyosabb magasabb 200 cm-nél.

e y = 84 esetén a feltételes valdsziniiség értéke:
P(X >200|Y =84) = 1 - NORM.DIST( 200 ; 183.6 ; 12 ; TRUE ) = 0.09

Tehat a kortilbelill 84 kg testsilyu feln6tt férfiaknak kortilbeliill 9 %-a stlyosabb magasabb 200 cm-nél.

o y = 88 esetén a feltételes valdszinliség értéke:
P(X>200|Y =83) = 1 - NORM.DIST( 200 ; 187.2 ; 12 ; TRUE ) = 0.14

Tehat a koriilbeliil 88 kg testsulyu feln6tt férfiaknak koriilbeliil 14 %-a silyosabb magasabb 200
cm-nél.

Kiemeliink két tényt a fentiek koziil:
e =190 esetén Y feltételes varhato értéke:
10
E(Y|X=190) = 80+ 0.6 1—5(190—180) = 84
vagyis a koriilbeliil 190 cm magas feln6tt férfiak atlagos testsilya koriilbeliil 84 kg.
e y = 84 esetén X feltételes varhat6 értéke:
15
E(X|Y=84) = 180+0.6 1—0(84 —80) = 183.6
vagyis a koriilbeliil 84 kg testsulyu felnott férfiak atlagos testmagassdga koriilbeliill 183.6 cm.

Lehet, hogy furcsdnak tlinik, de mégis ez az igazsdg: a 190 cm magas férfiak dtlagos testsilya 84 kg,dea 84 kg
testsulyu férfiak 4tlagos testmagssdga nem 190 cm, hanem csak 183.6 cm.

11.9. Példa: A miiszer hibajat korrigaljuk

Tegyiik fel, hogy egy dramkorben a fesziiltség névleges értéke 230 V, de az igazsdg az, hogy a tényleges fesziiltség
ingazdozik, egyszer tobb, maskor kevesebb, mint 230 V. Tegyiik fel, hogy a tényleges fesziiltség normélis eloszlasi
valészintiségi valtozé 230 varhato értékkel és 10 szoérdssal.

Ha valakinek tokéletes miiszere van, akkor a tényleges fesziiltséget pontosan ki tudja mérni. De ha a miiszer tévedhet,
és a leolvasott fesziiltség a tényleges fesziiltségnél tobb is és kevesebb is lehet, akkor felmeriil a kérdés: hogyan
kovetkeztessiink a leolvasott fesziiltségbdl a tényleges fesziiltségre?

Tegyiik fel, hogy a miszer hibdja — a tényleges fesziiltségtdl fiiggetlen, €s normalis eloszlast kovet 0 V varhaté
értékkel és 5 V szordssal. Ha a leolvasott érték a tényleges fesziiltség és a miiszer hibdjanak az 6sszege, akkor igy

okoskodhatunk.

Legyen X atényleges fesziiltség, H a miszer hibdja, Y aleolvasott érték: Y = X + H . A feltételek szerint
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e X normdlis eloszldsu pq = 230 varhato értékkel és o7 = 10 szérdssal,
e H fiiggetlen X -t6l, és normalis eloszlasi pz = 0 varhato értékkel és op = 5 szérassal,
amibdl kovetkezik, hogy

e Y normalis eloszlasu
varhato értékkel és
oy = yJoP+0% = 102 +52 = V125

szorassal.

Y feltételes szérdsa X adott értéke esetén a hiba szérdsdval, vagyis 5 -tel egyenld. Ezért az

SD(Y| X =z) = oavV1—12
Osszefliggés miatt az

5 = V12541 —r2

egyenletet kapjuk, amibdl a korrel4cids egyiitthatéra az aldbbi érték jon ki:

4
r =4/

5
Ezek alapjan — a tanultak szerint — a legjobb tipp Y -bol X -re az aldbbi képlettel adddik:

ag
v=m+r—(y— )
op)]
4 10
;v:230+\/7 — 230
5 \/125(y )
20
= 230 — 230
z + o5 )

x =230 + 0.8(y — 230)

Ezek szerint, ha valaki rendszeresen kovetkeztet a leolvasott fesziiltségbdl a tényleges fesziiltségre, és a hiba négy-
zetének (vagy abszolit értékének) a varhat6 értékét igyekszik minimalizdlni, akkor — példdul — 240 V fesziiltség
leolvasdsa esetén a tényleges fesziiltséget 238 V -nak kell vennie.
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