1. FELADAT. Irjuk fel az adott P ponton atmeng és az adott irannyal parhuzamos
egyenes explicit paraméteres és implicit egyenletrendszerét!

1.1. Kérdés. P(1,2,3), v = (2,—1,4).

1.1.1. Megoldas. p = po+tv,igy ap = (z,¥, z) koordinatékra a paraméteres

egyenletrendszer: x =1+ 2t, y =2 —t, z = 3+ 4t. A t paramétert kifejezve az
implicit egyenletrendszer: %;1 = y_—_lz = Zf’, ami természetesen pl. 2x — 2 =

8 — 4y = z — 3 alakba is irhato.

1.2. Kérdés. P(-2,0,3), v = (0,2,1).

1.2.1. Megoldas. p = po+tv, igy ap = (z,y, z) koordinatakra a paraméteres

egyenletrendszer: x = —2, y = 2t, z = 3+t. A t paramétert kifejezve az implicit

egyenletrendszer: z = —2, ¥ = 23

1.3. Kérdés. A P pont az origo, az irdny az y-tengely.

1.3.1. Megoldas. v=j, p = po + tv, igy a p = (z,y,2) koordinatikra a
paraméteres egyenletrendszer: © = 0, y = t, z = 0. Az implicit egyenletrend-
szer: x =0, z = 0.

2. FELADAT. Adott két pont, A és B. Irjuk fel a két ponton atmend egyenes
parameéteres és implicit egyenletrendszerét!

2.1. Kérdés. A két pont: A(2,—-1,3), B(1,4,0).

2.1.1. Megoldas. A két pont helyvektorat a-val, ill. b-vel jelélve, az egyenes
parhuzamos az v =a— b = (1, —5, 3) vektorral. Az A pontot valasztva po-nak
p =a+tv, igy ap = (z,y,2) koordinatakra a paraméteres egyenletrendszer:
x=2+4+t,y=—1-—>5¢t z=3+3t. At paramétert kifejezve az implicit egyenle-

trendszer: Lﬁ = % = zg3, ami természetesen pl. 15x—30 = —3y—3 = 52—15
alakba is irhato. Iranyvektornak valaszhatjuk w=(b-a)-t is, az adott pont pedig
lehet akar A, akdr B. FEz utobbi esetben a paraméteres alak: =z = 1 — ¢,

y = 4+ 5t, z = —3t. Honnan tudjuk, hogy ez a ranézésre kiilonboz8 egyen-
letrendszer ugyanannak az egyenesnek az egyenletrendszere, mint az el6bbi? Az
nyilvanval6, hogy mindkett§ egy egyenest ad meg. Elég belatni, hogy mind-
kettén rajta van az A és a B pont is. Az els6be t = 0-t helyettesitve az A
pontot kapjuk. A B pont elsé koordinataja 1. Ha x = 1 akkor z = 2 4 ¢ miatt,
t = —1. At = —1 paraméterértékhez y = -1 —5(—1) =4,2=34+3(-1) =0
koordinatak tartoznak, vagyis épp a B pont koordinatai, B tehat rajta van az
elsé egyenesen. Hasonloképp ellendrizhetd, hogy A rajta van a masodik egyene-
sen. Ha két egyenes d4tmegy ugyanazon a két ponton, akkor azok megegyeznek,
vagyis a két egyenletrendszerrel ugyanazokat a pontokat kapjuk, csak mas-més
paraméterérték esetén.

2.2. Kérdés. A két pont: A(0,2,5), B(—2,2,1).



2.2.1. Megoldas. A két pont helyvektorat a-val, ill. b-vel jelélve, az egyenes
parhuzamos az v = b—a = (—2,0, —4) vektorral. Az A pontot valasztva po-nak
p = a-+tv, igy ap = (x,y, 2) koordinatakra a paraméteres egyenletrendszer:
x=—-2t,y=2 2=>5—4t. At paramétert kifejezve az implicit egyenletrend-
szer: 5 = 2:45, y = 2, ami természetesen pl. 2x = z — 5, y = 2 alakba is
frhato. Iranyvektornak valaszhatjuk w=(a-b)-t is, az adott pont pedig lehet
akar A, akar B. Ez utobbi esetben a paraméteres alak: x = —2 + 2t, y = 2,
z = 1+ 4t. Honnan tudjuk, hogy ez a ranézésre kiillonb6z6 egyenletrendszer
ugyanannak az egyenesnek az egyenletrendszere, mint az el6bbi? Az nyilvan-
val6, hogy mindketts egy egyenest ad meg. Elég belatni, hogy mindkettén rajta
van az A és a B pont is. Az els6be t = 0-t helyettesitve az A pontot kapjuk.
A B pont els§ koordinataja —2. Ha x = —2 akkor x = —2¢ miatt, t = 1. A
t = 1 paraméterértékhez y = 2, z =5 — 4 -1 = 1 koordinatak tartoznak, vagyis
épp a B pont koordinatai, B tehat rajta van az els6 egyenesen. Hasonloképp
ellendrizhets, hogy A rajta van a méasodik egyenesen. Ha két egyenes dtmegy
ugyanazon a két ponton, akkor azok megegyeznek, vagyis a két egyenletrend-

szerrel ugyanazokat a pontokat kapjuk, csak més-méas paraméterérték esetén.

2.3. Kérdés. A két pont: A(4,2,1), B(6,2,1).

2.3.1. Megoldas. A két pont helyvektorat a-val, ill. b-vel jelélve, az egyenes
parhuzamos az v = b—a = (2,0, 0) vektorral. Az A pontot valasztva pp-nak p =
a+tv, igy a p = (x,y, 2) koordinatékra a paraméteres egyenletrendszer: xz =
442t, y = 2, z = 1. Mivel t barmilyen valos lehet, = értéke barmilyen valés lehet
az y-tol és z-t6l fiiggetlentil, ezek viszont adottak. Az implicit egyenletrendszer:
y = 2, z = 1. Iranyvektornak természetesen vélaszhatjuk w=(a-b)-t is, az
adott pont pedig lehet akar A, akar B. Ez utobbi esetben a paraméteres alak:
r=6-—2t,y =2, 2z =1. Ez ugyan most kevéssé kiilonbozik az elgbbitdl,
de azért ellendrizziik, hogy tényleg ugyanaz-e? Az nyilvanvald, hogy mindketts
egy egyenest ad meg. Mivel mindkett§ minden pontjara y = 2, z = 1, x értéke
pedig tetszdleges, a két egyenletrendszerrel ugyanazokat a pontokat kapjuk, csak
mas-més paraméterérték esetén.

3. FELADAT. Az alabbi explicit paraméteres egyenletrendszerrel adott egye-
neseket adjuk meg implicit egyenletrendszerrel, az implicit formaban adottakat
pedig paraméteresen!

3.1. Kérdés. x=1—t,y=2+3t, z= -3t

3.1.1. Megoldas. A t paramétert mindegyikbdl kifejezve:

—z=1 _ y=2 _ =z Lox=1l o oy=2 _ =z
t = %5 = 457 = 5, azaz az egyenletrendszer: *=- = #3= = %, Szebben

frva: 3r —3=2—-y==z.
3.2. Kérdés. =4, y=2—4t, z= —3t.

- . . . P e . Y—=2 2
3.2.1. Megoldas. A masodik két egyenletbdl t-t kifejezve kapjuk: = = =,

azaz az implicit egyenletrendszer: x = 4, y772 = £, amit irhatunk dgy is, hogy
r=4,3y—6=4z



3.3. Kérdés. 3x=2+Tt,y=3, z=—1.

3.3.1. Megoldas. Az implicit egyenletrendszer: y = 3, z = —1. (Mivel y, és z
konstans, az iranyvektor masodik és harmadik koordinataja 0.)

3.4. Keérdés. 2 — 4o = ¥ =2

3.4.1. Megoldas. Tudjuk, ha ez az egyenletrendszer z;f”o = y;;w = Z;BZO
alakd, akkor biztos, hogy az egyenesen rajta van az (xo,yo, 20) pont, hiszen
ekkor minden tort 0, a v irdnyvektor koordinatai pedig (v1,v2,v3). A megadott
egyenletrendszer a kivant alakot 6lti, ha az z-et tartalmazo kifejezés szamlalojat
és nevezdjét is (ami 1) elosztjuk (—4)-gyel.

2
Ekkor “—# = ygi‘r’ = Z. Az egyenesnek egy pontja tehdt (3,—5,0), (egyik)
4

2
iranyvektora (—i,3,2)7 amivel paraméteres egyenletrendszere: = = % — it,
y = =5+ 3t, z = 2t. Tudjuk, egy irdnyvektor barmilyen nem-nullaszorosa

is irdnyvektor, igy valaszthatjuk az (1,—12,—8) vektort is. Ekkor z = % + t,
y=—-5—12¢, 2 = =8¢

3.4.2. Megoldas. Ha pl. z helyébe 0-t irunk, a 2 = yTJrS =3-boly=1,2=4
adodik, azaz, az A(0,1,4) pont az egyenesen van. Ha z helyébe l-et irunk,
-2 = y'§5 = 5-bol az y = —11, z = —4 értékeket kapjuk, tehat a B(1, —11, —4)
pont is az egyenesen van. A két ponton atmend egyenes egyik paraméteres
egyenletrendszere a v. = a — b = (—1,12,8) iranyvektorral és az A ponttal:
x=—t,y=1+12t, z = 4 + 8. Konnyen meggybz6dhetiink arrol, hogy ez
ugyanannak az egyenesnek egyenletrendszere, mint az elgbbi: csak nézziik meg,
A és B kielégitik azt az egyenletrendszert is.

3.5. Kérdés. 3x+6 =y, 2 =05.

igy az irdnyvektor
y=3t, z=05.

3.5.1. Megoldas. Az 7> = L% alakra hozva: “Jlﬂ

-y
=4,
v=(1,3,0)ésa paramételres egyei)nletrendszer: r=-2+1,

3.6. Kérdés. x =2, y= -3

3.6.1. Megoldas. Mivel az egyenes pontjainak z és y koordindtaja konstans,
csak a z koordinata véltozhat, igy az egyenes parhuzamos a z-tengellyel. Ennek
egyik iranyvektora k = (0,0,1). Mivel z barmi lehet, z = ¢ tetszsleges. ekkor a
paraméteres egyenletrendszer: x =2, y = —3, z = t.

3.6.2. Megoldas. Mivel z értéke nem filigg z-t6l és y-tol, lehet akar 0, akar
1. Az els6 esetben az A(2,—3,0), a masodik esetben a B(2,—3,1) az egyenes
pontja. A két ponton atmens egyenes egyik paraméteres egyenletrendszere a
v =a—b = (0,0,—1) iranyvektorral és a B ponttal: x = 2, y = -3, z =
1 —t. Konnyen meggydzddhetiink arrdl, hogy ez ugyanannak az egyenesnek
egyenletrendszere, mint az el6bbi: csak nézziik meg, A és B kielégitik azt az
egyenletrendszert is.

4. FELADAT. A alabbi paraméteresen, ill. implicit formédban megadott egyen-
letrendszerek koziil melyek definidljak ugyanazt az egyenest?



4.1. Kérdés.

a) z = 1=-2t b) =z = 142t ¢) =z = 3+4t
y = 24t y = 3+t y = 1-—2t
z = 3t z = 143t z = —3-6t

4.1.1. Megoldas. Az a) és b) egyenesek iranyvektorai nem parhuzamosak,
igy az egyenesek nem lehetnek egyez6k. Az a) és c) egyenesek iranyvektorai
parhuzamosak, és pl. az (1,2,0) pont mindkettén rajta van, a)-n a t=0 paraméternél,
c)-n a t = —1/2 paraméterértéknél. Tehat a) és ¢) ugyannak az egyenesnek két
paraméteres egyenletrendszere.

4.2. Kérdés.
a)3r—3=2—-y=2z2 b) —3z=y—-5=-2-3 c)3x=5—-y=z+1

4.2.1. Megoldas. Az a) egyenes egy pontja P(1,2,0), ez rajta van b)-n, de
nincs ¢)-n; a b) egyenesbdl R(0,5, —3) rajta van a)-n, igy a két kozds ponttal
rendelkez6 a) és b) egyenesek megegyeznek. Egy kozos pont megtaldlasa utan
osszehasonlithattuk volna az irdanyvektoraikat is, de ebben az esetben ez igy
egyszeriibb volt.

5. FELADAT. Adott egy A pont, és egy n vektorral egy irany. Irjuk fel az
adott ponton atmend, adott irdnyra merdéleges sik egyenletét!

5.1. Kérdés. A(—5,7,1), n—(—2,—3,4).

5.1.1. Megoldas. A sik vektoregyenlete (p — po)n = 0, azaz pn = pgn, ahol
n a normélvektor, po és p a stk pontjainak helyvektorai. Igy p = (z,v,2)
koordinatakkal —2x —3y+4z = (—2)-(—5)+(—3)-7+4-1, azaz 2x+3y—42 = 7.

5.2. Kérdés. A(—5,7,1), n=(—2,0,4).

5.2.1. Megoldas. A sik vektoregyenlete (p — po)n = 0, azaz pn = pgn, ahol
n a normalvektor, pg, p a sik pontjainak helyvektorai. Igy p = (x,%, 2) ko-
ordinatakkal —2x + 0y +4z = (—2) - (=5)+0-7+4-1, azaz 2z — 4z = —14, ill.
x—2z=-T.

5.3. Keérdés. A(—5,7,1), n=(0,3,0).

5.3.1. Megoldas. A sik vektoregyenlete (p — po)n = 0, azaz pn = pgn, ahol
n a norméilvektor, pg, p a sik pontjainak helyvektorai. Igy p = (z,y,2) ko-
ordinatakkal Oz + 3y + 0z = (0) - (—=5) +3- 7401, azaz 3y = 21, ill. y = 7.

6. FELADAT. Adott egy sik egyenlete ax 4+ by + cz = d alakban. Adjuk meg
egy pontjat, és egy norméalvektorat!

6.1. Kérdés. A sik egyenlete 2z — y + 6z = —17.

6.1.1. Megoldas. Egy pont pl. (0,17,0), egy normalvektor pl. (2,—1,6), és
barmely méas normélvektor ennek nem nulla szamszorosa.



6.2. Kérdés. A sik egyenlete —z + 5y = 20.

6.2.1. Megoldas. Egy pont pl. (5,5,19), egy norméalvektor pl. (—1,5,0), és
barmely mas normalvektor ennek nem nulla szdmszorosa. (Mivel a normélvektor
parhuzamos az (x,y)-sikkal, a sik mercleges az (x,y)-sikra, és a metszésvonal
egyenlete az (x,y)-sikban —z + 5y = 20.)

6.3. Kérdés. A sik egyenlete x = —3.

6.3.1. Megoldas. Egy pont pl. (—3,7,—2), egy normélvektor pl. (1,0,0), és
barmely mas normalvektor ennek nem nulla szamszorosa. (Mivel a normalvektor
parhuzamos az z-tengellyel, a sik merdleges az z-tengelyre, tehat parhuzamos
az (y, z)-sikkal, az z-tengelyt —3-nal metszi.)

7. FELADAT. Adott harom pont, A, B, C. Irjuk fel a harom ponton dtmend
stk egyenletét.

7.1. Kérdés. A harom pont A(1,2,3), B(—1,0,1), C(0,1,5).

7.1.1. Megoldas. A sik parhuzamos az ﬁ és az @ vektorral, ezért nor-
maélvektora mindkettére merdleges:

i j k
n=ABxAC =|-2 —2 —2|=(—6)i+6j+ 0k = (—6,6,0)
-1 -1 2

A sik norméalvektora (—6,6,0), vagy ennek barmilyen nem nullaszorosa. A sik
vektoregyenlete (p — po)n = 0, azaz pn = pon, ahol n a normalvektor, pg, p
a stk pontjainak helyvektorai. Igy p = (z,v, z) koordinatakkal a sik egyenlete
—6x + 6y = 6, vagy ennek barmilyen nem nullaszorosa pl. —z + y = 1. Latjuk,
barmelyik pontot is valasztjuk A, B, C koziil py végpontjanak, mindig ugyanazt
az egyenletet kapjuk.

7.1.2. Megoldas. Tudjuk, hogy a sik egyenlete ax + by + cz = d alaku, és az
adott harom pont kielégiti a sik egyenletét. Az a, b, ¢, d egylitthatokkal:

a +2b 43¢ —-d =0
—a +c —-d =
b +b5c —-d =0

Ez harom egyenlet négy ismeretlenre. A megoldas: ¢ = 0, a = —d, b = d.
A d értékét 0 kivételével barminek valaszthatjuk, hiszen latjuk, hogy az csak
az adodo egyenlet mas és mas szamszorosat eredményezi. Pl. d = 1 esetén
—x +y =1 a keresett egyenlet.

7.2. Kérdés. A harom pont A(1,2,3), B(—1,1,0), C(3,3,6).



7.2.1. Megoldas. A sik parhuzamos az zﬁ és az ﬁ vektorral, ezért nor-
maélvektora mindkettére mersleges:

i j k
n=ABxAC =|-2 1 —3|=0i+0j+0k=(0,0,0)
2 1 3

A vektorialis szorzat a nullvektor, ami azt jelenti, hogy a harom pont egy egye-
nesen van, igy végtelen sok olyan sik van, amelyik 4tmegy a hdrom ponton. Ha
mégis szeretnénk felirni, milyen egyenlete van azoknak a sikoknak, amelyek a
pontokat tartalmazzak, akkor pl. minden olyan normalvektor j6, ami merdleges
pl. az AC = (2,1, 3) vektorra, azaz pl. (a, —2a — 3¢, c¢) alakd, ahol a és ¢ nem
mindketten nullak. Az egyenlet ax + (—2a — 3¢)y + ¢z = —3a — 3c.

7.2.2. Megoldas. Tudjuk, hogy a sik egyenlete ax + by + cz = d alakq, és az
adott harom pont kielégiti a sik egyenletét. Az a, b, ¢, d egyiitthatokkal:

a +2b +3¢ —-d =0
—a +b —-d =0
3a +3b +6¢c —d =0

Harom egyenlet négy ismeretlenre, de méar az els§ lépéseknél kideriil, hogy
az egyik elhagyhato, mert kovetkezik a masik kettébsl. (Ebben a példaban
barmelyik kifejezhet a masik kett6vel.) Ez azt jelenti, hogy a harom pont egy
egyenesen van, hiszen a harmadik nem ad tobb informéciot, mint ami a masik
kett&bdl kovetkezik. Ha mégis szeretnénk felirni, milyen egyenlete van azok-
nak a sikoknak, amelyek a pontokat tartalmazzék, akkor a megoldas lehet pl.
b=a+d, ¢ = —d/3 —a, ahol a és d nem mindketten nullak. Az egyenlet:
az+ (a+d)y+ (—d/3—a)z=d.

8. FELADAT. Adott két pont, A és B, és egy irany. Irjuk fel annak a sik-
nak az egyenletét, amelyik atmegy az adott pontokon, és parhuzamos az adott
irannyal.

8.1. Kérdés. Legyen a két pont A(2,1,—3), B(—1,0,1), az iranyt pedig a
v = (3,—2,0) vektor jeloli ki.

8.1.1. Megoldas. A sik n normélvektora merdleges az ﬁ vektorra, és a v
vektorra.

ik
n=ABxv=|-3 —1 4 =8i+12j+9%=(812,9)
3 —2 0

A sik vektoregyenlete (p —po)n = 0, azaz pn = pgn, ahol n a norméalvektor, po,
p a sik pontjainak helyvektorai. Igy p = (z, ¥, z) koordinatakkal a sik egyenlete
8z + 12y + 9z = 1, ill. ennek barmely nem nulla szamszorosa.



8.1.2. Megoldas. A sik egyenlete ax + by 4+ cz = d alaki. A megadott pontok
kielegitik a sik egyenletét. A sik n = (a, b, ¢) norméalvektora merdleges a v =
(0,3, —2) vektorra, azaz skalarszorzatuk 0. Az a, b, ¢, d egylitthatokkal:

2a¢ +b -3¢ —-d =0
—a +¢ —d =0
3a —2b =0

Harom egyenlet négy ismeretlenre, egyik megoldasa: a = 8d, b = 12d, ¢ = 9d.
Az egyenlet tehat pl. d = 1 valasztassal 8x 4+ 12y + 92 = 1. Barmilyen d # 0
valasztas jO, hiszen ugyanannak az egyenletnek szamszorosat kapjuk.

8.2. Kérdés. Keressiik meg annak a siknak az egyenletét, amelyik atmegy az
A(1,2,3) és a B(—1,0,1) pontokon, és parhuzamos az z = 1,y =2—1¢, z = 4+t
egyenessel.

8.2.1. Megoldas. A sik n normélvektora meréleges az zﬁ vektorra, és az
egyenes v = (0, —1, 1) iranyvektorara.
i j k
n=ABxv=|-2 -2 -2/ =(-4)i+2j+2%k=(-422)
0o -1 1

A sik vektoregyenlete (p —po)n = 0, azaz pn = pgn, ahol n a normélvektor, py,
p a sik pontjainak helyvektorai. Igy p = (z,v, z) koordinatakkal a sik egyenlete
—4x + 2y + 2z = 6, ill. ennek barmely nem nulla szdmszorosa.

8.2.2. Megoldas. A sik egyenlete ax + by + cz = d alaka. A megadott pon-
tok kielégitik a sik egyenletét. A sik n = (a, b, ¢) norméalvektora merdleges az
egyenes v = (0,—1,1) irdnyvektorara, azaz skalarszorzatuk 0. Az a, b, ¢, d
egyiitthatokkal:

a +2b 43¢ —-d =0

—a +c —d =0

b  +c =0

Harom egyenlet négy ismeretlenre, megoldasa: a = (—2/3)d, b = (1/3)d, ¢ =
(1/3)d. Az egyenlet tehat pl. d = 3 valasztassal —2z + y + z = 3. Béarmilyen
d # 0 valasztas jo, hiszen ugyanannak az egyenletnek szamszorosat kapjuk.

9. FELADAT. Adott egy A pont, és két egyenes. Adjuk meg annak a siknak
az egyenletét, amelyik a4tmegy az A ponton, és parhuzamos a két egyenessel!

9.1. Kérdés. Az adott pont A(—1,4,2). Az egyik egyenes: © = —t, y = 5,
z =4+ 2t. A méasik egyenes: z —3 = (2 —y)/2, z = 3.
9.1.1. Megoldas. A sik normalvektora meréleges mindkét egyenes irdnyvek-
torara, n = vi X va, ahol most vi = (—1,0,2), vo = (1,—2,0).
i j k
n=vyxve=|[-1 0 2/=4i+2j+2k=(4,2,2)
1 -2 0



A sik vektoregyenlete (p—po)n = 0, azaz pn = pon, ahol n a norméalvektor, py,
p a sik pontjainak helyvektorai. Igy p = («,y, z) koordinatékkal a sik egyenlete
4z 4 2y + 2z = 8§, ill. ennek barmely nem nulla szamszorosa.

10. FELADAT. Adott egy pont és egy egyenes. Adjuk meg az adott ponton
atmend és az adott egyenest tartalmazo sik egyenletét!

10.1. Kérdés. A pont P(3,—1,2), az egyenes: ¢ =1+1t, y=2—2t, z = 3.

10.1.1. Megoldas. A pont nincs az egyenesen. Az egyenes irdnyvektora v =
(1,—2,0), egyik pontja pedig Q(1,2,3). A sik norméalvektora merdleges v-re és
a P() vektorra, ezért

n=vx ]@ =(1,-2,0) x (-2,3,1) = (—2,—1,—1). A sik egyenlete —2x —y —
z = —7, ami persze 2z + y + z = 7 alakba is irhato.

10.2. Kérdés. A pont P(2,0,3), az egyenes: x = 1+1¢,y=2—2t, z = 3.

10.2.1. Megoldas. A pont az egyenesen van, igy végtelen sok megoldas van,
ugyanis minden olyan sik megoldas, amelyik tartalmazza az egyenest. Az ilyen
sfkok normalvektora meréleges az egyenes iranyvektorara, azaz

nv = (ny,ng,n3)(1,—2,0) = ny — 2ny = 0. Tehat n = (2a, a, b) tetszdleges a, b,
a’?+b% # 0 esetén megfelels norméalvektor, a sikok egyenlete pedig 2az+ay+bz =
4a + 3b.

11. FELADAT. Adott egy sik és egy egyenes. Allapitsuk meg, metszik-e
egymast, és ha igen, mi a metszéspontjuk!

11.1. Kérdés. Asik 2z —3y+z=1, azegyenes x =4 +t, y = —2t, z = —t.

11.1.1. Megoldas. Ha van metszéspontjuk, akkor van olyan ¢, hogy a hozza
tartozo x,y, z értékek kielégitik a sik egyenletét: 2(4 +t) — 3(—2t) + (—t) = 1,
amibél t = —1, azaz az x = 3, y = 2, z = 1 koordinataju pont az egyenesen is
és a sikon is rajta van.

11.2. Kérdés. Asikdr+y—32=2,azegyenesc =2+t y=7—t, 2z =1

11.2.1. Megoldas. Ha van metszéspontjuk, akkor van olyan t, hogy a hozza
tartozo x,y, z értékek kielégitik a sik egyenletét: 4(2 +¢) + (7 —t) — 3(t) = 2,
amibdl 13 = 0 kovetkezne, ami nyilvanvaloan lehetetlen. Az egyenesnek és
a sfknak nincs kozos pontja, ami abbdl is lathato, hogy a sik n = (4,1, —3)
normélvektora meréleges az egyenes v = (1, —1,1) iranyvektorara: n-v = 0,
azaz a sik és az egyenes parhuzamosak, és az egyenes nem fekszik a sikban,
hiszen pl. az egyenes (2,7,0) pontja nem elégiti ki a sik egyenletét.

11.3. Kérdés. A sik 3z — 2y + 52z = 0, az egyenes x = 1 +4t, y = —1 + ¢,
z=—1-—72t.

11.3.1. Megoldas. Ha van metszéspontjuk, akkor van olyan ¢, hogy a hozza
tartozo x,y, z értékek kielégitik a sik egyenletét: 3(1+4¢) —2(—1+¢) +5(—1—



2t) = 0, amibdl 0 = 0 kovetkezik, azaz az egyenes pontjai minden ¢ érték mellett
kielégitik a sik egyenletét, az egyenes tehat a sikban fekszik. Az, hogy az egyenes
parhuzamos a sikkal, abbol is latszik, hogy a stk n = (3, —2,5) normalvektora
merGleges az egyenes v = (4,1, —2) iranyvektorara: n-v = 0, és ez az egyenes
egyben benne van a sikban, hiszen pl. az (1,—1,—1) pontja kielégiti a sik
egyenletét.

12. FELADAT. Adott az S: n(p — po) = 0 sik, és az a helyvektorta A pont.
Valaszoljuk meg a kovetkez6 kérdéseket!

12.1. Kérdés. Adjuk meg az A pont merdleges vetiiletét a sikon!

12.1.1. Megoldas. Jeldlje n a sik egy normalvektorat. Ha a w = (pg —
a) vektort felbontjuk n-nel parhuzamos és ra meréleges Gsszetevkre, akkor a
parhuzamos a; 6sszetevs az A-bol a vetiiletébe mutato vektor.

(Po — a)nn

a; =
n2

Igy az M vetiilet a,, helyvektora a,, = a + (pon%a)nn.

12.2. Kérdés. Tikrozzik A-t S-re.

12.2.1. Megoldas. Az M vetiiletbél az A’ tiikorképbe mutato vektor ugyanaz,

mint az A-bol az M-be mutato, igy az A’ tiikkorkép helyvektora a’ = a +
2(130*23)“11
n



12.3. Kérdés. Adjuk meg a pont tavolsagat a siktol!

12.3.1. Megoldas. A pont és a sik tavolsaga az a; vektor hossza:
po—a)n|

|a1‘ = I [n]
13. FELADAT. Adott egy A pont és egy sik. A pont A(—4,9,-5), a sik
3x — 4y + z = —1. Valaszoljuk meg a kovetkezs kérdéseket!

13.1. Kérdés. Adjuk meg a pont merdleges vetiiletét a sikon!

13.1.1. Megoldas. Az A pont vetiilete az A ponton atmend, a sikra meréleges
egyenesnek és a sfknak metszéspontja. Ennek az egyenesnek irdnyvektora meg-
egyezik a sik normaéalvektoraval: v = n = (3,—4,1). Az egyenes paraméteres
egyenletrendszere: * = —4 + 3t, y = 9 —4t, z = =5 +t. Az egyenes és a sik
kozos pontja a 3(—4 + 3t) — 4(9 — 4t) + (=5 + t) = —1 egyenletbdl az egyenes
t = 2 paraméterd M (2,1, —3) pontja. Ez az A pont meréleges vetiilete.

|
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13.1.2. Megoldas. Legyen P a sik egy pontja. Ha felbontjuk az ﬁ vek-
tort a sik normalvektoraval parhuzamos és ra meréleges Gsszetevékre, akkor a
parhuzamos Osszetevs az A pontbdl épp a vetliletébe mutat. A normalvektor
n = (3,—4,1), asik egy pontja pl. P(0,0,—1). Az 1@ vektor n-nel parhuzamos

n = WSCACILDLE,—4,1) = (6,-8,2). Tgy az

M metszéspont m helyvektora: m = a + ﬁ(n) =(2,1,-3).

APn
n2

Osszetevije ﬁ(n) =

10



13.2. Kérdés. Tiikrozzik az A pontot a sikra! Adjuk meg az A’ tiikorkép
koordinétait!

13.2.1. Megoldas. Az M pont felezi az AA’ szakaszt, igy z.,, = 225" tehat
, amibdl x,, = 8 A t6bbi koordinatat is hasonloképp kiszamitva az
A’ pont koordinatai: (8, -7, —1).

_ =44z
2= 2
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13.2.2. Megoldas. Az AA’ vektor épp a kétszerese az AM vektornak. Igy A’

helyvektora a’ = a+ 2AM = (—4,9,—5) + 2(6,—8,2) = (8, =7, —1).

h

13.3. Kérdés. Adjuk meg az A pont siktol vald tavolsagat!

13.3.1. Megoldas. Az A pont és a sik tavolsdga az A pont és vetiiletének
tavolsaga: d = /(=4 —2)2 + (9 — 1)2 + (=5 + 3)2 = V104 = 21/26.

13.3.2. Megoldas. Legyen P a sik egy pontja. Ha felbontjuk az ﬁ vek-
tort a sik normalvektoraval parhuzamos és ra merdleges Osszetevkre, akkor a
parhuzamos Osszetevé az A pontbol épp a vetiiletébe mutat, és ennek a vek-
tornak abszolut értéke pont és a sik tavolsaga. (Ez tulajdoképpen a pont
és sik tavolsaganak képlete.) Az 1. alkérdés masodik megoldasa alapjan ez

d =1(6,-8,2)| = /104 = 2/26.

14. FELADAT. Adott egy egyenes. Adjuk meg az egyenesnek olyan paraméterezését,
ahol a "‘lépték"’ egységnyi, azaz, ha a paraméterértéket 1-gyel noveljik, az
ujabb pont az el6z6t6] egységnyi tavolsagban van.

14.1. Kérdés. =1+2t,y=—-2t, z=5+1.

14.1.1. Megoldas. A p = pg + vt alakbdl kiindulva, ha |v| = 1, akkor ¢
értékét 1-gyel valtoztatva, az egyenesen egységnyi hosszal lépiink odébb. Az
egyenletrendszerbl leolvashato v = (2, —2,1), erre |v| = 3. Igy v. = v/|v| =
(%,—%,%). Ha a t = 0 paraméterértékhez tartozd pontnak tovabbra is a
P(1,0,5) pontot tekintjiik, akkor z =1+ 3¢, y = —2¢, 2 =5+ 1t.

15. FELADAT. Ha lehetséges, adjuk meg az egyenesnek olyan paraméterezését,
ahol a paraméterérték az x koordinata, majd olyat, ahol a z koordinata!

15.1. Kérdés. 1 =2 —t,y=3t, 2 = —1+ 2.

15.1.1. Megoldas. Mivel az els§ egyenletb6l t = 2 — x, ezt a masik kettébe
behelyettesitve y is és z is z-nek fiiggvénye: y = 3(2 —z) = 6 — 3z, z =
—1+42(2—2) =3 —2z. A paraméteres egyenletrendszer. x = 7, y = 6 — 37,
z=3-—2T.

Hasonlban jarva el, amikor z-t6l fiiggéen akarjuk z-et és y-t megadni: t =
=l s emel v =2 — 2 =2 1y ¢y =32 = 3 4 3, azaz mindhdrom

2 2 . 2%
koordinatafiiggvényt kiirva: x = % - %T, Y % + %’7’, Z=T.

15.2. Kérdés. z=2t,y=3—1t, z=2.

z

15.2.1. Megoldas. Az elsé egyenlGségbdl t = 7, és ezzel y = 3 — 5 a kapcsolat
y és x kozott. z nem fiigg semmilyen paramétertél. A megoldas tehat: = = 7,
y=3—3,2=2.

Mivel z csak egyetlen értéket vehet fel, nem lehet paraméter. Ez az egyenes

parhuzamos az (z, y)-sikkal.

15.3. Kérdés. v =1,y=5,2=7— 3t

12



15.3.1. Megoldas. Mivel x csak egyetlen értéket vehet fel, nem lehet paraméter.
z barmilyen értéket felvehet, de sem z, sem y nem fiigg t6le. Ez az egyenes
parhuzamos a z-tengellyel. A kivant egyenletrendszer: x =1, y =5, z = 7.

16. FELADAT. Adott két sik. Allapitsuk meg, parhuzamosak-e, és ha nem,
adjuk meg a metszésegyenesiik egyenletrendszerét!

16.1. Kérdés. A két sik egyenlete x — 2y + 2 =2, 3z + 2y — 32 = 0.

16.1.1. Megoldas. A két sik nem parhuzamos, hiszen normélvektoraik nem
parhuzamosak. A ko6zos egyenes mindkét sikkal parhuzamos, igy iranyvektora
mindkét normalvektorra merdéleges:

i j Kk
v=n;xny=|1 -2 1]|=(4,6,8).
3 2 =3

Kell még az egyenesnek egy pontja. Ez a két siknak kozos pontja, mindkét
egyenletet kielégiti. Ilyen pont végtelen sok van, egyik koordinatat nyilvan sza-
badon megvalaszthatjuk. De melyiket? Az egyenes irdnyvektoranak egyik ko-
ordinataja sem nulla, igy mindegyik koordinata felvesz minden értéket. Legyen
pl. y = 0, ezt beirva a két egyenletbe, és z-re, z-re megoldva z = 1, z = 1 adodik.
Az egyenes paraméteres egyenletrendszere: x = 1+ 4¢, y = 6, z = 1+ 8t. (A
(4,6, 8) iranyvektor helyett természetesen barmilyen nem nullaszorosa, pl. a
(2,3,4) is jo.)

16.1.2. Megoldas. A két sik nem parhuzamos, hiszen normélvektoraik nem
parhuzamosak. Mivel egy egyenes implicit egyenletrendszere tulajdonképpen két
(speciélis helyzetti) sik egyenletével adja meg az egyenest, mint azok kozos pont-
jait, itt is megprobalhatjuk kozvetleniil az atirast. A két egyenlet szamszorosait
Osszeadva hol az egyik, hol a masik valtozot kiiszoboljiik ki. Ha marad kézos val-
toz6 benniik, akkor mindkét egyenletbdl kifejezve a kozos valtozot, megkapjuk
a kivant alaka egyenlGségeket. Pl. a két egyenletet Osszeadva y eltiinik, az
els6 egyenlet 3-szorosat a méasodikhoz adva z elttinik. Mivel x mindkettében
megmarad, mindkett&bdl kifejezhetjiik.

2+3 241
xr = =
3 2
16.2. Kérdés. A két sik egyenlete 20+ 3y — 2 =6, 4o +y — 22 = 2.

16.2.1. Megoldéas. A két sik nem parhuzamos, hiszen normalvektoraik nem
parhuzamosak. A k6z6s egyenes mindkét sikkal parhuzamos, igy iranyvektora
mindkét normalvektorra mergleges:

i j k
v=n; Xxny=|2 3 —1|=(-5,0,-10).
4 1 =2

Kell még az egyenesnek egy pontja. Ez a két siknak k6z6s pontja, mindkét egyen-
letet kielégiti. Ilyen pont végtelen sok van, egyik koordinatat nyilvan szabadon
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megvalaszthatjuk. De melyiket? Az egyenes iranyvektoranak y koordinataja
nulla, igy az egyenes pontjainak masodik koordinataja konstans,tehat nem vesz
fel akadrmilyen értéket. A maéasik kett§ viszont igen. Legyen pl. x = 0, ezt
beirva a két egyenletbe, és y-ra, z-re megoldva y = 2, z = 0 adédik. Az egyenes
paraméteres egyenletrendszere: ¢ = —5t, y = 2, z = —10t. (A (—5,0,—10)
iranyvektor helyett természetesen barmilyen nem nullaszorosa, pl. az (1,0, 2) is
jo.)

16.2.2. Megoldas. A két sik nem parhuzamos, hiszen normalvektoraik nem
parhuzamosak. Mivel egy egyenes implicit egyenletrendszere tulajdonképpen két
(specidlis helyzetii) sik egyenletével adja meg az egyenest, mint azok kozos pont-
jait, itt is megprobalhatjuk kozvetleniil az atirast. A két egyenlet szamszorosait
osszeadva hol az egyik, hol a masik valtozot kiiszoboljiik ki. Ha marad k6zos val-
tozo benniik, akkor mindkét egyenletbdl kifejezve a kozos valtozot, megkapjuk
a kivant alaki egyenlGségeket. Pl. a masodik egyenlet —3 szorosit adva az
els6hoz y elttinik, az els6 egyenlet —2-sz6rését a mésodikhoz adva viszont x és
z is elttinik. Igy maris az implicit alakot kaptuk: 2z = z, y = 2.

16.3. Kérdés. A két sik egyenlete y + 22 =5, 2y — 3z = —4.

16.3.1. Megoldas. A két sik nem parhuzamos, hiszen normélvektoraik nem
parhuzamosak. A k6zos egyenes mindkét sikkal parhuzamos, igy iranyvektora
mindkét normalvektorra meréleges:

i j k
V=1n; XNy = 0 1 2 :(—7,070).
0 2 -3

Kell még az egyenesnek egy pontja. Ez a két siknak kozos pontja, mindkét
egyenletet kielégiti. Ilyen pont végtelen sok van, egyik koordinatat nyilvan sz-
abadon megvalaszthatjuk. De melyiket? Az egyenes iranyvektoranak y és z ko-
ordinataja is nulla, igy az egyenes pontjainak méasodik és harmadik koordinatéja
konstans, tehat nem vesz fel akarmilyen értéket. Az elsé viszont igen. Legyen
pl. x =0, ezt "‘beirva"’ a két egyenletbe, és y-ra, z-re megoldva y =1, z = 2
adodik. Az egyenes paraméteres egyenletrendszere: x = —7t, y =1, 2 = 2. (A
(-7,0,0) iranyvektor helyett természetesen barmilyen nem nullaszorosa, pl. az
(1,0,0) is jo.)

16.3.2. Megoldas. A két sik nem parhuzamos, hiszen normalvektoraik nem
parhuzamosak. Mivel egy egyenes implicit egyenletrendszere tulajdonképpen két
(specialis helyzetii) sik egyenletével adja meg az egyenest, mint azok kdzds pont-
jait, itt is megprobalhatjuk kozvetleniil az atirast. A két egyenlet szamszorosait
Osszeadva hol az egyik, hol a masik valtozot kiiszoboljiik ki. Ha marad k6zos val-
tozd benniik, akkor mindkét egyenletbdl kifejezve a k6zos valtozot, megkapjuk
a kivant alakt egyenlGségeket. Most egy-egy valtozo kikiiszobolésével az y = 1,
z = 2 egyenlGségekhez jutunk, és ez mar egy implicit egyenletrendszer.

17. FELADAT. Adott egy P pont és egy e egyenes, az egyenes: X = q + vt.
Vilaszoljuk meg a kovetkezd kérdéseket!
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17.1. Kérdés. Adjuk meg a P pont e egyenesre vald merdleges vetiiletének
helyvektorat!

17.1.1. Megoldas. Jeldlje p a P pontnak, m a P pont vetiiletének helyvek-
torat, q pedig az egyenes () pontjanak, v az iranyvektornak a helyvektorat. Ha
a p — q vektort felbontjuk v-re merdleges és v-vel parhuzamos Osszetevikre,
akkor a v-vel parhuzamos Gsszetevé éppen m — q. Igy

m_q= P-DV,
vp
az M vetiilet helyvektora tehat
Pp—q)v
m=q-+ ( |v2) v

17.2. Kérdés. Adjuk mega P pont e egyenesre vonatkozo tiikdrképének helyvek-
torat!

17.2.1. Megoldas. Jelolje p’ a P’ tiikorkép helyvektorat. A p’ — p vektor az
m—p vektor kétszerese, ahol m az egyenesen levé mersleges vetiilet helyvektora.

15



Igy
(p—q)v

vV—p,
ahol q az egyenes egy pontjanak helyvektora, v pedig az irdnyvektor, ahogyan
az el6bb is jeloltiik.

17.3. Kérdés. Adjuk meg a pont és az egyenes tavolsagat!

17.3.1. Megoldas. Ez a tavolsag a pontnak és vetiiletének tavolsaga,
azaz |p — m)|.

17.3.2. Megoldas. A |(p — q) x v| érték a (p — q) és a v vektorok altal
meghatarozott parallelogramma teriilete. Ha elosztjuk az egyik oldal hosszaval,
megkapjuk az ezen oldalhoz tartozé magasségot. A pont és az egyenes tavolsaga:

(p—q) xv
v

18. FELADAT. Adott egy pont és egy egyenes. A pont P(6,2, —3), az egyenes:
r=1—t,y=1+t z2=-2—-1.

18.1. Keérdés. Vetitsiik a pontot merglegesen az egyenesre!

18.1.1. Megoldéas. A P pont vetiilete a P-n d4tmend és az egyenesre merdleges
stk metszéspontja. Az egyenes v iranyvektora megfelel a stk n normalvektora-
nak, igy a sik egyenlete: x —y + z = 1. A sik és az egyenes metszéspontja:
1-t)—14+t)+(-2—-1¢t) = 1, amibdl t = —1, azaz az egyenes t = —1
paraméterértékhez tartozo M (2,0, —1) pontja.

18.1.2. Megoldas. Tekintsiik pl. az egyenes Q(1,1, —2) pontjat, és jelolje P
merdGleges vetiiletét az egyenesen M.
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Ha a Cﬁ)’ = (5,1,—1) vektort felbontjuk az irdnyvektorral parhuzamos és
arra merdleges Osszetevore, akkor a parhuzamos Gsszetevd éppen a QM vektor.

Qv (5,1,-1)(-1,1,-1)

QM = WEY ; (-1,1,-1) = (1,-1,1).

Az M pont helyvektora (1,1,—2) + (1,-1,1) = (2,0, —1), azaz M koordinatai:
(2,0,-1).

18.2. Kérdés. Adjuk meg P-nek az egyenesre vonatkozo tiikorképét!

18.2.1. Megoldas. Ha a tiikorképet P’-vel jeloljiik, akkor M a PP’ szakasz
felez6pontja, és koordinatai a P és P’ megfelel koordinatainak szamtani kozepei:

Ty = %, igy xp = —2. Hsonloképpen kiszamitva az y és z koordinatakat
P'(~2,-2,1).

— =
Az origot O-val jellve P’ koordinatait az OP = OP + 2PM = (6,2,-3) +
2(—4,—-4,2) = (—2,—2, 1) sszefiiggésbdl is megkaphatjuk.

18.3. Kérdés. Adjuk meg a pont és az egyenes tavolsagat!
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18.3.1. Megoldéas. A pont és az egyenes tavolsaga a pontnak és a vetiiletének
tavolsaga:

—

IPM|=/(2-62+(0-22+(-1-(-3))2=v24

18.3.2. Megoldas. A Q? és a v vektorok altal meghatéarozott parallelogramma
teriilete |QP xv|. Ha ezt v abszolut értékével elosztjuk, akkor a parallelogramma
v altal meghatarozott oldalahoz tartozé magassagat kapjuk, ami éppen a pont
és egyenes tavolsaga:

QP xvl _[(5,1,-1) x (L1, _ [0.6.6)] _ .

vl [(=1,1-1)| [(=1,1-1)]

19. FELADAT. Adott egy sik és egy vele nem péarhuzamos egyenes. Adjuk
meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy a metszéspon-
tjukon, benne van a sikban és mer6leges az egyenesre.

19.1. Kérdés. A sik egyenlete: 2x + y — z = 7; az egyenes pedig z = 6 + t,
y=3+3t z=5+2t.

19.1.1. Megoldas. A metszéspont koordinatai kielégitik a sik egyenletét, tehat
206 +¢) + (3+3t) — (54 2t) = 7, amibsl ¢ = —1. A metszéspont tehat
M(5,0,3). A keresett egyenes a sikban fut, tehat merdleges a sik normalvek-
torara és az adott egyenes iranyvektorara. A sik normalvektora n = (2,1, —1),
az adott egyenes iranyvektora v = (1, 3,2), igy a keresett egyenes w iranyvek-
tora: w = nxv = (5,—5,5). Az egyenes egyenletrendszere: x = 5+5¢, y = —5t,
z = 3 + 5t. Mivel egy irdnyvektor minden nem nullaszorosa is irdnyvektor, ezt
az egyenletrendszert x = 5+ t, y = —t, 2 = 3 4+ t alakba is frhatjuk.
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20. FELADAT. Tekintslink egy sikot, és egy egyenest. Vetitsiikk az egyen-
est merGlegesen a sikra, majd adjuk meg az egyenesnek a sikra vonatkozo
tlikorképét!

20.1. Kérdés. A sik egyenlete = + 2y — z = 5, az egyenes egyenletrendszere
r=3,y=2+t z=-3—-3t.

20.1.1. Megoldas. A sik normalvektora n = (1,2, —1), az egyenes iranyvek-
torav = (0,1, —3). Mivel n-v # 0, a sik és az egyenes nem parhuzamos. A kere-
sett vetiilet egy pontja a sik és az egyenes M metszéspontja: 3+2(2+1¢)— (-3 —
3t)=5,t=—1, M(3,1,0). Mivel n és v nem egymaés szamszorosai, az egyenes
nem merdleges a sikra, igy vetiilete nemcsak a metszéspont, hanem egy egyenes.
Tekintsiik az adott egyenesnek egy méasik pontjat, pl. ¢ = 0 esetén Q(3,2,—3).
Hatarozzuk meg ennek @’ vetiiletét a sikon. Ennek meghatarozasara tobb ut is
van, az egyik: a (Q-n atmend, a sikra meréleges egyenesnek iranyvektora a sik
normalvektora, igy egyenletrendszere: x = 3+t, y = 242, 2 = —3—t. Q' ennek
és a stknak kozos pontja: (3+t)+2(2+2t)—(—3—t) =5,t = -3, Q'(12,2,-13).
A vetiilet atmegy M-en és Q'-n, iranyvektora W , vagy ennek nem nullas-

zorosa: M@ = (—%, —%, —%3), azaz megfelel§ iranyvektor w, = (5,4,13). A

vetiilet (egyik) egyenletrendszere: © = 3 + 5¢, y = 1 + 4¢, z = 13t.

egyenes
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A tiikorkép-egyenes atmegy az M metszésponton és a Q pont Q" tiikérképén

Q' a QQ" szakasz felez6pontja, pl. x4 az 4 = q+$ egyenlosegbol
sonloképpen Yo = =35, 20 = —8. Mivel a tiikérkep egyenes atmegy az M és

Q" pontokon, igy a w; = M Q" alkalmas szamszorosat tekintve iranyvektornak
(egyik) paraméteres egyenletrendszere: * = 3+ 5t, y = 1+ 7t, z = 4t.

20.1.2. Megoldas. A sik normalvektora n = (1,2, —1), az egyenes iranyvek-
tora v = (0,1,—3). Mivel n-v # 0, a sik és az egyenes nem parhuzamos. A
keresett egyenesnek egy pontja a sik és az egyenes M metszéspontja: 3+2(2+4t)—
(=3—1t)=5,t=-1, M(3,1,0). Ha az egyenes iranyvektorat felbontjuk n-nel
parhuzamos és ra meréleges Gsszetevkre, akkor a mer(tileges 6sszeteV6 megfelel

a vetlilet iranyvektoranak. Az n-nel parhuzamos osszetevd 2n = (1 2,-1) =
(2,°2,-2), igy a merdleges dsszetevs (0— 2,1 -2, -3+ 2) = (— % —% FS)
Ennek barmilyen nem nullaszorosa a vetulet 1ranyvektora pl w, = (5,4,13).

A vetiilet (egyik) egyenletrendszere: x = 3+ 5¢t, y = 1+ 4t, z = 13¢.

A tiikorkép-egyenes iranyat megkapjuk, ha a mergleges 6sszetevéhoz a parhuzamos
dsszetevs (—1)-szeresét adjuk: wy = (—3, -4, —13)_(3 10 _53)— (10 14 "8
Ennek (—3)-szorosat véve iranyvektorként, a tiikorkép (egyik) egyenletrend-
szere: x =3+ 5t, y =14 Tt, z = 4t.

20.2. Kérdés. A sik egyenlete: 3z — 2y — z = 1, az egyenes egyenletrendszere
r=50+t,y=1+t, z2=-2+41.

20.2.1. Megoldas. A sik normalvektora n = (3, —2, —1), az egyenes irdnyvek-
tora v = (1,1,1). Mivel n-v = 0, a sik és az egyenes parhuzamos. A egyenes
vetiiletének irdnyvektora megegyezik az eredetiével, egy pontja pedig az egyenes
tetszbleges pontjanak vetiilete a sikra. Pl. az egyenes egy pontja Q(5,1,—2).
Ennek a sikra valo vetiiletét tobbféleképpen is meghatarozhatjuk, pl. a Q-n
dtmend, a sikra merdGleges egyenes egyenletrendszere x = 5 + 3t, y = 1 — 2t,
z = —2 —t, és legyen ennek a sikkal valé metszéspontja @’. A metszéspont:
3+3t)—2(1—-2t)—(—2—-t)=1,t=—1, igy Q'(2,3,—1). A vetiilet egyen-
letrendszere x =2 +t, y=3+t, z=—1+1t.

A tiikorkép-egyenes atmegy a Q pont Q" tiikkorképén. Q' a QQ" szakasz felez6pont-
ja, pl. g az gy = "—m ” egyenl6ségbdl —1, hasonloképpen Yq =9, 2gr = 0.
A tiikorkép-egyenes egyenletrendszere T = —1 +t,y=5+1t, z=t.

20.3. Kérdés. A sik egyenlete = + 2y — z = 5, az egyenes egyenletrendszere
r=3—-2t,y=—1—-4t, z =2t.

20.3.1. Megoldas. A sik normalvektora n = (1,2, —1), az egyenes iranyvek-
tora v = (—2,—4,2). Mivel n-v # 0, a sik és az egyenes nem parhuzamos. Az
egyenes vetiilete athalad a sik és az egyenes M metszéspontjan. A metszéspont:
(3—2t)+2(—1—4t)— (2t) =5, t = —%, igy M (4, 1, —2). Ranézésre is latszik,
hogy az irdnyvektor szdmszorosa a normélvektornak, igy az egyenes merdéleges
a sfkra, ezért mer6leges vetiilete egyetlen pont, az M metszéspont, tiikorképe
pedig sajat maga.

Az, hogy a normélvektor és az irdnyvektor parhuzamos, kideriilhet abbol is,
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hogy ha az egyenes egy @ # M pontjat vetitjiik a sikra, ugyancsak az M pontot
kapjuk, vagy ha az iranyvektort a norméalvektorral parhuzamos és ra merdleges
OsszetevBkre bontjuk, akkor a parhuzamos Osszetevé maga az iranyvektor, a
merdleges pedig a nullvektor, vagy abbél, hogy n x v = 0.

21. FELADAT. Tekintslink két sikot, Si-et és So-t. Tikrozziik Si-et So-re!
21.1. Kérdés. Az egyik sik S; : x +y + z = 3, a masik Sy : 2z —y + 2z = 6.

21.1.1. Megoldas. Tudjuk, hogy a tiikorkép egy sik. Ha az S sikr6l 3 db
nem egy egyenesbe esé pontot vélasztunk, majd titkkrozziik Sket az Sy sikra,
azutan felirjuk a harom tiikorképen atmend sik egyenletét, akkor megvan a
valasz a kérdésre. (Nyilvanvalo, hogy ez igy "‘unalmas"’, hiszen haromszor kell
ugyanazt a feladatot, a titkrozést végigszamolni. Altalaban ez valéban nem a
legrévidebb megoldas).
Ha egy sikon véletlenszertien vesziink fel harom pontot, azok csak a legritkabb
esetben esnek egy egyenesbe. Mivel S; nem megy at az origdn, ha pl. Si-nek
a harom tengellyel val6 metszéspontjait vessziik, azok biztosan nem esnek egy
egyenesbe. Ezek: A(3,0,0), B(0,3,0), C(0,0,3).
Az A pont koordinatéi véletleniil épp kielégitik Sy egyenletét, igy a tiikorképe,
azaz A’ sajat maga.
A B pont tiikkérképét tébbféleképpen is meghatarozhatjuk, most az Sy sikra vald
vetiiletének segitségével tessziik. A B ponton atmend és So-re merdleges egyenes
iranyvektora az Sy sik normalvektoraval egyezik meg: n = v = (2, —1,2), és igy
egyenletrendszere © = 2t, y = 3 — t, z = 2t. Ennek Ss-vel valé metszéspontja a
2(2t) — (3 —t) + 2(2t) = 6 egyenletbdl a t = 1 paraméterd pontnal van, azaz a
vetiilet az Mp(2,2,2) pont. Ha B tiikorképét B’-vel jeloljiik, akkor Mp éppen
a BB’ szakasz felez6pontja. Azaz: 2 = ‘TB’;O, 2 = y3/2+3, 2 = ZB’2+0, azaz
B'(4,1,4).
A C pont koordinatai szintén kielégitik So egyenletét, igy a tiikkorképe, azaz C’
sajat maga.

e
A harom tiikorképponton atmend stk ny normalvektora A’B'x A’'C" = (1,1, 4) x
(—3,0,3) = (3,—15,3). A sik egyenlete pedig 3z —15y+3z = 9 azaz(x—5y+z =
3). Latjuk, ha az A és C pontok nem lettek volna pontjai Sy-nek, akkor a
szamitas sokkal hosszadalmasabb lett volna.

21.1.2. Megoldas. Tudjuk, hogy a tiikorkép egy sik. A két adott sik nem
parhuzamos. A tiikorkép tartalmazza a sikok metszetegyenesét, ami mindkét
norméalvektorra meréleges. Ennek irdnya a normélvektorok vektori szorzata:
v = (1,1,1) x (2,-1,2) = (3,0,—3). Az iranyvektor z irdnyt komponense
nem nulla, igy a k6z0s pont keresésénél z szabadon valaszthatd, pl. z = 0
véalasztassal az © +y = 3, 2 — y = 6 egyenletekbdl z = 3, y = 0, adodik, igy
A(3,0,0) a metszetegyenes egy pontja. Ki kell szamitanunk az S; sik egy masik,
nem a metszeten levs pontjanak tiikorképét is, pl. a P(2,—3,4) pontét. A P-n

atmend, Sy sikra merdleges egyenes egyenletrendszere x = 2 + 2¢, y = —3 — ¢,
z=4+2t. A2(2+42t) — (=3 —1)+2(4+ 2t) = 6 egyenlGségbdl a metszéspont
paramétere t = —1, igy P vetiilete, ami a PP’ szakasz felezGpontja, (0, —2,2).
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—
Ebbdl P’ koordinatai (—2,—1,0). Az AP’ vektor és v is parhuzamos a sikkal,
igy a keresett sik normalvektora n = AP’ x v = (3, —15, 3), az egyenlete pedig

3x — 15y + 32 =9 azaz(x — by + z = 3).
21.2. Kérdés. Az egyik sik Sy : 4o —2y+4z = 0, a masik Sy : 20 —y+22z = 6.

21.2.1. Megoldas. Tudjuk, hogy a tiikorkép egy sik. A két adott sik parhuzamos,
igy a tiikorkép is parhuzamos veliik. Tudjuk tovabbé, hogy ebben az esetben
ha S; barmelyik pontjat tiikkrozziik Se barmelyik pontjara, akkor a tiikdrképsik
egy pontjat kapjuk. S; egyik pontja az origo, jeloljik P-vel, S; egyik pontja
(3,0,0), jeloljiik M-mel. Mivel M felez6pontja a PP’ szakasznak, P’ koordinatai
(6,0,0). A tiikorképsik egyenlete tehat 2z — y + 22 = 12.

22. FELADAT. Tekintsilink egy sikot, egy egyenest és egy pontot. Tiikrézziik
a sfkot és az egyenest a pontra.

22.1. Kérdés. A sik: 3z —y—22z=2;azegyenes: x =1—t, y=2t, z=4—1t;
a pont: P(1,2,3).

22.1.1. Megoldas. Egy siknak egy pontra vonatkozo6 tiikorképe szintén sik,
amelyik az eredetivel parhuzamos, igy norméalvektora ugyanaz. Az adott siknak

egy pontja pl. Q(0,0,—1), és ha a tiikorképét @Q'-vel jeldljik, a P pont a QQ’
mQ+xQ/

szakasz felez6pontja. zp = , amibél zg/ = 2. Hasonloképpen szamolva
az y és z koordinatakat Q’(2,4,7). A keresett sik egyenlete tehat 3z —y — 2z =
3:2—1-4—-2-(-5), azaz 3z —y — 2z = —12.

Egy egyenesnek egy pontra vonatkozo tiikorképe szintén egyenes, amelyik az
eredetivel parhuzamos, igy iranyvektora ugyanaz. Az adott egyenesnek egy
pontja pl. T(1,0,4), és ha a tiikorképét T'-vel jeloljiik, a P pont a TT’ szakasz
felez6pontja. zp = %, amib6l 7 = 1. Hasonloképpen szamolva az y és z
koordinatakat 77(1,4,2). A keresett egyenes egyenletrendszere tehat z = 1 — ¢,
y=4+2t, z=2—1t.

23. FELADAT. Adott egy sik, egy egyenes és egy irany. Vetitsiik az egyenest
a sikra az irannyal parhuzamosan!

23.1. Kérdés. Asik: z+y+2=0, az egyenes: x =3+2t, y =1, z =24 4t,
az irany: a = (1,2, 3).

23.1.1. Megoldas. Az egyenes vetiilete egyenes vagy pont. A sik norméalvek-
tora n = (1,1,1), az egyenes iranyvektora v = (2,0,4). Mivel nv # 0, a sik
és az egyenes nem parhuzamosak, a metszéspont vetiilete sajat maga. A met-
széspont a (3 + 2t) + 1+ (2 + 4t) = 0 egyenletbdl a t = —1 paraméterértékhez
tartozod pont, azaz M (1,1, —2). Vetitsiik az egyenes egy mésik pontjat is, pl. a
P(3,1,2) pontot. A P-n atmend, az adott irdnnyal parhuzamos egyenes egyen-
letrendszere x = 3+t, y = 14 2t, 2 = 2+ 3t. Ennek a stkkal valé metszéspontja
a(34+1t)+ (14+2t)+ (24 3t) = 0 egyenlet alapjan a t = —1 paraméterértékhez
tartozik, igy P’(2,—1,—1). Megvan tehat a vetiiletnek két pontja, az ezeken at-
mend egyenes (egy) iranyvektora w = M P’ = (1,-2,1), és ezzel a paraméteres
egyenletrendszere: x =1+t y=1—-2t, z= -2+ 1.
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23.2. Kérdés. Asik: x +y+2=0, az egyenes: x =3+t, y=1,2=2—1t,
az irany: a = (1,2, 3).

23.2.1. Megoldas. Az egyenes vetiilete egyenes vagy pont. A sik normalvek-
toran = (1,1, 1), az egyenes iranyvektora v = (1,0, —1). Mivel nv = 0, a sik és
az egyenes parhuzamosak. Az egyenes vetiilete igy parhuzamos sajat magéaval.
Pl. hatarozzuk meg a P(3,1,2) pont vetiiletét. A P-n a&tmend, az adott irdannyal
parhuzamos egyenes egyenletrendszere xt = 3+1t, y = 1+ 2¢, 2 = 2+ 3t. Ennek
a sikkal valo metszéspontja a (3 +t) + (1 + 2t) + (2 + 3t) = 0 egyenlet alapjan
a t = —1 paraméterértékhez tartozik, igy P'(2,—1,—1). A vetiilet parhuzamos
az eredeti egyenessel, igy egyenletrendszere: v =2 +¢, y=—1, 2 = -1 —1¢.

23.3. Kérdés. Asik: x+y+2=0, az egyenes: t =3+2t, y =1, z = 2+ 4t,
az irdany: a = (1,0,2).

23.3.1. Megoldas. Az egyenes vetiilete egyenes vagy pont. A sik norméalvek-
tora n = (1,1,1), az egyenes iranyvektora v = (2,0,4). Mivel nv # 0, a sik
és az egyenes nem parhuzamosak, a metszéspont vetiilete sajat maga. A met-
széspont a (3 + 2t) + 1+ (24 4t) = 0 egyenletbdl a t = —1 paraméterértékhez
tartozo pont, azaz M(1,1,—2). A vetités irdnya nyilvanvaléan parhuzamos az
egyenessel, igy a vetiilet egyetlen pont, az M. (Err6l meggySzédhetiink gy is,
hogy az egyenes egy masik pontjanak a vetiiletét is megprobaljuk kiszamitani.
Mivel a vetit§ egyenes ugyanaz az egyenes, a metszéspontja sem lehet mas.)

24. FELADAT. Adott két egyenes. Hatarozzuk meg koz0s pontjaikat, ha
vannak.

24.1. Kérdés. Az egyik egyenes: x = t, y = 5—3t, z = 1+2¢; a masik egyenes:
r=—-1—-t,y=4+t z=9+ 3t

24.1.1. Megoldas. Az egyenesek nem eshetnek egybe, mert nem parhuzamosak:
vi = (1,-3,2), vo = (—1,1,3). A két egyenesnek akkor van kozos pontja, ha
a két egyenletrendszerrel adott koordinatak paramétereik valamilyen értékére
megegyeznek. Mivel a két egyenletrendszer paraméterei egymastol fliggetlenek,
meg kell 6ket kiilonboztetni, ha ugyanabban az egyenléségben hasznaljuk Sket.
Jeloljiik pl. a masodik egyenes paraméterét 7-val. Ekkor t = -1 — 7, 5 — 3t =
447,142t = 94 37. Ez harom egyenlet két ismeretlenre. Megprobalunk talalni
az egyenletek koziil két olyat, hogy azokbdl az ismeretleneket meghatarozhas-
suk. Ha sikeriil, ellendrizniink kell, kielégitik-e a harmadik egyenletet is. Ha
igen, talaltunk egy kozos pontot. Ha nem, nincs kézos pont. Most az els6 két
egyenletbdl ¢t = 1, 7 = —2 adodik, ami kielégiti a harmadik egyenletet is, igy az
(1,2,3) pont kozos pont.

24.2. Kérdés. Az egyik egyenes: © = 4 +t, y = 2t, z = —t; a masik egyenes:
r=7—t,y=6—-2t, z=5+2t.

24.2.1. Megoldas. Az egyenesek nem eshetnek egybe, mert nem parhuzamosak
(vi = (1,2,-1), vo = (—1,-2,2)). A két egyenesnek akkor van kozos pontja,
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ha a két egyenletrendszerrel adott koordinatak paramétereik valamilyen értékére
megegyeznek. Mivel a két egyenletrendszer paraméterei egymastol fliggetlenek,
meg kell 6ket kiilonboztetni, ha ugyanabban az egyenléségben hasznaljuk Sket.
Jeloljiik pl. a masodik egyenes paraméterét 7-val. Ekkor 4+t = 7—7, 2t = 627,
—t = 5+ 27. Ez harom egyenlet két ismeretlenre. Megprébéalunk talalni az
egyenletek koziil két olyat, hogy azokbdl az ismeretleneket meghatarozhassuk.
Ha sikeriil, ellenérizniink kell, kielégitik-e a harmadik egyenletet is. Ha igen,
talaltunk egy kozos pontot. Ha nem, nincs koézos pont. Most az els6 két egyenlet-
b6l nem tudjuk Sket meghatarozni, mert ezek valojaban ugyanazok, de barme-
lyiket a harmadikkal egyiitt tekintve ¢t = 11, 7 = —8 adodik, igy a (15,22, —11)
pont kozos pont. (A két els6 egyenlet azonossiga azt jelenti, hogy ha az egye-
neseket merdlegesen az (z,y)-sitkra vetitjiik, akkor a vetiileteik egy egyenesbe
esnek. Iranyvektoraik elsG két koordinataja az (x,y) sikban parhuzamos iranyt
jelol ki.)

24.3. Kérdés. Az egyik egyenes: © = 1+t, y = 2t, 2 = 1 —t; a méasik egyenes:
r=7—t,y=6-—2t, 2z =5+ 2t.

24.3.1. Megoldas. Az egyenesek nem eshetnek egybe, mert nem parhuzamosak
(vi =(1,2,-1), v = (—1,—2,2)). A két egyenesnek akkor van kozos pontja,
ha a két egyenletrendszerrel adott koordinatdk paramétereik valamilyen értékére
megegyeznek. Mivel a két egyenletrendszer paraméterei egyméstol fliggetlenek,
meg kell 6ket kiilonbdztetni, ha ugyanabban az egyenlGségben hasznaljuk &ket.
Jeloljiik pl. a méasodik egyenes paraméterét 7-val. Ekkor 1+t = 7—7, 2t = 6—27,
1 —1t¢ =5+ 27. Ez harom egyenlet két ismeretlenre. Megprobalunk talalni
az egyenletek koziil két olyat, hogy azokbdl az ismeretleneket meghatarozhas-
suk. Ha sikeriil, ellenérizniink kell, kielégitik-e a harmadik egyenletet is. Ha
igen, talaltunk egy kozos pontot. Ha nem, nincs kézos pont. Most az els§ két
egyenletbsl mindjart ellentmondésra jutunk, azaz, nincsenek olyan pontok az
egyeneseken, amelyeknek az els6 két koordinataja megegyezne. (Ez azt jelenti,
hogy ha az egyeneseket mer6legesen levetitjiik az (z,y)-sikra, akkor a vetiileteik
nem metszik egymast. Iranyvektoraik els6 két koordinataja az (x,y) sikban
parhuzamos iranyt jelol ki.) Az egyeneseknek tehat nincs kozos pontjuk, a két
egyenes kitérd.

24.4. Kérdés. Az egyik egyenes: x = 2+t, y = 1 —2t, z = t; a mésik egyenes:
r=3—-t,y=3—-2t, z=5+2t.

24.4.1. Megoldas. Az egyenesek nem eshetnek egybe, mert nem parhuzamosak
(vi =(1,-2,1), vo = (—1,—2,2)). A két egyenesnek akkor van kozos pontja,
ha a két egyenletrendszerrel adott koordinatak paramétereik valamilyen értékére
megegyeznek. Mivel a két egyenletrendszer paraméterei egymastol fliggetlenek,
meg kell 6ket kiilonboztetni, ha ugyanabban az egyenléségben hasznaljuk Sket.
Jeloljiikk pl. a masodik egyenes paraméterét 7-val. Ekkor 2 +¢ = 3 — 71,
1 -2t =3—-27,t =5+ 27. Ez harom egyenlet két ismeretlenre. Meg-
probalunk talalni az egyenletek koziil két olyat, hogy azokbdl az ismeretleneket
meghatarozhassuk. Ha sikeriil, ellenérizniink kell, kielégitik-e a harmadik egyen-
letet is. Ha igen, taladltunk egy k6z6s pontot. Ha nem, nincs koz6s pont. Most
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az els6 két egyenletbsl t = 0, 7 = 1 adoédik, de ezek az értékek nem elégitik
ki a harmadik egyenletet. (¢t =0, 7 = 1 esetén © = 2, y = 1. Ez azt jelenti,
hogy ha az egyeneseket merdlegesen levetitjiik az (x, y)-sikra, akkor vetiileteik az
(z,y)-sik (2,1) pontjaban metszik egymast, de a megfelel§ pontok z koordinatai
kiilonboznek.) Az egyeneseknek tehat nincs kozos pontjuk. A két egyenes kitérd.

24.5. Kérdés. Az egyik egyenes: © = 2+t, y = 1 —2t, z = t; a méasik egyenes:
r=3—-2t,y=3+4t, 2 =5—-2¢.

24.5.1. Megoldas. A két egyenes parhuzamos (v = (1,-2,1), vo = (—2,4, —2)).
A (2,1,0) pont nincs rajta a masodik egyenesen, tehat nem eshetnek egybe, igy
egyaltalan nincs k6zos pontjuk.

25. FELADAT. Ismert, hogy azon pontok mértani helye, amelyek két siktol
egyenld tavolsagra vannak, szintén sik. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét,
amelynek pontjai két adott siktol egyenld tavolsagra vannak!

25.1. Kérdés. A két sik egyenlete: Sy: 22 — 2y + 2z =2, So: 3y — 4z =6.

25.1.1. Megoldas. A két sik nem parhuzamos, igy a keresett sik a szogfelezé
sik. A sikok normalvektorai: n; = (2,-2,1), ny = (0,3, —4). A keresett sik
normélvektora felezi a normélvektorok szogét. Mivel barmely normalvektorral
egylitt annak —1-szerese is normélvektor, két megfelel§ iranyunk is lesz, ny,
és no, valamint n; és —ny szogfelezGje. Ez a két irdny egymaésra merdleges.
(A rajzon a metszésvonalra merdleges metszet lathato.) Ha két vektor egyenls
hosszt, akkor az Osszegiik éppen felezi a szogiliket. |ni| = 3, |nz] = 5. Ha az
els6t harommal, a mésodikat Gttel szorozzuk, szintén normélvektorokat kapunk,
amelyeknek hossza 15. A két szogfelezs sik normélvektorai tehat my, = 5n; +
3ny = (10,—1,—11), my == 5n; — 3ny = (10,—19,17). A sik egyenletéhez a
norméalvektoron kiviil sziikségilink van egy pontra is, a két sik egy kozos pontjara.
Pl. z = 0 valasztassal a masodik egyenletbdl y = 2, az els6bdl x = 3. A keresett
sikok egyenleti 10(z —3) — (y —2) — 11(2 — 0) = 0, és 10(x — 3) — 19(y — 2) +
17(z = 0) = 0.

25.2. Kérdés. A két sik egyenlete: Si: 20 —2y+2 =2, Sy: do—4y+22z = —8.

25.2.1. Megoldas. A két sik parhuzamos. Igy a megoldas egyetlen olyan sik,
amelyik mindkett6tdl ugyanakkora tavolsagban halad, és veliik parhuzamos. A
norméalvektora tehat ugyanaz, mint a sikoké, egy pontja pedig a két sik egy-egy
pontjat osszekots szakasz felez6pontja (a parhuzamos szeldk tétele alapjan). PL
P1(0,0,2) € S1, P2(0,0,—4) € Sy, a P, P, szakasz felezépontja F(0,0,—1). A
keresett sik egyenlete 2o — 2y + 2z = —1.

26. FELADAT. Tekintsiink egy metsz6 egyenespart. Irjuk fel annak az egye-
nesnek az egyenletét, amelyik dtmegy a metszéspontjukon, veliikk egy sikban
van, és a szogiiket felezi!

26.1. Kérdés. Az egyenesek egyenletrendszere v = 1+1t, y = —2t, z = 24 2t,
ill. xt=6-t y=-2,2z=4.
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26.1.1. Megoldas. Az M metszéspont meghatarozasa: 1+t =6 — 71, —2t =
—2, 24+ 2t = 4; Az els6 két egyenlethdl t = 1 és 7 = 4, és ennek a harmadik
egyenlet is megfelel. Tehat M(2,—2,4). A metszéspontnal, ha az egyenesek
nem merdlegesek, két kiillonb6zs szog van. Az egyenesek iranyvektorai vi =
(1,—-2,2) és vo = (—1,0,0). vy - va # 0, igy az egyenesek nem merdlegesek. Az
egyenesek hajlasszoge a kisebbik, tehat a kisebbik szoget kell felezniink. Két
vektor derékszognél kisebb szoget zar be, ha skalarszorzatuk pozitiv, és ha a két
vektor egyenld hosszi, akkor Gsszegiik a szogiiket felezi. A két egyenesnek tehat
ilyen irdnyvektorait kell tekinteni. vy - vy < 0, és |v1] = 3, |va| = 1. Szorozzuk
meg vo-t —3-mal, legyen v, = (3,0,0). Igy is a méasodik egyenes iranyvektorat
kapjuk, és igy a két vektor eleget tesz a kivanalmaknak. A keresett egyenes
(egyik) irdanyvektora tehat v = vy + vy = (4,—2,2), egyenletrendszere pedig
r=2+4t,y=-2—-2t, z =4+ 2t.

Ha a kérdés az lenne, hogy olyan egyenest keressiink, amelyik az adott egyenesek
mindegyikével azonos szoget zar be, akkor a nagyobbik szog szogfelezé egyenese
is megoldas. Ez mersleges az elsére, és (egyik) irdnyvektora w = v; — Vo =
(—2,-2,2), egyenletrendszere pedig © = 2 — 2t, y = —2 — 2t, 4 + 2t.

27. FELADAT. Tekintsiink két egyenest, amelyek metszdk, vagy parhuzamosak.
Adjuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek a két egyenestsl egyenls tavol-
sdgra vannak.

27.1. Kérdés. Az egyenesek: e1: x =1 —t, y=1+4+2t, 2z =1—2t, ill. es:
r=1-2t,y=3t, 2 =—-1—06t.

27.1.1. Megoldas. A két egyenes iranyvektora vi = (—1,2,-2), ill. vy =
(—2,3,—6). A két egyenes nem parhuzamos. A metszéspontjuk az 1—t = 1—27,
142t = 37, 1-2t = —1—67 egyenletekbél at = —2, 7 = —1 paraméterértékeknél
az M(3,—3,5) pont. Tudjuk, hogy az egyenesektsl egyenls tavolsagban levs
pontok két sikban helyezkednek el. A keresett sikok merélegesek az egyene-
sek sikjara, és tartalmazzék a metszésponton atmend szogfelezé egyeneseket.
A metszéspontnal levs két szogfelezd egyenes egymaésra merdleges. A két sik
igy egymasra is mersleges. Barmelyik szogfelezé iranyvektora normaéalvektora
a masik szogfelez6t tartalmazo siknak. Szogfelezd iranyt akkor kapunk, ha
egyenls hosszusaga vektorokat adunk ossze. |vi| = 3, |ve|] = 7. Ha nem
akarunk tortekkel szdmolni, az els6t héttel, a masodikat harommal szorozzuk,
igy a szogfelezsk iranyai Tvy + 3vg = (—13,23, —32), és mivel egy vektor (—3)-
szorosa ugyanolyan hosszi, mint a haromszorosa, és szintén iranyvektor, a méasik
szoglelezs irdanya Tvy — 3ve = (—1,5,4). A keresett sikok egyenletei tehat:
—13(x—3)+23(y+3)—32(z—5)=0,ill. —(x—3)+5(y+3)+4(z—5)=0.
27.2. Kérdés. Az egyenesek: e1: x =1—t, y=14+2t, 2z =1—2t, ill. es:
r=1+42t,y=—4t, z = -1+ 4t.

27.2.1. Megoldas. A két egyenes iranyvektora vi = (—1,2,—2), ill. vy =
(2,—4,4). Az egyenesek parhuzamosak, igy a keresett mértani hely egy olyan
sik, amelyik az egyenesekkel parhuzamos, a sikjukra meréleges, és tartalmazza
a két egyenest Osszek6t6 barmilyen szakasz felez6pontjat. Az egyik egyenes
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egy pontja P(1,1,1), a masiké Q(1,0,—1), a felezépont F(1, 27 0). A keresett
stk normalvektora meréleges az egyenesek iranyara, és parhuzamos a sikjukkal.
@ x vi merdleges az egyenesek sikjara, n = vy x (PQ X v1) meréleges vi-
re, és parhuzamos a sikkal. n = (—1,2,-2) x ((0,—-1 — 2) x (-1,2,-2)) =
(2,—13,—14), a sik egyenlete pedig 2(z — 1) — 13(y — %) —14(z—0) =0.

28. FELADAT. Adott egy egyenes és rajta egy pont. Adjuk meg az egyenes
azon pontjait, amelyek az adott ponttol adott tavolsdgra vannak!

28.1. Kérdés. Az egyenes egyenletrendszere: x = 1+t, y =3 —2t, z = 5+ 2t.
Az adott pont a t = 2 paraméterértékhez tartozik, a tavolsag pedig legyen 5

egység.

28.1.1. Megoldas. At = 2 paraméterértékhez tartozo pont P(3,—1,9), helyvek-
torat jeloljiik p-vel. Ha ehhez a vektorhoz hozzaadunk egy olyan vektort, ami
az iranyvektorral parhuzamos, akkor szintén az egyenes egy pontjanak helyvek-
torat kapjuk, és ha a hozzdadott vektor hossza 5, akkor a két pont tavolsaga 5.

Az egyenes iranyvektora v = (1,-2,2), |v| = 3. Igy |3v| = [(3, -2, )| =5, 65

AB+3,-1-2 9+ 1) = (&, —%, 37) az egyenesnek olyan pontja, amelyik P-
t61 6t egységnyire van az egyik irdnyban (az adott paraméterezéssel a paraméter
névekedesenek iranyaban) Hasonloképpen | — 3v| = [(—=3,42, —4)| = 5, és
B(3— 3, -1 + 09— ) (g, g, 1?7) az egyenesnek olyan pontja, amelyik P-t6l

Ot egységnyire van a masik irdnyban.

29. FELADAT. Adott egy sik és egy tavolsag. Adjuk meg azoknak a sikoknak
az egyenleteit, amelyek az adott siktdl az adott tavolsdgban haladnak!

29.1. Kérdés. A sik egyenlete z — 2y + 2z = 6, a tavolsag pedig 5 egység.

29.1.1. Megoldas. A keresett sikok parhuzamosak az adott sikkal. Jeloljik
az adott stk egy P pontjanak helyvektorat p-vel. Ha p-hez hozzaadunk egy
olyan vektort, amelyik meréleges a sikra és a hossza 5, akkor egy olyan pontot
kapunk, amelynek az adott siktol valo tavolsaga 5, tehat benne van a keresett
sikban. Az adott stk n = (1, —2,2) normélvektora merdleges a sikra, és [n| =

[(1,-2,2)| = 3 |2n| = (3, —13—0,§)\ = 5 és a sik egy pontja P(6,0,0). Az

A6+ 3,0 — 220+ 1) = (22, -1 10) pont 5 egysényi tavolsagban van az
adott sikt()l es a raJta atmend, az adott sikkal parhuzamos sik egyenlete: = —
2y+2z=2-2(-2)+2.- 2 azaz x — 2y + 2z = 21. Hasonloképpen | — 2n| =
I(-2,2,— 310)| =5, es a B( 50482, 0-)=(£, 12, -2 pont szintén 5
egységnyi tavolsagban van csak a masﬂ{ oldalon. A B-n atmend sik egyenlete
v—2y+2z=23-2.042. (1) azaz v — 2y + 22 = 9.
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