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P Tekintsik az

r+y=3
r+y=2

egyenletrendszert. Lathatd, hogy ez két parhuzamos egyene
egyenlete, melyeknek nincs k6z6s pontjuk, latjuk teh&gyho

az egyenletrendszer nem oldhaté meg. Ha az edyenletet
kivonjuk a masodikbdl, az ellentmondd= —1 egyenletet
kapjuk, vagyis igy is arra jutottunk, hogy az egyenletrend-
szer nem oldhaté meg. Az

T+ y=3

r+y=3 .
20 +2y =6

, vagy az
o4y 3 VRO

egyenletrendszerekben azéekgyenlettel kiejthét a maso-
dik, igy csak azx + y = 3 egyenlet marad. Ennek dsszes
megoldasa példaul ugy jellemezéighogy hay = ¢, aholt
egy tetsbleges valos szam, akker= 3 —t, vagyis az 6sszes
(z,y) = (3 —t,t) szdmpéar megoldéas. Ezek a pontok épp az
x 4+ y = 3 egyenletli egyenes pontjai.

Osszefoglalva: két egyenldétballé kétismeretlenes egyen- M
letrendszer esetén négy eset lehetséges. dpakét egyen-
let grafikonja két met€zegyenes, ekkor csak egyetlen meg-
oldas van, a két egyenes metszéspontja, agykét egyen-
let grafikonja két egybeésgyenes, ekkor végtelen sok meg-
oldas van, ennek az egyenesnek a pontjai, vagg két
egyenlet grafikonja parhuzamos, de kilonbégyenes, ek-
kor nincs megoldas. A negyedij eset az, amikor mindkét
egyenleDz + Oy = 0 alakd, ekkor is végtelen sok megoldas
van, nevezetesen minden lehetséges) szampar, azaz a
sik 6sszes pontja megoldas. Azéelgrom esetet szemlélteti
az alabbi 4bra:

~

Ertelemszeriien kiterjesztifeez az osztalyozas azokra az
esetekre is, amikor az egyenletrendszer nembkétanem
tetsdleges szamu egyenlétall.

Hasonl6 osztdlyozas végezbieharomvaltozés egyenlet-
rendszerek esetén is. Ekkor minden egyenlet egy sik egyen-
lete. Az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha a
sikoknak van k6z6s pontja. Ha az egyenletrendszer megold-
hatd, a megoldasok halmaza vagy egyetlen pont, vagy egy
egyenes, vagy egy sik 6sszes pontj@grat+ Oy + 0z = 0

alaku egyenlet esetén pedig a tér 6sszes pontja. Ha a sikok-

nak nincs kézds pontjuk, az egyenletrendszer nem oldhat6
meg.

2.P Vizsgaljuk meg a

r+ y+ z=4
r+ y— z2=2
2z 4 2y =

22 =2

egyenletrendszert. Ha az @élés masodik egyenletet kivon-
juk a harmadikbdl, majd az éskivonjuk, a mésodikat hoz-
zaadjuk a negyedikhez, a harmadik és negyedik egyenlet he-
lyén a0 = 0, pontosabban éx + 0y + 0z = 0 egyenletet
kapjuk, mely elhagyhat6. Végil az élegyenletet kivonva

a masodikbdl, a masodikat osztva Ketl, majd kivonva az
elshbdl, az

egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldasg-aak tet-
slegest értéket valasztvar = 3 —t,y =t, 2z = 1. Ez

egy egyenes paraméteres egyenletrendszere. A négy egyer
let tehat négy, egy egyenesen atidasikot hataroz meg. A
megoldasok szama végtelen.

Az egyenletrendszer
vektoregyenlet-alakja

Az 1. példaban szerepl egyenletrendszer ekvivalens az
alabbi vektoregyenlettel:

(1, 1)z + (1,2)y = (3,4).

Ez azt jelenti, hogy keressuk(8, 4) vektornak az1,1) és
az (1,2) vektorokkal parhuzamos 6sszebéve valo felbon-
tasat. (Kéébb ugy fogunk fogalmazni, hogy allitsukbeh
(3,4) vektort az(1,1) és az(1, 2) vektorok linearis kombi-
naciojaként.) E felbontast mutatja az alabbi abra, nélyr
leolvashaté, hogy = 2, ¥y = 1 a megoldas:

Ha kovetjik az 1. pédabeli egyenletrendszer megoldasainak
Iépéseit a megfelélvektoregyenleteken, a kdvetkegoro-
zatot kapjuk:

(LDx+(1,2)y=(3,4) = (1,0)z + (1, 1)y = (3,1)
= (1,0)z + (0, )y = (2,1)

Tehat az egyenletrendszer megoldasanak Iépései a vektor
egyenlettel szemléltetve:

Itt is az utolsé abra mutatja legvilagosabban a megoldast
(r = 2, y = 1), azt viszont, hogy mi is torténik az atala-
kitas kdzben, ké&tbb fogjuk megérteni.



M Az

Egyenletrendszerek
Az R" tér

3.D R™ a Descartes-szorzat definicioja alapjanRaelemeildl

képzett rendezett szamesek halmazat jeldli. Ugyanezt a
jelélést hasznéljuk az-dimenziés vektorok halmazara is.

adja, de nem minden egyiitthat6 0, hisz egyiitthatéja 1,
azaz a vektorok dsszefiiggk, ami ellentmondas.

Most tegyiik fel, hogy e vektorok egyike sem fejezhkia
tobbi linearis kombinacidjaként. Megmutatjuk, hogy akkor
linearisan fliggetlenek. Indirekt médon tegytik fel, hoggh
arisan osszefldgek, azaz léteznek olyan nem csupa 0 kons-

Ha a vektorok halmazat ellatjuk az 6sszeadas és a valds ska- tansok, melyekkel vett linearis kombinaciojuk a 0-vektor,

larral valo szorzas miveletével is, akkorRizrol, mintvek-
tortérrél beszélink.

C" jeldli a rendezett komplex szam-esek, és egylttal az
n-dimenzios komplex vektorok halmazat is. Ha ez utobbi

halmazt ellatjuk a vektordsszeadas és a komplex skalarral

valé szorzas miveletével, akkor az ugyanc&aknel jelolt
komplexn-dimenziés vektortér fogalmahoz jutunk.

D Az R" tér vi,va,...,v, vektorainakk;, ks,..., k. € R
konstansokkal vetineéaris kombinaciéjana ki vy + kova +
-+« + kv, 0sszeget értjik. Azt mondjuk, hogyvavek-
tor elball avy,va,..., v, vektorok linearis kombinaciéja-
ként, ha léteznek olyahy , ks, . . . , k. € R konstansok, hogy
v=Fkvi+kove+ -+ kv,

R" tér minden x = (z1,29,...,z,) vektora
egyértelmiien é&all az e = (1,0,...,0), e2 =
(0,1,...,0),...e, = (0,0,...,1) vektorok linearis kombi-

naciéjaként, nevezetesan= rie; + xsey + -+ + Tp€y.
SpecialisanR®-ben minden(z,y, z) vektorra (z,y,z) =
i+ yj + zk.

D Az R" tére; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0),...€, =
(0,0,...,1) vektoraitR™ standard b&ziédnak nevezzik.

D Az R" tér vy, va,... v, vektoraira azt mondjuk, hogh-
nearisan fliggetlenek ha csak a 0 konstansokkal vett li-
nearis kombinaciojuk ad 0-vektort, azaz ha abbdl, hogy
kivi + kova + - + kv, = 0, kovetkezik, hOgykl =

ko = -+ = k,, = 0. Lineéarisan 6sszefliggbelizok a vek-
torok, melyek nem lineérisan fliggetlenek.

4.T Egyetlen vektor akkor lineéarisan fliggetlen, ha nem a 0-

vektor. Legalabb két vektora pontosan akkor lineérisan fiig
getlen, ha egyikik sem fejezlteki a tobbi linearis kombi-
naciojaként. Eszerint egy legalabb két vektorbdl allé wekt
rendszer pontosan akkor linearisan dsszeiifpg van koz-
tik olyan, amely dlall a tobbi linearis kombinaciéjaként.

B Az egy vektorra vonatkozé allitas a definicié alapjan viigg
Tekintsliink avy, va,.. ., v.,, vektorrendszert, mely legalabb
két vektorbdl all, tehatn > 2.

El6szor tegylk fel, hogy e vektorok linearisan fiiggetlen
rendszert alkotnak. Megmutatjuk, hogy egyikik sem fe-
jezheb ki a tobbi linearis kombinaciojaként. Indirekt mo-
don tegytik fel, hogy valamelyik vektor, mondjukva ki-
fejezheb a tobbi linearis kombinacidjaként, azaz =
kovo+ - - -+ kv, Ekkor atrendezés utan azt kapjuk, hogy
vi — kovy — + -+ — kv, = 0. Ez azt jelenti, hogy a vek-
toroknak van olyan linearis kombinéaciojuk, mely a 0-vektor

azazkivy + kove + -+ + kv, = 0. A k; konstansok
legalabb egyike nem 0, mondjuk legyen ez épp aEzzel
végigosztva kapjuk, hogy: + 12 vy +- - -+ 4= v, = 0, azaz
v = —Z—fvz —— ]ZT v.m. Tehat ki tudtuk az egyik vektort
fejezni a tdbbi linearis kombinaciéjaként, ami ellentmésd

A tétel linearis 6sszefudpégre vonatkozo allitasa kovetke-
zik az eBz6kbo.

P Az (1,2,3), (—2,0,1), (4,4,5) vektorok linearisan ¢ssze-

figgdek, mert—2 - (1,2,3)+1-(-2,0,1) +1-(4,4,5) =
(0,0,0). Az dsszefliggség ugy is belathato, hogy megmu-
tatjuk, van olyan vektor, amelyik a tébbi linearis kombiRac
Oja. Itt példaul(4,4,5) =2-(1,2,3) + (—1) - (=2,0,1).

Egyenletrendszerek leirdsa, matrixok

5.D Linearis egyenletrendszen olyan egyenletrendszert értink,

mely véges sok effoku egyenletbl all, és véges sok is-
meretlent tartalmaz. Az-ismeretlenesyn egyenletibl allo
linearis egyenletrendszex kdvetked altalanos alaka hoz-
hato:

a1121 + a12%2 + - + A1 Ty = b1

2121 + A22T2 + - -+ + A2 Ty, = b2

1)

Am1T1 + Am2T2 + ++ + + ApmpTn = bm

aholx; jeldli az egyenletrendszer ismeretlengijta konstan-
sait ésa;; az egyltthatoiti{= 1,2,...,m,j =1,2,...,n).
A lineéris egyenletrendszdromogémek mondjuk, ha; =
by = --- = b, = 0, ésinhomogémek ha a konstansok
legalabb egyike nerf.

D Egyenletrendszeelemi atalakitasaina kdvetked harom

transzformacioét értjuk:

- két egyenlet felcserélése;
- egy egyenlet nem 0 szammal val6 beszorzasa;
- egy egyenlet konstansszorosanak egy masikhoz adasa

6.T Egyenletrendszer elemi atalakitasai ekvivalens ltaksok,

azaz az eredeti és az atalakitott egyenletrendszernek-azon
sak a megoldasai.

B Az el két elemi atalakitasra ez nyilvanval6. Nézzik a har-

madikat, legyenc egy tetsdleges konstans. Konnyen lat-
hat6, hogy ha egy egyenlet — példauliagdik — c-szeresét
hozzéadjuk egy masik egyenlethez — példagleadikhez —,
akkor a régi egyenletrendszer minden megoldasa az Gjnak



is megoldasa. Tehat a régi egyenletrendszer megoldasa# Az a kérdés, hogy am-dimenzidésa,, as,..., a,, vektorok
nak halmaza részhalmaza az Uj egyenletrendszer megoldasaimelyik linearis kombinaciéja egyefkgy adotb vektorral —

halmazanak, ami megengedi, hogy eg@ériegyenek. Ez-
utan azi-edik egyenlet-c-szeresét hozzaadjukjeedikhez.
Megoldast itt sem veszitlink, viszont visszakaptuk az dérede
egyenletrendszert, vagyis a megoldashalmaz néhetett,
nem valtozhatott egyik Iépés soran sem, tehat ez az elemi
atalakitas is ekvivalens atalakitas.

. o i D A (2)-beli A matrix foatldjan azaq1, ase, . .
M Az egyenletrendszert megoldasakor elemi atalakitddokka

olyan alakra hozzuk, amel@ba megoldas kénnyen leolvas-
hatd. A megoldas Iépéseinek lejegyzéséhez eldharitie-
aris egyenletrendszer egyutthatoinak és konstansairiak va
zasat egy szamtablazatban szamon tartani.

7.D Az m sorba és oszlopba rendezettn elemii sorozatokat

m X n tipusumatrixoknak nevezziik. Egy matrix egy ele-
ménekindexén azt a szampart értjik, mebiaz el$ szam

azt mondja meg, hogy az elem hanyadik sorban, mig a maso-
dik azt, hogy az elem hanyadik oszlopban van. Ph,az »

azaz, hogy az,a; +xsas+- - -+x,a, = b vektoregyenlet-
nek mik a megoldéasai — egyismeretlenesin egyenletibl
allo linearis egyenletrendszerrel irhatd le.

Specialis alaki matrixok

., ar- €lemeket

értjik, ahol- egyenb azm és azn szamok kozil a kisebbik-
kel. Az A mellékatlojaazokbdl az elemeld® all, amelyek

sor- és oszlopindexének dsszege 1.

P Az alabbi matrixokban &f illetve a mellékatlét kiemeltiik:

1 3 5] [2 3 2 5 éig
483 00,1203 6|, |5 5 o
01 2] [39 3 1] |75,

elem a matrix — 1-edik soraban és a 2. oszlopaban van. Hap Az n x n tipust matrixokahégyzetes matrixakak nevez-

az index mindkét eleme egyjegyi, a vessthagyhato, pl.
b;; azi-edik sorj-edik elemét jeldli. A matrixokat kényvek-
ben félkdvér A, B), kézirasban gyakran kétszer alahuzott
nagy betivel 4) jeldlik, indexében gyakran szerepel a mé-
rete (A,,xn). EQym x n-es A matrixra, melyneki-edik
soraban ég-edik oszlopaban az;; elem all, a kdvetke
jeloléseket hasznaljuk:

a1l a2 A1n
a21 a22 a2n

Amxn = = [aij]an (2)
m1l  Am2 Amn

Egy egyenletrendszer egyiitthatoi is matrixba rendéghet
Az (1) egyenletrendszer matrixamagy egyttthatdmatrixan
a (2)-beli matrixot értjik, migiegészitett matrixam kovet-
kezbt:

ail a12 A1n b1
a1 a22 a2n b2

. . : (3)
Am1 Am?2 Amn bm

Az egyenletrendszeren végrehajtott elemi atalakitasak a k
egészitett matrix sorain hasonlé miveletekkel megwhlasi
tok; ezekeklemi sormiveletekek nevezink. Az elemi sor-
miveletek tehat a kovetkék:

- két sor felcserélése; M
- egy sor nem 0 szammal val6 beszorzasa,;
- egy sor konstansszorosanak egy masikhoz adasa.

Az elemi sormiveletekre a kbvetkegeloléseket hasznaljuk:
S; <« S; jeldli az i-edik és aj-edik sorok cseréjét;.S; az

zik. Egy matrixot diagonalisnak neveziink, ha nemnulla ele-
mei csak a datléban lehetnek. Egy matrixfelsé, illetve
alsé haromszoématrixnak neveziink, ha &4tl6 alatt, illetve
felett csak nullelemek allnak. Az alabbi dbran egy diagona-
lis, egy fel® és egy alsé haromszdogmatrix lathato:

300 1 20 2.0 0
020/, |03 2], 110
00 0 00 1 03 0

Az n x 1 tipusi matrixokat, vagyis az egyetlen oszlopbdl allé
matrixokatoszlopvektooknak, mig azl x n tipust matrixo-
katsorvektooknak fogjuk nevezni. A vektorokat matrixjelo-
Iés esetén az oszlopvektorokkal fogjuk azonositani, fehat
azx = (z1,xa,...,&n), lll.ab = (b1, bs,...,by) vektort

I bl
X9 . bg

il | (4)
Tp b

fogja jeldini.

D A négyzetega;;]nx» Matrixotszimmetrikusiak nevezzii,

ha minden, j esetéru;; = a;;, ferdén szimmetrikusak, ha
mindeni, j esetéru;; = —a;.

Ferdén szimmetrikus matrix6atldjaban szilkségképpen 0-k
allnak. Az alabbi matrix ferdén szimmetrikus:

0 1 -2
-1 0 3
2 =3 0

i-edik sork-val val6 szorzasat ésksS; — S; jeldli azt, ha 8 M Minden matrix tekinthet gy, mint amely oszlopvektorok-

azi-edik sork-szorosat g-edikhez adjuk.

bal, illetve sorvektorokbdl all. Pl. ha a (2)-beA matrix



M Az el6z6 megjegyzésben alkalmazott fitfijgges, illetve viz-

j-edik oszlopvektoras, jeldli, akkor A a kdvetked alakba P Az aldbbi matrixok sorlépés alakiak, az utols6 kéttra-

irhato: adéasul redukalt sorlépgs alaku:
ayj 1 3 2 5 1 1 3 5
az; 01 0 0 é i ; 2 0 0 1 2
A:[a1|ag||an},ah0|ajz y 0 0 0 1|’ 000 1 ’ 0O 0 0 ol
- 0 0 0O 0 00 O
mj
1 2 0 2 01 1 1 0 5
ésj = 1,...,n. Hasonloképpen 0 01 3 00,/0 0 1 2
0 00 0 1 2 0 0 0 O
S1
A= |22 | ahols; := [ai i tin] » TSorlépcs6§aIafrahozésBérme}Iy matrix elemi sormivele-
tekkelsorlépcstslakra hozhato.
Sm Redukalt sorlépcsds alakra hozaBarmely matrix elemi
ési—1.....m. sormiiveletekkeledukalt sorlépcsdslakra hozhato.

B Tekintsiink egy tet€degesn x n-es matrixot, pl. a (2)-belit.

szintes elvalaszté vonalakat akkor hasznaljuk, ha két vagy A kdvetked eljaras egyes lépéseiben e matrixnak le fogjuk
tobb matrixbdl rakunk 6ssze egyet. Hasznalatuk nem kote- takarni egy-egy sorat vagy oszlopat. Az egyszerliség kedvé

lez6, csak a megértést segitik. Példaul a (3)-beli kiegészi-
tett matrixot a (2)-beliA és az egyenletrendszgy (j
1,2,...,m) konstansaibél képzetb vektorbdl képezziik,
amit igy jeldlunk:

ail ai2 A1n b1

a1 a2 A2n b2
[Alb] = : :

Am1 Am?2 Amn bm

A tobb matrixbdl 6sszerakott matrixot szokalekkmatrix-
nak is nevezni. Pl. aZA,,x., Brxm, Cmxns Dmxm Mat-
rixokbol az alabbi(n + m) x (n + m)-es blokkmatrixok

képezhdtk:
B | A C|D D|C
"I D|C || A|B|’|B|A |’

|

Egyenletrendszerek megoldasa

A|B
C|D

D Azt mondjuk, hogy egy matrisorlépcsdsalakd, ha
1. a csupa 0-bdl allé sorok (a zérus sorok) a matrix alsé
sorai,

2. anem zérus sorok mindegyikéneléeteem 0 eleme 1,
amitvezetd egyerk vagyvezéregyark nevezink,

3. barmely két nem zérus sor veaetgyese kozil a fels
soré balra helyezkedik el az als6 sor vézegyeséil.

Ha ezeken tul még az is igaz, hogy a matrixban

4. minden sor vezétegyesének oszlopaban minden mas
elem O,

akkor azt mondjuk, hogy a méatriedukalt sorlépcséalaku.

ért a letakaras utan keletkezett matrix sorainak és osizlopa
nak szamat ismét ésn fogja jeldIni, ésa;; a letakarasok
utan maradt matrix-edik sordban 1é¥ j-edik elemet.

1. Ha az el§ oszlopban csak 0 elemek allnak, takarjuk le ezt
az oszlopot, és tekintsiik a maradék matrixot. Ha ennék els
oszlopaban ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és
ezt addig folytassuk, mig egy olyan oszlopot nem talalunk,
amelyben van nem 0 elem. Ha ilyen oszlopot nem talalunk,
az eljardsnak vége, a matrix sorléfsslaki.

2. Ha az elé oszlop elé soraban allé elem 0, akkor cseréljik
ki e sort egy olyannal, melynek éleleme nem 0. E Iépésben
tehat elértuk, hogy11 # 0.

3. Haay1 # 1, akkor elosztjuk az efssorta;1-gyel, igy az
els) sor el$ eleme 1 lesz. Ezutan az 1 alatti egyitthatokat
a 2. sortol azn-edikig sorban haladva O-ra valtoztatjuk: ha
az i-edik sorbelia;; # 0, akkor az el§ sor—a;;-szeresét
hozzéadjuk az-edik sorhoz.

4. A fenti atalakitas utan takarjuk le az @lsort és az efs
oszlopot. Ha ekkor nem marad a matrixban t6bb sor, vége az
eljarasnak, a kordbban letakart sorokat feltarva megkaptu
sorlépcés alakot. Egyébként ugorjunk vissza az 1. Iépéshez,
és folytassuk az eljarast.

Ha nem sorlépdss alakra, hanem redukalt sorlépsslakra
akarunk jutni, akkor a sorlép@s alak vezét egyesei folotti
értékeket is 0-ra valtoztatjuk a 3. Iépésben leirt médorng-Me
mutathatd, hogy a redukalt sorlépssalak mindig egyér-
telm{, de kdnny( olyan matrixot konstrualni, mely kilén-
b6z5 sorlépcés alakokra transzformalhato.

D Azt az eljarast, amikor a lineéaris egyenletrendszer kiegé

szitett matrixat redukalt sorlépEs alakra hozzukGauss—
Jordan-modszarek, illetve Gauss—Jordan-eliminacibak
nevezzik. Gauss-modszedl, illetve Gauss-eliminacidool

akkor beszéllink, ha a kiegészitett matrixot sorlépedakra
hozzuk.



M A megoldas meghatarozasaz egyenletrendszenegold- P Vizsgaljuk meg az ék6 példabeli egyenletrendszer homo-
hatésagaodnnyen leolvashato a kiegészitett matrixbdl annak  gén valtozatat, azaz a jobb oldalon all6 konstansokat eseré
sorlépcsdwvagy redukalt sorlépcsdslakra hozasa utan. Az juk O-ra. Ekkor az egyenletrendszer megoldasaban a jobb
egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha e matrixnak van oldali oszlopot sziikségtelen kiirni, mivel az mindig nkHa
olyan sora, melyben az utolsé elem nem 0, de az 6sszes tébbi bdl all. Ekkor tehat a megoldas:
igen, ennek ugyanis egy ellentmondé egyenlet felel meg. Ha

ilyen sor a kiegészitett matrixban nincs, az egyenletrzgds i i _11 (1) é ; é (1) (1)
megoldhaté. Az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa 5 2 0 ~looz21~lo o o
van, ha megoldhat6 és a zérus sorokat elhagyva a matrix- 00 2 0 0 2 00 0
bdl egyn x (n + 1)-es méatrixot kapunk. E matrixban az

1-edik sor vezdi egyese szilkségképpenieadik oszlopban Visszairva egyenletredszer alakra:

van ¢ = 1,2,...n). Ha a redukalt alakban az utols6 oszlo- _ 0
pon kivil més oszlop is akad, melyben nincs vézgyes, Ty -
és az egyenletrendszer megoldhatd, akkor az egyenletrend- +2=0

szernek vegtelen sok megoldasa van. Azokat a valtozokat, ysisit ismeretlenek:. . szabad ismeretien. A megoldas

melyekhez tartoz6 oszlopokban van vezegyes, kifejez-  (ohat az, — ¢ paramétervalasztassal vektoralakba frva:
hetjik azok segitségével, melyekhez tartozé oszlopbasnin

vezeb egyes. Az dbbieket szokakotott valtozokak, mig x —t -1
az utébbiakaszabad valtozakak nevezni. (Az, hogy melyik yl=1|t|=t|1
valtozo kotott és melyik szabad, megvaltozhat, ha az egyen- z 0 0

letrendszerben a valtozok sorrendjét folcseréljik, viszo
szamuk flggetlen e csetét

Egy linearis egyenletrendszer megoldasai azonnal lelvdvas . o
t6k a kiegészitett matrixbél annakdukalt sorlépcsoalakra  9-P Oldiuk meg az egyetlen egyeniettallo « +y + 2 = 0
hozésa utan. Asorlépcsésalakbél is gyorsan meghataroz-  OMogén linearis egyenletrendszert!

haté a megoldas a kotott valtozok kifejezésével és alulrél Az egyutthatdmatri{l 1 1], ami mar redukalt sorlépés

Figyeljik meg az €z példabeli inhomogén és e homogén
egyenletrendszer megoldasai kdzti kapcsolatot!

kezdve mindegyiknek az &6kbe helyettesitésével. alaku! y ész a szabady a kotott valtozok. Legyen = ¢,
Az alabbi sorlépdss alakra vezét egyenletrendszereknek ~ # = » tehat az egyenletrendsszer megoldasa:
rendre 0, 1, ill. végtelen sok megoldasa van: r— —t—s
é f g 8 1002 1202601 y=t
00 0 1|’ 01 0 Of,|0 O 1 3 0 0Of. Z=S
00 0 0 0013 000012 azaz vektoralakba irva:
P Oldjuk meg a 2. példabeli egyenletrendszert. ADkibett * B _tt_ 5 _ _11 _01
matrixot elemi sormiveletekkel redukalt sorlépssalakra vl = - 0 ts 1
hozzuk: z 5
1 1 1 |4 1 1 114 1 1 03 Val6jaban nem tettiink mast, mint az+ y + z = 0 egyen-
1 1 —112 00 212 00 111 let( sik vektorait édallitottuk két vektor linearis kombinaci-
2929 ol6!1 1o o =2l2171o0o o0 0lo 6iként. Konnyen lathatd, hogy e két vektor valéban benne
00 2|2 00 2|2 00 0lo van a sikban, és hogy linearis kombinacidik valoban kiadjak
s . . a sik 6sszes vektorat!
Az utols6é matrixot visszairjuk egyenletredszer alakra:
vty =3 Szimultan egyenletrendszerek

+z=1
10.D A t6bb, azonos egyltthatéméatrixszal rendetkegyenlet-

rendszerszimultan egyenletrendszeek nevezziik. Tekint-
stk ak egyenletrendszedhalld, A, «,, egyltthatomatrixd
r=3—1 szimultan egyenletrendszert. Az &lsgyenletrendszer jobb
oldalan all6é konstansok vektorat jelokg, az ismeretlenek

Kotott ismeretlenele, z, szabad ismeretlen A megoldas
tehat azy = ¢ paramétervalasztassal:

=t
Y _ vektoratx;, a masodikéb,, illetve x,,... ak-adikétby,
= illetve x;. A szimultdn egyenletrendszer Kibitett matrixa
azaz vektoralakba irva: [ A | B ], ismeretleneinek méatrixx, ahol
x 3—t 3 ~1
y| = t =10 4+t 1 X:[X1|X2|"'|Xk }nxk’
2 1 1 0 B=[bi|by|..|br],



M A szimultan egyenletrendszer is megoldhaté a Gaussyvédle

P Néhany példa a fenti miiveletekre:

a Gauss—Jordan-moédszerrel. Ekkor az elemi sorm{iveteteke

az| A | B | matrixon végezzik el.

P Oldjuk meg a kdvetkézegyenletrendszereket, azaz a kdvet-
kezb szimultan egyenletrendszert!

3 u+v=>5
es az
u—v=1

TH+y=2

r—y=0"

A szimultan egyenletrendszer Kibitett matrixan elvégez-
zik az elemi sormiveleteket:

A8 Tl )5 A
RN ERIN

A megoldas a matrix jobb felél olvashato ki: az els
egyenletrendszer megoldasa= 1, y = 1, mig a masodiké
u=3v=2.

Matrixmuveletek

Osszeadas, szorzéas 11

M A matrixok dsszeadasat és skalarral valé szorzasat agy de-

finialjuk, hogy a vektorokra vonatkoz6 dsszefliggések érvé
nyesek legyenek akz x n-es vagyn x 1-es matrixokra. A
matrixok szorzasat Ugy vezetjik be, hogy az (1) egyenlet
rendszer a (2)- és a (4)-beli jelolésekkelaz = b szorzat-
alakot vehesse fel.

D LegyenA = [ai],...,.» B = [bij],, v C = [cjk]nxp. Az
A transzpondltjan c-szeresérfc € R), A ésB 0sszegérnB
ésC szorzataraz alabbi matrixokat értjik:

T
AT = (i) en = 1050 »
cA = claijl,, . = [COijl,0n, —A = (=1)A,
A+B= [aij]mxn + [bij]mxn = [aij + bij]ana
BC = [bm]an Cﬂk n><p Zblﬂcjk

mxp

(Az utobbi kifejezés azt jelenti, hogy BC szorzatmatrix
1-edik soranak és-adik oszlopanak kereszi@tésében allé
elem aB matrix i-edik sorvektordnak és@ matrix k-adik
oszlopvektoranak skalaris szorzata. Egy n és egyp x ¢
tipust matrix csak akkor szorozhaté 6ssze;nhe p, és
ekkor a szorzat tipusa x ¢ méretii lesz.)

' v 10 2
il =l =5
: / 5 2 1
13 5] [0 20 195
0 1 2 2 1 3] |6 4 11
1 3 5] j _05 [1 0]

0 1o 0 1

M Az x ésy vektorokx - y skalaris szorzatat a vektorok szoka-
sos oszlopmatrix alaku reprezentacidja esetér’az mat-
rixszorzat allitjia & annyi kilénbséggel, hogy a skalaris
szorzat egy szam, mig e matrixszorzat eredményé egy-
es matrix. Azxy” szorzatodiadikus szorzatak is szokas
nevezni, a mivelet jele:

Z1

xlyl. . xlyn

xoy = xy’ = [y1 Yn]

M A linearis egyenletrendszerek imatrixszorzatos alala ir-
haték. Példaul az (1) egyenletrendszer a (2)- és a (4)-beli
jelélésekkel aAx = b alakba irhatd. A matrixok tipusait is
jelélve: A, xnXnx1 = bmx1. Hasonléképp a 10. definicié-
beli szimultan egyenletrendszer felirha&X = B alakba!

M Legyen azA,, «,, matrix oszlop-, illetve sorvektorokra fel-
bontott alakja a 8.M szerinti,B,, ., matrix sor-, illetve osz-
lopvektorokra bontott alakja pedig legyen

r]

B:

[ by by |... by ]

I'n

Ekkor az AB matrixszorzat sor-, illetve oszlopvektorokra
felbontott alakjai a kovetkeik:

AB=A[b | ... |by]=[Ab|..|Aby]
S1 SlB
= B =
Sm s, B

Ebbdl az is kiolvashat6, hogy aA B matrix j-edik oszlopa,
azaz azAb; vektor azA matrix oszlopainak &; vektor ko-
ordinataival vett linearis kombinacioja. HasonloképpAad
matrix:-edik sora, azaz az B sorvektor aB sorvektorainak
linearis kombinacidja.

M Az AB szorzat vektorok diadikus szorzatainak 6sszegeként
is eldallithatd, nevezetesen #z oszlopvektorai és 8 sor-

vektorai szorzatainak 6sszegeként:
AB = ajr; +asrs + -+ a,r,.

(Az utobbi kifejezésbem; oszlopvektor,r; sorvektor, igy
szorzatuk valéban diadikus szorzajr; = a; o riT.)



P Példaként @allitiuk az| § 2] [ § | matrixszorzatot diadikus
szorzatok 0sszegeként:

o ol i o =[] 0[]
= (1) (1)]+[182 8]
- _192 (ﬂ

E felbontas érvényessége konnyen dligzhed, itt most
csak2 x 2-esre mutatjuk meg:

[au a12} {bu bu] _
a1 G| |ba1  ba
= au] [bi1 biz] + [Z;j [ba1 bao]

|21
a12b22}

a22ba2

_|a11bi1  a11bie a12ba1
_a21b11 az1b12 az2b21

_|a11bir +ai2bar  a11bi2 + a21boo
|a21b11 + agab21  a21b12 + a22boo

M Az egyenletrendszerek matrixszorzatos alakjabol aztis la
szik, hogy azAx = b egyenletrendszer pontosan akkdxu-
haté meg ha ab vektor eball azA oszlopvektorainak line-
aris kombinacidjaként, ugyanis

b:Ax:[a1|... |an ]x:alxl—i—---—i—anxn.

A megoldas épp e linearis kombinacié konstansainak meg-

keresését jelenti.

D A csupa zéruselendh all6 O matrixot zérusmatrixnak ne-
vezzik.Egységmatrixaz a négyzetes — azax n tipusu -,
ill. I,, matrix, melynek datléjaban csupa 1 all, a tébbi helyen
csupa 0. A csupa 1-e8kéll6 J matrixotcsupa-1-matrixiak
nevezzik.

T Mliveleti azonossagokAz alabbi azonossagok ugy érten-
dbk, hogy ha az egyedségjel bal oldalan allé miivelet el-
végezhdl, akkor a jobb oldalan allo is, és a két kifejezés
egyend. (O a megfeled méretli zérusmatrixok,az egység-
matrixot jeldli.)

A+B=B+AA+B+C)=(A+B)+C,
O+A=A, A+(-A)=0,
A(BC) = (AB)C,
IA = A, Al = A,
AB+C)=AB+ AC,(A +B)C=AC +BC,
A(cB)=(cA)B=¢(AB), 0A=0
c(A+B)=cA+cB, (c+dA=cA+dA,
(AT = A, (cA) =cAT,
(A+B) = AT +B", (AB)" =BTAT

K Vektor matrixszal valé szorzasanak linearitashegyenA

m X n-es matrix, és legyenekésy két tetsblegesR™-beli
vektor, ekkor fénnall az alabbi két 6sszefliggés:

1. A(ex) = ¢(AXx)
2.A(x+y)=Ax+ Ay.

K A linearis kombinacié megtartdsa:Legyen A m x n-es

matrix, és legyenek;, . .. x; tetsdlegesR™-beli vektorok.
Ekkor barmelyey, ..., ¢, € R szamokkal fonnall az alabbi
Osszefliggés:

A(erxy + -+ apxp) = c1Axy + - + crAxy.

Inverz

D Azt mondjuk, hogy az x n-es A matrix invertalhat, ha

létezik olyanB matrix, hogyAB = BA = 1, aholI az
n x n-es egységmatrix. AA matrixinverzt A1 jeldli. A
nem invertalhaté matrixazingulari;yak nevezziik.

M Vilagos, hogy haA inverzeB, akkorB inverzeA.

12.T Ha a négyzeteA matrixhoz létezik olyan ugyancsak négy-

zetesB ésC matrix, hogyAB = CA =1, akkorB = C.
Ennek kdvetkezménye, hogy egy matrixnak legfoljebb csak
egy inverze lehet.

BC=CI=C(AB)=(CA)B=1IB=B.

13.T A négyzeted matrix pontosan akkor invertalhato, ha elemi

sormiiveletekkel az azonos mérd&tégységmatrixba alakit-
hat6. Azok a sormlveletek, melyek-t I-be viszik, azI-t
A~ '-be transzformaljak.

B Az A sorainak, ill. oszlopainak szamat jelolie Tekint-

stk azt azn egyenletrendszedih allé6 szimultan egyenlet-
rendszert, melynek egyitthatdmatriAg jobb oldalan pe-
dig az egységmatrix all. Ennek megoldasasaX = 1
matrixegyenlet megoldasaval ekvivalens. Ezt gy végezziik
hogy a szimultan egyenletrendszerdititett matrixat, azaz
az [A|I] matrixot redukalt sorlépés alakra hozzuk. Meg-
mutatjuk, hogyha e4I|B| alaku, akkorB az A inverze.
Mivel B az AX = T egyenlet megoldasa, ezéxiB = 1
fennall. Meg kell még mutatnunk, hogyBA = I matrix-
egyenbség is igaz. Ehhez tekintsiik a szimul@BY = I
egyenletet. Ennek megoldasahodI] matrixot kell sor-
I[épcds alakra hozni. Ez biztosan lehetséges, hisz ha az
[A|]T] ~ --- ~ [I|B] atalakitas lépéseit forditott sorrendben
végezzik el afI|B| helyett a két részmétrix folcserélésével
kapott/B|I] matrixon, akkor azl| A] métrixot kell kapnunk,
ami azt jelenti, hogyy¥ = A a megoldas, azaBA = 1.

Meg kell még mutatnunk, hogy ha &4 |I] matrix redukalt
sorlépcés alakjaban a bal oldal nem az egységmatrix, ak-
kor azAX = I egyenletnek nincs megoldasa. Ha a sorlép-
cHs alaknak van olyan sora, amely a bal oldalon csupa 0-bdl
all, de a jobb oldalon van nem-0 elem is, akkor a szimul-
tan egyenletrendszernek nincs megoldasa. Az az eset pedig
hogy végtelen sok megoldasa legyen, azaz hogy a sodépcs
alaknak legyen 0-sora, nem fordulhat ghisz haA-nak van
inverze, azaz h&A X = I megoldhat6, akkor csak egyetlen
megoldasa van, mint azt aeb tételben belattuk.



T Az A = |2 }] métrix pontosan akkor invertalhatd, hd —
be # 0, azaz ha 42 | determinans nem 0, és ekkor

S|

B Azt, hogy az A matrixnak valéban a fenti matrix az in-
verze, egyszer(l matrixszorzassal eflezhetjik. Azt, hogy
azad — be # 0 feltétel az invertalhatésagnak elégséges fel-
tétele, a képlet bizonyitja. Azt, hogy sziikséges feltétele
ugy lehet bizonyitani, ha észrevessziik, hagy— bc = 0,
azazad = be pontosan akkor all fenn, h& egyik sora a ma-
sik skalarszorosa. Ekkor ugyanis az egyik sor kinullazhato
vagyis azA matrix nem alakithat6 elemi sormiiveletekkel az
egységmatrixba.

1

ol

d

—C

—b
a

a b
c d

P Elemi sormiveletekkel kiszamitjuk egy matrix inveraét (
cseréljik az els és harmadik sorty; < S3), a harmadik-
hoz adjuk az efs —2-szeresét{25; — S3), a masodik
és harmadik sor cseréje utdn a masodikszordsét a har-
madikhoz adjuk §> < S35, =552 — S3), a harmadik sor
—3-szorosat az efh6z adjuk €355 — S7), a masodik sor
—2-szeresét az 6z adjuk 2S5 — S1)):

25 61 00 123001
05101 0fl~]|051l010]~
12 3|00 1 25 610 0
1 2 3|00 1 123 00 1
05101 0|~]|010| 10 2]~
(01 0|1 0 —2 00 1|-5 1 10
1 2 0] 15 -3 —29 1 00|13 -3 —25
010/ 1 0 —2|~|l010] 1 0 -2
(00 1|5 1 10 00 1|-5 1 10
Tehat
2 5 67" 13 -3 —25
05 1 - 1 0 -2,
1 2 3 5 1 10

T Az inverz algebrai tulajdonsagailLegyen A invertalhato,
ekkor

1. A~lisinvertalhatd, é6A 1)~ = A.

2. nemnegativ egész eseténA” is invertalhatd, és
(An)fl = A" = (Afl)n_

3. tetsBlegese # 0 konstansrdcA)~! = c 1AL

4. haA ésB azonos méret(i invertalhaté matrixok, akkor
szorzatuk is invertalhato, és

(AB)"' =B AL,

T Ha A négyzetes matrix, akkor & x = b egyenletrendszer
pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien Aanvertal-
hatd, és ekkor a megoldas= A~'b. Hasonl6képp a szi-
multdn AX = B egyenletrendszer pontosan akkor oldhatd
meg egyértelmlien, hA invertalhat6, és ekkor a megoldas
X =A"'B.

Muveletek specialis alakd matrixokkal
T Diagonalis és haromszég alakd matrixok

1. Diagondlis matrixok dsszege, skalarszorosa, szorzata,
inverze diagonalis.

2. Fel® haromszogmatrixok ©sszege, skalarszorosa,
szorzata, inverze falsharomszogmatrix.

3. Fel$ haromszogmatrix (s igy a diagondlis matrix is)
pontosan akkor invertalhat6, hddtlojaban egyik elem
sem zérus.

4. Diagonalis matrix pozitiv egészkités hatvanyara a
kovetked dsszefiiggés all fenn:

di 0 01" [d o 0
0 do 0 0 db 0
0 0 dn, 0 0 d*

n

Az 6sszefliggés negativra is fennall, ha a matrix in-
vertalhatd, azaz ha egyiktldbeli eleme ser.

M A definicié alapjan nyilvanvald, hogy a négyzetAsmat-

rix pontosan akkor szimmetrikus, a = A”, és pontosan
akkor ferdén szimmetrikus, & = — A7,

T Szimmetrikus matrixok szorzata pontosan akkor szimmetri

kus, ha a matrixok felcserélrid.

B Ha A ésB szimmetrikus, azaAT = A ésB7 = B, akkor

(AB)T = BTAT = BA, igy (AB)” = AB pontosan
akkor all fenn, haAAB = BA..

T Minden négyzetes matrix felbonthaté egy szimmetrikus és

egy ferdén szimmetrikus matrix 6sszegére, nevezetesen

A= %(A+AT)+%(A—AT)

B A + AT szimmetrikus, mertA + AT)T = AT+ (AT)T =

AT+A = A+AT igy L (A+AT) is szimmetrikus. Hason-
I6an bizonyithatd, hogy (A — AT) ferdén szimmetrikus.

M A blokkmatrixok kézti 6sszeadas és szorzas miiveletek agy

végezhelk, mintha a blokkok helyén szamok allnanak. Pél-
daul haA, B, CésDrendre2 x 2,2 x 1,1 x2,1x 1
méretliek, és hasonloképp Az B’, C’ ésD’, akkor
o] et |

AA’ + BC' | AB' + BD
C|D || C D

CA’'+DC’ | CB’ + DD’

M Egy négyzetes blokkmatrixtokkdiagonalisiak neveziink,

ha a Batlojaban négyzetes matrixok vannak, a tobbi nullmat-
rix. Ha egy blokkdiagonalis matrixsttléjaban 166 matri-
xok nem szingularisak, akkor a matrix invertalhato:

—1

A, O o A7Y O o
0O A, o 0O A! o
o A, O O Al

n



R" tér alterei B Legyenb; ésb, a képtér két tet€deges vektora, azaz lé-
tezik olyanx ésy vektor, hogyAx = b; ésAy = b..
Legyenci,co € R két tetsbleges szam. EkkoA(c;x +
ng) = cAx + CQAy = ¢1by + c3bo, '[Ehétclbl + coba
is A képterében van. Nyilvanvald, hogy a képtér nem Ures,
hisz az értelmezési tartomany minden vektoranak van képe.

Tehat a képtéR™ altere.

Az altér fogalma

14.D Azt mondjuk, hogy aZz € R™ nem (res vektorhalmaz az
R" vektortérlinearis alterg vagy egyszer{ealtere, ha L-
b6l barhogy kivalasztva véges sak, .. ., a, vektort, azok
minden linearis kombinacidja is-ben lesz.

M Koénnyen lathatd, hogy a nem Urésvektorhalmaz pontosan

akkor linearis altér, ha tetélegesa,b € L vektor és tet- 8 Ax — | q . ld4s3 kapiuk

szblegesc:, ¢ € R valos szam eseténa + csb € L. E 18.T AzAx = b egyen etr,erl szeross;es_mego asatrpeg apjuk,

feltétellel ekvivalens az alabbi kétt ha egyetlen megoldadsihoz hozzaadjuk a homadgén= 0
egyenletrendszer 6sszes megoldasat.

A megoldasok terei

1. tetsBlegesa, b € L vektorok esetén +b € L,
B El6sz6ér megmutatjuk, hogy ha az inhomogén egyenletrend-

szer egy megoldasahoz hozzaadjuk a homogén barmelyik
megoldasat, az inhomogén egy megoldasat kapjuk. Legyen
xo az inhomogény a homogén egy tetéleges megoldasa,
akkorxy + y az inhomogén egy megoldaséat adja, ugyanis
Axo+y)=Ax0+Ay=b+0=h.

b. Az R? nemtrividlis alterei azok a vektorhalmazok, Ezutdn megmutatjuk, hogy h& az inhomogén egy rog-
amelyekben a vektorok végpontjai egy origon atthen  zitett megoldasax, pedig egy tetsileges megoldasa, ak-
egyenesen vannak. llyen altérhez agy jutunk, ha kor létezik olyany megoldasa a homogén egyenletrendszer-
vesszilk egy nerf-vektor ésszes skalarszorosd?® nek, melyrex; = x¢ +y. Nem meglep modon legyen
nemtrividlis alterei olyan vektorokbdl allnak, melyek y := x; —xo. Meg kell mutatnunk, hogy megoldasa a ho-
végpontjai vagy egy origon athalado egyenesen, vagy mogén egyenletrendszernek. Miwgl ésx, az inhomogén
egy origon athalado sikon vannak. egyenletrendszer megoldasai, aZag, = b ésAx; = b,

ezértAy = A(x; —xp) = Ax; — Axg = b—b = 0, tehét

azy vektor megoldasa a homogén egyenletrendszernek.

2. tetsBlegesa € L vektor ésc € R valds szam esetén
cac L.

P a. A zérusvektorbdl alld = {0} halmaz és aZ = R"
halmaz egyarant alterek. Ezek¢idlis altereknek ne-
vezzik.

Képtér, magter

15.D LegyenA, ., egy valés elemi matrix. Tekintsiik a kévet- M Osszefoglalva: AZAx = 0 homogén linearis egyenletrend-
kezd Ta flggvényt: szer 8sszes megoldésa alteret alkot. Az = b egyenlet-
rendszer 6sszes megoldasa nem alkot alterds, #a0, vi-
szont egy altér eltoltja. Ez az altér épp az egyenletremdsze
hez tartozéAx = 0 homogén egyenletrendszer megoldasa-
inak altere. Eszerint a kétismeretlends = b egyenlet-
rendszer megoldasainak vektorhalmbza 0 esetén vagy a
sik egy orig6tol kilonboa vektorabdl, vagy egy origbn nem
athaladé egyenes pontjaiba mutat6 vektorokbal all.

Tao:R" - R™: x— Ax.

Ezt aTa figgvényt azA matrixhoz tartoz6 leképezésnek
nevezzik. E leképezés értelmezési tartomdRya érték-
készlete pedig aR™ része, melyet szokdEx képteének
is nevezni. AT altal a0 vektorba képezett vektorok hal-
mazat al'a leképezésnagteének nevezzilk. AA matrix
magterén és képterén a hozza tartdgdeképezés magterét
és képterét értjuk.
M Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté megP Tekintsik azR™ tér egyL alterét, és annak,, ... ,a; € L

hab az A képterében van. A homogén lineassc = 0 vektorait. Tudjuk, hogy e vektorok dsszes linearis kombina

egyenletrendszer megoldasaidzmagterét alkotjak. cioja alteret alkot. Azt mondjuk, hogy a#, ..., aj. vekto-
rok kifeszitikaz L alteret, ha dsszes linearis kombinaciojuk
altere megegyezik-lel.

Bazis, dimenzié

16.T Homogén lineéris egyenletrendszer megoldasainaklenin
linearis kombinaciéja megoldas, azaz masként fogalmazva
azA,,xnXnx1 = Omx1 €gyenletrendszer megoldasaiRlz D Legyen adva azR™ valamely L alterében egyB =
tér egy linearis alterét alkotjak, vagyis a magtéRazaltere. {ai,as,...,a,} vektorrendszer. Azt mondjuk, hody ba-

) zis L-ben, haB elemei linearisan flggetlenek, és kifeszitik
B A magtér nem Ures, hisz a 0-vektor benne van. Masrészt, ha et

x ésy megoldas, azaAx = 0 ésAy = 0, akkorA (c;x +

coy) = c1Ax+c2Ay =0+0=0. P Példak bazisra:

17.T Az A,,,«, matrix képtere aR™ egy linearis altere. Mas- 1.Aze; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),...e, =

ként fogalmazva: azok b vektorok, melyekre aAx = b
egyenletrendszer megoldhato, alteret alkotRakben.

(0,0,...,1), vektorok bazist alkotnaR"-ben. Ezt ne-
vezzUkR" standard bazi&nak.



19.T

20.T

2. A 9. példabelic +y + z = 0 egyenletibl all6 egyenlet-
rendszer megoldasaiterénekal, 1,0) ésa(—1,0, 1)
vektorok bazisat alkotjak. Ez egyuttal azt is jelenti
hogy azr + y + z = 0 egyenleti sik vektorainak terét
e két vektor kifesziti.

3. AzR? sik 3z — 4y = 0 egyenlet(i egyenesének vekto-
rai alteret alkotnalR*-ben. Ennek egy bazisa(a, 3)
vektorbdl 4ll6 vektorrendszer.

T Egy matrix sorterének és oszlopterének dimenzidja mindig

megegyezik.

'’ D Egyvektorrendszer rangjam vektorok altal kifeszitett altér

dimenzidjat értjik, mig eggnatrix rangjan a sorvektorai al-
tal kifeszitett tér, vagyis a sortér dimenzidjat. Eqymatrix
rangjatrang(A), mig az{ay, ..., a,, } vektorrendszer rang-
jatrang(ay,...,a,,) jeldli.

21.T LegyenA,, «,, egy tetsbleges matrix, az altala generalt le-

T R" egy L alterének barmely két bazisa azonos szamu vek-
torbdl all.

D Az L altérdimenzigan valamely bazisanak elemszamat ért-
juk. Az L dimenzidjatdim(L) jeldli.
T 1. HaL n-dimenzios, é8B = {a;,as, ..., a,} linearisan
fuggetlenL-beli vektorokbdl all, akkoB bazisL-ben.

2. HaL n-dimenziés, éB = {a;,a,, ..
V-t, akkor B bazis.

., a,  kifesziti

Sortér, oszloptér, rang

D Az m x n-esA matrixn-dimenzids sorvektorai altal kifeszi-
tett teret azA sorterének, mig azn-dimenzids oszlopvekto-
rok altal kifeszitett tereA. oszlopteének nevezzik.

a. Elemi sormiiveletek kozben a sortér nem valtozik.

b. Egy matrix sorlépdsssé transzformalt alakjanak nem-
zérus vektorai a sortér egy bazisat adjak.

a. Elemi sormUveletek kézben az oszlopvektorok k6zo6t
linearis 6sszefudségek nem valtoznak.

b. Egy matrixnak azok az oszlopai, amelyekbe a sorlép-
cs alakra hozas kozben veadegyes keriil, az oszlop-
vektorok egy maximalis linearisan fliggetlen rendszerét
adjak, azaz e vektorok kifeszitik az oszlopteret.

Pa) Tekintsik az (1,1,1,4), (1,1,-1,2), (2,2,0,6),
(0,0,2,2) vektorokat. Hatarozzuk meg egy béazisat az
altaluk kifeszitett altérnek!

b) Tekintsik az (1,1,2,0), (1,1,2,0), (1,-1,0,2),

képezést jeloljel'a, A sorvektorainak rendszerét jeloljs
oszlopvektorainak rendszer@t Az aldbbi allitasok ekviva-
lensek:

1. rang(S)

2. rang(0)

3.rang(A) =1;

4. az S-bdl kivalaszthaté lineéarisan fiiggetlen vektorok
szamanak maximuma

5. az O-bdl kivalaszthatd linearisan fliggetlen vektorok
szdmanak maximumag

6. A sorterének dimenziéjg
7. A oszlopterének dimenziéjg
8. Ta képterének dimenzidjg

:’f‘;
=7,

22.T Egyenletrendszer megoldhatésaga és az oszloptér:

a) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6
meg, ha & vektor benne van aA matrix oszlopteré-
ben.

b) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6é
meg, haA és| A | b | oszloptere azonos.

c) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6
meg, harang(A) = rang([ A | b ]).

d Az Ax = b egyenletrendszer pontosan ak-
kor oldhatd6 megegyértelmiien ha rang(A) =
rang([ A | b |) = n, aholn az ismeretlenek szama.

€) A homogénAx = 0 egyenletrendszer mindig meg-
oldhat6, hisz mindig megoldas az= 0, azaz a trivi-
alis megoldas. E homogén linearis egyenletrendszer-
nek pontosan akkor van nem-trividlis megoldasa, ha
rang(A) < n.

(4,2,6,2) vektorokat! Valasszunk ki e vektorok koziil egy B Az @) abbol kovetkezik, hogyAx az oszlopainak egy line-

maximalis linearisan figgetlen rendszert!

Mindkét feladat egyetlen matrix sorléissalakra hozasaval
megoldhatd, hisz ugyanannak a matrixnalagbeli vekto-
rok sorvektorai, d)-beli vektorok oszlopvektorai.

11 1 4 11 1 4 110 3
11 -1 2 00 2 2 00 1 1
22 0 6| oo 22710000
00 2 2 00 2 2 0000

Az el6zb két tétel szerint tehat aa)-beli vektorok altal ki-
feszitett tér egy béazisd, 1,0, 3), (0,0, 1, 1); ab)-beli vek-

aris kombinaciojab) ekvivalensa)-val, c) ésd) a redukalt
sorlépcés alakra hozas kdvetkezméngead) kovetkezmé-
nye.

23.T HaA egym x n-es matrix, rangja, akkor

1. TA magterének dimenzidja — k,

2. A sorlépc$s alakjabak nemzérus sor és — k zérus
sor van,

3. A sorlépc$s alakjdbark vezet 1-es van,

4. azAx = 0 egyenletrendszer megoldasaliskiitott €s
n — k szabad valtozo van.

torok kozt az el§ és harmadik vektor maximalis fuggetlen K Ha A egym x n-es matrix, tehal’a : R* — R™, akkorTa

rendszert alkot!
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magtere és képtere dimenzidjanak 6sszege



Matrixokon értelmezett fliggvények

A determinans fogalma és tulajdonsagai

M A 2x2-es, illetve & x 3-as determinans értéke megegyezik a
sorvektorai altal kifeszitett paralelogrammaéjeles teriileté-
vel, illetve paralelepipedon@&kles térfogataval. Az éjeles
térfogat 4 fontos tulajdonsagat felhasznalva altalajubsé
fogalmat.

24.D Az R" standard bazisanak elemeit jeltdie(i = 1,...,n).
Legyeneka;, as,...a, € R" tetsdleges vektorok. E vek-
torok altal kifeszitett paralelepipedeldjeles térfogatargy
olyann-dimenziés vektorz-eseken értelmezett valds értéki
V fuggvényt értiink, melyre

..,en) = 1 (az egységkocka térfogata 1);

cag)=cV(a, ..., a,...,ay);

*
yoealonan) + Viag,. ..
* ok .
calfart . ay);

.,aj,...)

*k
,alt oo ay)

ey gy

T Egyetlen olyan fliggvény van, mely a fenti tulajdonsagokat
teljesiti.

D Egyn x n-es méatrixdeterminangn a sorvektorai altal kife-
szitett paralelepipedondéles térfogatat értjik. Jeldlése:

ai Q1n

ann

M A kovetkezdkben dsszefoglaljuk a determinansok tulajdon-
sagait, kdztilk megismételjik azokat, melyeket a 24.D defi-
nicioban adtunk meg, és azokat is, melyek ebéldvezet-
heBk.

25.T A determinans tulajdonsagaiA tovabbiakbam jeldli a de-
terminans sorainak szam#,ésB is egy-egyn x n-es mat-
rixot jeldl.

A. A determinéns és az elemi sormUveletek
1. Ha a determinans két sorat felcseréljik, értéke
szeresére valtozik (24.D (4)).

2. Ha egy sor helyébe annak konstansszorosat irjuk, a
determinans értéke is ugyanannyiszorosara valtozik
(24.D (2)).

3. Ha a determinans egyik sorahoz egy masik soranak
konstansszorosat adjuk, értéke nem valtozik.

B. Determinans sorai és oszlopai

1. Ha a determinansbétlojan tukrozziik, értéke nem val-
tozik, azazdet(A) = det(AT).

2. Adeterminans sorain végzett elemi atalakitasok azonos
szabalyok mellett az oszlopokon is elvégedhet
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C. Specidlis alaku determinansok értékének kiszamitasa

1. Az egységmatrix determinansa 1 (24.D (1)).

2. Ha a Batlo alatt csupa zérus all, akkor a determinans
értéke a batlobeli elemek szorzata.

3. Ha egy determindnsnak minden sordban és oszlopabar
pontosan egy nemnulla eleme van, akkor értéke meg-
egyezik ezeknek az elemeknek a szorzataval, vagy an-
nak ellentettjével attol fligien, hogy e determinans pa-
ros vagy paratlan szamu sorcserével hozhato diagonalis
alakra.

D. Determinans felbontasa

1. Ha azi-edik sorban csupa kéttagl 6sszeg szerepel, ak-
kor a determinans egyeénannak a két determinansnak
az 0sszegével, amelyeledik sordban e kéttagu 6ssze-
gek el®, illetve masodik tagja all, minden mas soruk
pedig megegyezik az eredeti determinanséval (24.D
3)-

2. Tekintsiik azokat a determinansokat, melyeket gy ka-
punk az eredetil, hogy kivalasztunk: elemet, me-
lyek kozil semelyik keti sincs egy sorban vagy osz-
lopban. Minden determinans felbomlik az 6sszes ilyen
maodon krealt determinans 6sszegére.

3. Lényegében az &bvel azonos tartalmi az alabbi
felbontas: tekintsik a determinans eleni¢itxép-
zett 0sszes olyanu;, as, ... an;, SzOrzatot, ahol
i1,12,...,i, @z 1,2,...,n szamok egy permutaci-
Oja. Szorozzuk meg e szorzatetl-gyel, ha az
(1,12, ...,1i,) permutacio aa,2,...,n-bol paratlan
sok elempar cseréjével kaphaté meg. Az igy kapott
szorzatok 6sszege megegyezik a determinans értéké-
vel.

. Kifejtési tétel: A determinans értéke barmely sora vagy
oszlopa szerint ,kifejtve” meghatarozhato:

det(A) = anAi + aipAiz + - + ainAin
= a1jA1j + azjAzj + -+ anjAnj

aholi,j = 1,2,...,n, ésA,; aza,; elemhez tartoz6
eléjeles aldeterminans. Ha egy determinans egy sora-
nak (oszlopanak) minden elemét egy masik sor (osz-
lop) elemeihez tartoz6 &jeles aldeterminanssal szo-
rozzuk meg, és ezeket adjuk 6ssze, 0-t kapunk ered-
ményul:

apnAg1 + aigAga + - + ain Agn = 0,

a1 Ak + agj Aok + -+ anjApk = 0.

aholk # i, illetve k # j.
E. Determinans értékének zérus volta

1. Ha a determinans egyik soranak minden eleme zérus,
akkor a determinans értéke is zérus.

2. Ha a determinans egyik sora a masiknak konstansszo-
rosa, akkor a determinans értéke zérus.



3. A determinans értéke pontosan akkor zérus, ha sornZ8kK Legyen azA négyzetes matrix. AAx = 0 homogén li-

torai linearisan 0sszefliggk.
F. Tovabbi algebrai tulajdonsagok
1. det(kA) = k™ det(A), (k € N),
2. det(AB) = det(A) det(B),
3. det(A™) = (det(A))™, (m € N),
4. HaA invertalhat6, akkodet(A ™) = gy

P Vandermonde-determinansA vy, vs,. . .v, szamokbol kép-

zettn xn-es Vandermonde-determinanson azt a determinanst

értjuk, melynek oszlopaiban e szamok hatvanyai vannak O-
tél n — 1-ig. E determinans és értéke:

1 v v} ot

1 vy 03 ... vgfl
= I -
: 1<i<j<n

1 v, vfz o vﬁ’l

A Vandermonde-determinans értékének kiszamitasat egy
3-as determinanson mutatjuk be. A mddszex n-esre ha-
sonléan megy.

2 2
1 v v£ 1 un v£ ,
1 v v3 |=]0 va—v1 v;—0] |=
1 w3 v% 0 ws—uv v%—v%
2
1 v o7
(Ug—vl)(’l}3—’l}1) 0 1 Vg +v1 | =
O 1 ’L)3+1)1
1 v+
vo —v1)(vy — 0 =
(v2 1)(vs 1) 1 v3 4+

(Ug - Ul)(’l}3 — ’Ul)(Ug — Ug).

D Tekintsuk a négyzeteA = [a;;],x», Matrixot! JeldljeA,;
az a;j-hez tartozé aldeterminaris-1)"+7-szeresét, amit az
a;;-hez tartozl6jeles aldeterminansak nevezunk.

T Egy négyzetes matrix pontosan akkor invertalhaté, hardete
mindnsa nem 0. HA invertalhatd, akkor
1 1

AT
det(A)[ i
vagyis az inverz az4;; eldjeles aldeterminansokbdl kép-
zett matrix transzponaltjanak a determinans reciprokéetal
szorzata.

B A tétel egyszerli kdvetkezménye a determinansok tulajdon
sagai kozt felsorolt kifejtési tételnek. Szorozzuk megAaz
matrixot a fenti kifejezéssel:

1

A- m[Aij]T

— 1 T

= det(A) [aij][Aiz]

Az [a;;] matrix i-edik soranak és ag4;;]7 matrix j-edik
oszlopanak skalarszorza¥ad;_, a;xAji, amii = j esetén
det(A), egyébként 0, és épp ezt akartuk bizonyitani.

13

nedris egyenletrendszernek pontosan akkor van nemligivia
megoldasa, hdet(A) = 0 (ugyanis rangja ekkor kisebb,
mint az oszlopainak szama).

Cramer-szabaly

M Tekintsiik az

ar +cy=e
bx+dy = f

egyenletrendszert, mely ekvivalens @z c)z + (b,d)y =

(e, f) egyenlettel. Ennek az egyenletrendszernek a meg-
oldasa annak a kérdésnek a megvalaszolasaval ekvivalens
hogy az(a, b) és(c, d) melyik lineéris kombinacidja egyel

az (e, f) vektorral. Tekintsuk az aldbbi abrat, mely konkré-
tan a

3z+2y="7
r+4y =4
egyenletrendszert szemlélteti, affol b) = (3,1), (¢,d) =
(2,4) és(e, f) = (7,4).

(c.d)=(24) (eh=(74)

Kénnyen elledrizhe®, hogyz = 2 ésy = £ amegoldas. Ez
megkaphato a kdvetkéznddon: aZe, f) vektor csicsaban
parhuzamosthtzunk(a, d) vektor egyenesével. Ez &z, b)
vektor egyenesét olyan pontban metszi, hogy az ide mutat6
vektor épp aza,b) irAnyl dsszetdy. Az abrarol kdnnyen
leolvashatd, hogy e vektornak &z b) vektorral valé ardnya
(azaz a megoldas-értéke), megegyezik az, f) és(c, d)

altal kifeszitett paralelogramma és éz b) és(c,d) éltal
kifeszitett paralelogramma tertleteinek aranyaval. Heso
képpen kaphaté meg azértéke is:

Az elbjeles teriileteket determinanssal felirva tehat azt kap-
juk, hogy

IS

ésy =

st |o e
QO o

QU O




Egy haromdimenziés vektor harom adott linearisan fugget- Linearis Ieképezés
len vektor lineéaris kombinacidjaként vald@allitdsa hasonld
eredményre vezet.

Az R" —

27.T Cramer-szabaly:Ha azn-ismeretlenesAx = b egyenlet- 28.D Legyen/ ésWW két olyan halmaz, melyek elemei kozt értel-
rendszen egyenletdl all, azazA n x n-es, éB,; jeloli azt mezve van az 6sszeadas és a skalarral vald szorzas mlivelet

a matrixot, melyetA-bél tgy kapunk, hogy-edik oszlop- Az f: V. — W lekepezéslinearis leképezések nevezzik,
vektorat kicseréljiik & vektorra, akkor az egyenletrendszer  ha

R™ lineéris leképezések

megoldasa 1. f homogén azaz barmelw € V ésc € R esetén
_det(By)  det(By) _ det(B,) flev) =cf(v);
T qet(A) T det(A) T T det(A) 2. f additiv, azaz barmely,, v € V eseténf(u + v) =
fa) + f(v).
B Mivel 7 _rr . YRrd z . . we
T Az el6z6 definicio 1. és 2. pontja ekvivalens a kovethkez!:
All A21 Anl bl L z -
1 Ay Ago A by 3. barmelyu, v € V éscy, c; € Reseténf(ciu+cyv) =
=A'b=——" + .
X det(A) : : : : ) crf(u) +ceaf(v)
Ay, Ay Ann by, P Példak linearis leképezésre:
ezért 1. JeldljeV az [a,b] intervallumon differencialhatéil’
i Ayiby + Agiba + - + Apiby az[a, b] intervallumon értelmezett fiiggvények halma-
! det(A) ’ zat. AV — W: g — ¢ leképezés (a differencialas
a szamlaléban pedig éfp; determinansa szerepel azdik operatora) linearis leképezes.
oszlopa szerinti kifejtésben. 2. LegyenV az[a, b] intervallumon folytonos fliggvények
halmaza, és legyeW = R. AV — W: g — ffg
Nyom leképezés linearis.

3. LegyenV azon valds fuggvények halmaza, melyeknek

D A négyzetesA = [a;;]nxn Matrix nyoman foatl6ja elemei-
nek 6sszegét értjik. A nyom, mint figgvény jete Tehat
tr(A) =320 aii

. L . . 29.T
T A nyom tulajdonsagaiHa A ésB n x n-es matrixok, akkor

1.tr(AT) = tr(A)

(
2.tr(cA) = ctr(A)
3.tr(A + B) = tr(A) + tr(B)
4.tr(AB) = tr(BA)

Matrixpolinomok

M Matrixhoz matrixot rendé fliggvények szoros kapcsolatba
hozhatdk a valés fuggvényekkel. A legegyszeriibb példa
a matrixpolinomé, amelynek definidlasa magatol édeét
hisz négyzetes méatrix nemnegativ egész Kigseliatvanya,
skalarszorosa és ¢sszege is definidlva van.

T Ha A olyan négyzetes matrix, melynek valamehredik
hatvanyaraA™ = O, akkorI — A invertalhat6, és
. +Am_1.

I-A)'=I+A+A%+

van hatarértékik az, pontban. Legye® = R. A
V — W: g — lim,, g leképezés linearis.

a) Ha A egym x n-es matrix, akkor aZ’a : x — Ax le-
képezés egR™-bbl R™-be képed linearis leképezés.
b) Ha f: R® — R™ egy linearis leképezés, akkor van

olyanm x n-esA matrix, hogyf = Ta. HaR" stan-
dard bazisanak elemait, es,. . .e, jeldli, akkor

A= fler) ]| flea) | ... | flen) ].

B a) azonnal kovetkezik a matrixmiveletédb ugyanis
A(ciu+ cav) = ciAu+ cRAv.

b) bizonyitasahoz tegyiik fel, hogylinearis leképezés. Le-
gyenx = rije; + xqeg + - - -

+ zpe,. Mivel f linearis,

f(x) = f(v1e1 + 22e2 + -+ - + xp€p)
= ;le(el) + ng(eg) + -+ «Tnf(en)
— [ fen) | flea) | - | flew 1|7

T Ha A olyan negyzetes matrix, melyben az elemek abSZOIUtP Az orig6 kortli forgataslinearis leképezés, melynek matrixa

értékének dsszege minden oszlopban (vagy sorban) kisebb,
mint 1, akkorI — A invertalhato, és

I-A)'=I+A+A%+
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« sz6ggel vald forgatas esetén:

COos «x

cos o
sin «

—sin o }



A bizonyitas leolvashat6 az alabbi abrardl:

Y

— si cos
(—sina, cosa) (cos , sin @)

P Az origén atmend egyenesre vald tukrozésearis leképe-
zés, melynek matrixa, ha az egyenesdengellyely/2 sz6-
get zar be:

cosa  sina
sina —cosa

A bizonyitas leolvashat6 az aldbbi abrardl:

(sin v, — cos )

P Az origbn atmend egyenesre valé merdleges vetitésaris

Sajatérték, sajatvektor

D Azt mondjuk, hogy azn x n-es A matrixnak (illetve az

A: R" — R" lineéris leképezésnely € R™ nemzérus
vektor sajatvektora ha megadhaté egy olyan € R szam,
hogy Ax = Xx (illetve A(x) = Ax). E A szamotsajatér-

téknek nevezzik, ax vektort e sajatértékhez tartozajat-

vektomak.

A definicidé hasonléan fogalmazhaté meg egy komplex elem(i
A matrixra, illetve azA: C" — C" linearis leképezésre is,
ekkorx € C" ésX € C.

Egy A matrix, illetve egyA: R™ — R" linearis leképezés
sajatvektoraaz a vektor, amelyet @4, illetve az A linearis
leképezés a sajat maga skalarszorosaba visz. Ha egl-

tor sajatvektor, akkor annak minden nemnulla skalarszoros
is sajatvektor, ezért elég csak az Un. sajatiranyokat niégha
rozni.

Egy sajatértékhez tartoz6 sajatvektorok alteret alkgtaak
sajataltének nevezzik.

Gyakran ebfordul, hogy barA elemei valdsak, azt mir
feletti matrixot tekintjuk, és a komplex sajatértékeit ags
vektorait is vizsgaljuk.

D A X\ — det(A—\I) figgvény\ polinomja, amit azA matrix

karakterisztikus polinonanak neveziink, det(A—AI) = 0
egyenletet pedig aA karakterisztikus egyenlének.

leképezés, melynek matrixa, ha az egyenestengellyele  30.T LegyenA egyn x n-es matrix. Ekkor a kovetkék ekviva-

szoget zar be:

COS2 «

sin o cos o

sin «z cos «v

sin® o

A bizonyitas leolvashat6 az aldbbi abrardl:

2

- (cos® o, sin a cos )

(sin avcos av, sin? )

T

P Mi a(5,10) koordinataju pontnak 8z — 4y = 0 egyenletl
egyenesre valé méleges vetiiletének koordinatai?

A megadott egyenesiranytangenge: = 3/4, igy iranyszo-
gének szinusza és koszinusza is kiszamolhatox = 3/5,

lensek:

(a) X az A sajatértéke.
(b) A homogén linearigA — AI)x = 0 egyenletnek van
nemtrivialis megoldasa.

(c) A megoldasa alet(A — AI)
egyenletnek.

0 karakterisztikus

B (a) < (b): A\ az A sajatértéke<— Ax = \xésx # 0

— Ax-Mx=0(x#0) <— az(A-Dx =0
egyenletnek nemtrivi megoldasa.

(b) < (c): az(A — AI)x = 0 homogén egyenletnek
nemtrivi megoldasa—> az egyutthatéméatrix determinansa
0 <= van olyan), hogydet(A — AI) = 0.

T Ha A egy haromszdgmatrix (alsg, félsagy diagonalis), ak-

kor sajatértékei megegyezndidtidjanak elemeivel.

31.T Az A matrixnak a0 pontosan akkor sajatértéke, Aanem

invertalhato.

B A 0 pontosan akkor sajatérték, ha van egy olyag 0 vek-

tor, hogy Ax 0x, azazAx = 0, e homogén linearis

cosa = 4/5. Innen a vetités matrixanak és a pontba mutato egyenletrendszernek pedig pontosan akkor van nemtgviali

vektornak a szorzata:

|

M|,_.M|,_.
[SHINRS [N
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T Ha A, «, sajatértékeil;, Ao,...

megoldasa, hdet(A) = 0, azaz haA nem invertalhatd.

, An, akkor det(A)
AMAg . A, t1(A) = A+ Ag + - + Ay, aholtr(A) az
A matrix foatloban 166 elemeinek 6sszegét jeldli.



T Ha A négyzetes matrix) egy sajatértéke, melynek mul-
tiplicitdsa k, akkor a\-hoz tartozé sajataltér legfeljebb
dimenzids.

P Az alabbiA ésB matrix mindegyikének azonnal lathaté mo-
don(X — 1)2(\ — 2) a karakterisztikus polinomja, igy= 1
kétszeres, és = 2 egyszeres sajatértéke, de migdaesetén
a )\ = 1 sajatértékhez tartoz6 sajataltér 2-dimenziés, addig
B esetén ez 1-dimenzids.

2 0 0 2 0 0
A=|110|, B=|11 0],
10 1 11 1
2-1 0 0 1 00
A-1I=| 1 1-1 0 |=|10 0],
1 0 1-1 100

tehat A-nak a\ = 1-hez tartoz6 sajataltere megegyezik
az x = 0 egyenletil all6 egyenletrendszer megoldéasai-
val, vagyis azyz-sik vektoraival (z,y,z) = t(0,1,0) +
s(0,0,1)). Ez 2-dimenzios.

2-1
1
1

0
1-1
1

0
0
1-1

B-1-1I= =

1 0
1 0
11

o O O

tehatB-nek a\ = 1-hez tartoz6 sajataltere megegyezik az

x 0, z+y 0 egyenletekBl all6 egyenletrendszer
megoldasaival, vagyis a-tengely vektoraival (x, y, z) =
t(0,0,1)). Ez 1-dimenzids.

Ortogonalis matrixok

D A négyzetesC matrixot ortogonalimmak nevezzilk, ha
c'=cC"T.

T LegyenA egyn x n-es matrix. Ekkor a kovetkézallitasok
ekvivalensek:

1. A~ ! = AT (A ortogonalis),
2. mindenx € R"™ vektorra|Ax| = |x| (T'a tAvolsag-
tartd),

3. mindenx,y € R"™ vektorraAx - Ay = x-y (Ta
skalarszorzattartd),

4. A oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak,

5. A sorvektorai ortonormalt rendszert alkotnak.

Attérés masik bazisra
M Legyen azR? tér két tetshleges bazis# = {e;,es} és
F = {f},f,}. Fejezzuk ki az" bazis elemeit aZ bazisban:

[filep = {Z] , Be]e = Lcl] :

a azaz

fi
£

ael + bQQ

ce1 + dGQ.

Legyen egy tetddegesx vektor koordinatas alakja &z ba-
zisban[x|p = il , azazx = x1f; + zofy. Behelyettesitve
2

a fenti egyerfbségeket a kovetkéket kapjuk:

:|F—>E

Az F — E a matrix indexében azt jelzi, hogy a matrix Az
bazishdl azE-be valé attérés matrixa. Altalaban, fa=
{e1,...,e,} ésF = {f1,...,f,} azR" két bazisa, akkor
azF — E attérés matrixa:

[ [f)e | Ee | ...

a ¢

b d [l

X]p = {

| [fn]E ]

T Ha C az F-bdl az E béazisba val6 attérés matrixa, akkor

invertalhatod, és aZ-bdl az F' bazisba val6 attérés matrixa
Cc L

D Az R" egy bazisabrtonormalinak nevezziik, ha a bazis ele-
mei paronként méleges egységvektorok.

T Ha E' ésF egyarant ortonormalt bazisok, akkor az attérés
matrixaraC—! = C7, tehatC ortogonalis, igy sorvektorai
és oszlopvektorai is ortonormalt rendszert alkotnak.

T Legyen E {e1,...,e,} és F {f1,..., £}
az R" két bazisa, azF' — E attérés matrixat jeldlje
C. Legyen A: R® — R" egy linearis leképezés.
Ekkor az A leképezés matrixa aZ ill. F bazisban
[A]E = [ [A(el)]E | | [A(en)]E ], illetve [A]F =
[ [A(f)]F | --. | [A(fn)]F |, és ezek koz6tt fennall a ko-
vetked dsszefiiggés:

[Alr = C'[A]pC.

Hasonl6sag, diagonalizalhatdsag

D Azt mondjuk, hogy az azonos méretli és négyzefeés

P Haf : R — R? ortogonalis, akkoyf vagy egy origé kdzepli
forgatas, vagy egy origbn atm@egyenesre valo tikrozés.
matrixa tehat (ha az elforgatas szégelletve ha a tiikrozés
tengelye az-tengellyela/2 szdget zar be):

B matrixok hasonléak, ha van olyan invertalhatématrix,
hogy
B = C!AC.

T Két matrix pontosan akkor hasonlo, ha létezik két olyan ba-
zis, hogy az egyik matrix az egyik bazisban, a masik matrix
a masik bazisban ugyanannak a linearis leképezésnek a mat
rixa.

—sina
cos o

cos o
sin «

sin o
— Ccos &

COS &
sin o

] e |
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32.T Hasonlé matrixoknak azonos a

1. deteminénsa,
2. rangja,
3. nyoma,

4. karakterisztikus polinomja, igy azonosak a sajatérté-
keik is.

B El6sz6r az utolso allitast bizonyitjuk:
det(B — MI) = det(C~'AC — A\C~'IC)
= det(C (A — AI)C) = det(C~ 1) det(A — AI) det(C)
= det(A — M), hiszdet(C~!) det(C) = 1. Tehat a ka-
rakterisztikus polinomok azonosak, igy a sajatértékek is.

Mivel a determinans és a nyom kifejezéiet sajatértékek se-
gitségével, és hasonlé matrixok sajatértékei azonoséki, ez
determindnsa és nyoma is azonos.

A rangokra vonatkoz6 allitas abbdl a kdnnyen bizonyithaté
tételldl kdvetkezik, hogy ha egy invertalhaté matrixot szor-
zunk egyr-ranguval, akkor a szorzatnakridesz a rangja.

P A [}2] és al?2] matrixok biztosan nem hasonl6ak, mert
kilénbod a determinansuk.

D Azt mondjuk, hogy a négyzetes matrix diagonalizalhatg
ha létezik olyan invertalhat@ matrix, hogyC ! AC diago-
nalis.

T 1. Az A, «, matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha P Hatarozzuk meg a& —

vann lineérisan figgetlen sajatvektora.

2. Kllonbod sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linea-
risan fuggetlenek.

3. Ha azA,,,, matrixnakn kilonbo® valos sajatértéke
van, akkor diagonalizalhatd.

B Az el allitast bizonyitjuk. HaA diagonalizalhat6, akkor lé-
tezik olyanD diagonalis é€ invertalhaté matrix, hogPp =
C~!AC, azazAC = CD. LegyenC = [c; c3 ... ¢,], és
D féatlojanak elemei legyenek, d,. .., d,. Ekkor

d 0 ... 0

dy ... 0

Alci|ca| ... |ex] =i |ea] ... | en) : : :
0 O dp

(—5,3). lgyaC = [ 3® 77| matrixszal és annak inverzével,
aC~! = [ 3, 5] matrixszal szdmolva kapjuk, hogy
D=C'AC
3 5 11 15 |[ -3 -5
Tl -2 -3 —6 -8 2 3

|

1 0
0 2

33.T Fétengelytétel és spektralfelbontasia A n x n-es szim-

metrikus matrix, akkor minden sajatértéke valés, és sajat-
vektoraibdl kivalaszthaté ortonormalt rendszer. Legygy e
ilyen rendszes,, ss,... s,. Az s; vektorhoz tartozé sajatér-
téket jelélje); (i = 1,...,n). Ekkor

/\1 0 0 S?
0 )\2 0 ST
A= [sl So sn] . . ?
0 0 An sz

A miveleteket elvégezve:

A =)isjo0s] +Xs2089 + -+ \,S, 08y,
= AlslslT + /\252ng + -+ )\nsnsz.
Ez utobbi felbontast nevezik ax matrix spektralfelbon-
tasanak.
[ 2] matrix spektralfelbontasat!

Kénnyen kiszamolhatd, hogy a¥ matrix sajatértékel; =
—3 és)\y = 2. A hozzjuk tartozé egységnyi sajatvektorok

x1 = (1/V5,—2/V/5) ésxs = (2/v/5,1//5).

1 2
S
:/\1x1xf + /\2x2x2T
e A I
+2. f;é] 2/V5 1/V5]

1 _2 4
=—3. _52 g5:|+2'[ 5
5 5

A szorzasok elvégzése utan az oszlopvektorok OsszevetéseOSSZGfog|a|é tétel

igazolja az allitast:

T LegyenA egyn x n-es matrix. Ekkor a kovetkézillitdsok

[ACl | AC2 | | ACn] = [d1c1 | d2C2 | |dnCn]

P Diagonalizaljuk azA = [ 1§ '3 | matrixot!

Az eléz6 tétel bizonyitasa egyuttal médszert is ad a diagona-
lizadlasra. A sajatvektorokbdl all6 matrixszal, és annak in
verzével kell szorozni az adott matrixot. E méatrix sajétért
kei 1 és 2, a hozzajuk tartozé sajatvektofeld, 2), illetve
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ekvivalensek:

1. A elemi sorm(iveletekkel ag,-be transzformalhato,
2. A invertalhat6,
3. azAx = 0 egyenletnek csak trivialis megoldasa van,

4. azAx = b egyenlet mindei € R™ vektorra megold-
hato,



5. azAx = b egyenletnek mindeb € R" vektorra csak 2. Mindena € V vektornak egyetlen additiv inverze léte-

egyetlen megoldasa van, zik.
6. A sorvektorai linearisan fliggetlenek, 3. Mindena € V vektorra:0a = o.
7. A oszlopvektorai linearisan figgetlenek, 4. Mindena € R valésra:ao = o.
8. A sorvektorai kifeszitilR"-t, 5. Jeldlje a tetddlegesa € V elem additiv inverzét-a.

9. A oszlopvektorai kifeszitilR"-t, E jeloles mellet(—1)a = —a.

10. A sorvektoraR™ bazisat alkotjak, 6. Haaa = o, akkora = 0 vagya = o.

11. A oszlopvektoraR™ bazisat alkotjak, P Néhany példa vektortérre:
12.det(A) # 0, 1. azR? tér origén athaladé egy egyenesének (egy sik-
13.rang(A) = n, janak) pontjaiba mutaté vektorok halmaza a szokasos

14. a0 nem sajatértéka -nak, vektormiveletekkel

2.az [a,b] intervallumon értelmezett folytonos fligg-
vényekCla, b] halmaza (differencialhat6 fliggvények

16.Ta magtere csak @-vektorbal all, Dla,b] halmaza) a fiiggvények kozétt értelmezett

17.Ta képtere az egéR". Osszeadas és valés szammal valé szorzas miiveletévels;

15.T'a kolcsondsen egyértelmd,

3. azm x n tipust valos matrixok a matrixok dsszeada-
Vektorté sanak és valos skalarral valoé szorzasanak szokasos m
extorter veletével valosok feletti vektorteret alkot;

4. azm x n tipust komplex matrixok valds skalarral

A vektortér altalanos fogalma . . . ; . ]
vald szorzés esetén valos test feletti vektorteret ad, mig

34.D LegyenV egy tetsbleges nemires halmaz. Legyen defini- komplex skalarral val6 szorzés esetén komplex test fe-
alvaV-n két mlivelet: az 6sszeadas, és a skalarral val6 szor- letti vektorteret;
zas, azaz barmely, b € V elemre sy € R skalarra legyen 5. a legfeljebb negyedfokl valésegyiitthatds polinomok
definialva aza + b es azaa elem. Azt mondjuk, hogy & halmaza a szokasos polinommdiveletekkel.

halmaz e két miivelettghlés test feletti vektorteretikot, ha
barmelya, b, c € V elemre €sy, 5 € R skalarra fennallnak M A vektortér elemeinekineéris kombinaciga, lineéris fiig-

az alabbi 6sszefliggések: getlenség ugyanugy definialhaté, mint korabban.
(1) a+b € V (V az osszeadasra nézve zart), D EgyV vektortér egyl. részhalmazat® alterének nevezziik,
(2) a+b = b + a ('+’ kommutativ); ha L vektortér aV-beli 6sszeadés és skalarral valé szorzas

(3) (a+b) +c=a+ (b+c) (+ asszociativ); miveletével.
(4) Jo € V, hogyo + a = a (létezik zéruselem); T LegyenL aV vektortér egy nemiires részhalmaza. Ekkor az

(5) Yadb, hogya + b = o (létezik additiv inverz); alabbi allitasok ekvivalensek:

(6) ca € V (V zart a skalarral valo szorzasra); 1. L altereV-nek;
(7) a(a+b) = aa + ab; 2. tetsBlegesa,b € L ésa € Reseténa+ b € L

éswaa € L (azaz abbdl, hogy. eleget tesz-e a 34.D

(8) (o + fla = aa+ fa; definicio tiz kikotésének, elég csak az (1)-t és az (6)-t

(9) a(Ba) = (af)a; ellerdrizni);
(10) la = &; 3. tetstlegesa, b € L ésa, § € R esetérma + b € L;
Barmik is aV halmaz elemei, & -b6| képzett vektortér ele- 4. tetsblegesL-beli ay, ..., a; vektorok Gsszes linaris
meit a vektortéwektominak nevezziik. kombinacidja isL-ben van.

M A fenti definiciéban a valoR test kicserélhétbarmely mas
testre, igy példaul € testre, ekkol test feletti vektortéidl
beszéliink. Ha kilén nem emlitjik, a tovabbiakban valés test
feletti vektorterekdl beszéllnk.

T Tetsdleges test feletti’” vektortérre igazak az alabbi allita-
sok:

1. Csak egyetlen zéruselem létezik.
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