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Geometriai szemléltetés

E fejezetben geometriai szemléltetéseket adunk a 2- és
3-ismeretlenes egyenletrendszerekre és azok megoldásaira.

Az egyenletek szemléltetése

P Tekintsünk a kétváltozós lineárisax + by = c egyenletet,
ahola, b ésc valós konstansok. Középiskolából tudjuk, hogy
haa ésb legalább egyike nem nulla, akkor azoknak az(x, y)
pontoknak a mértani helye, melyek kielégítik ezt az egyenle-
tet, egy egyenes. Ha pediga = b = c = 0, akkor az egyenlet
alakja0x+0y = 0, azaz0 = 0, ami minden(x, y) számpárra
fennáll, vagyis az egyenletet kielégítő (x, y) pontok halmaza
az egész sík. Végül haa = b = 0, dec 6= 0, akkor az egyen-
letnek nincs megoldása. Például azx + 2y = 4 egyenlet
grafikonja a következ̋o ábrán látható. Ez könnyen megkap-
ható, hax = 0, illetve y = 0 behelyettesítéssel meghatároz-
zuk az egyenesnek a tengelyekkel való metszéspontjait, vagy
bármely másik két pontját.

1.P Tekintsük az

x + y = 3

x + 2y = 4

egyenletrendszert. Két lépésben megoldhatjuk, ha az első
egyenletet kivonjuk a másodikból, majd az így kapott egyen-
letrendszerben a másodikat kivonjuk az elsőből, azaz:

⇒
x + y = 3

y = 1
⇒

x = 2

y = 1

Az egyenletrendszer két egyenlete egy-egy egyenes egyen-
lete a síkban. Az, hogy az egyenletrendszer megoldható,
pontosan azt jelenti, hogy a két egyenesnek van közös pontja,
példánkban az(2, 1) pont. A következ̋o ábrák a megoldás lé-
péseit szemléltetik az egyenletek grafikonjával:
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P Tekintsük az

x + y = 3

x + y = 2

egyenletrendszert. Látható, hogy ez két párhuzamos egyenes
egyenlete, melyeknek nincs közös pontjuk, látjuk tehát, hogy
az egyenletrendszer nem oldható meg. Ha az első egyenletet
kivonjuk a másodikból, az ellentmondó0 = −1 egyenletet
kapjuk, vagyis így is arra jutottunk, hogy az egyenletrend-
szer nem oldható meg. Az

x + y = 3

x + y = 3
, vagy az

x + y = 3

2x + 2y = 6

egyenletrendszerekben az első egyenlettel kiejthető a máso-
dik, így csak azx + y = 3 egyenlet marad. Ennek összes
megoldása például úgy jellemezhető, hogy hay = t, aholt
egy tetsz̋oleges valós szám, akkorx = 3−t, vagyis az összes
(x, y) = (3 − t, t) számpár megoldás. Ezek a pontok épp az
x + y = 3 egyenletű egyenes pontjai.

Összefoglalva: két egyenletből álló kétismeretlenes egyen-
letrendszer esetén négy eset lehetséges. Vagya) a két egyen-
let grafikonja két metsz̋o egyenes, ekkor csak egyetlen meg-
oldás van, a két egyenes metszéspontja, vagyb) a két egyen-
let grafikonja két egybeeső egyenes, ekkor végtelen sok meg-
oldás van, ennek az egyenesnek a pontjai, vagyc) a két
egyenlet grafikonja párhuzamos, de különböző egyenes, ek-
kor nincs megoldás. A negyedikd) eset az, amikor mindkét
egyenlet0x + 0y = 0 alakú, ekkor is végtelen sok megoldás
van, nevezetesen minden lehetséges(x, y) számpár, azaz a
sík összes pontja megoldás. Az első három esetet szemlélteti
az alábbi ábra:

Értelemszerűen kiterjeszthető ez az osztályozás azokra az
esetekre is, amikor az egyenletrendszer nem kettő, hanem
tetsz̋oleges számú egyenletből áll.

Hasonló osztályozás végezhető háromváltozós egyenlet-
rendszerek esetén is. Ekkor minden egyenlet egy sík egyen-
lete. Az egyenletrendszer pontosan akkor oldható meg, ha a
síkoknak van közös pontja. Ha az egyenletrendszer megold-
ható, a megoldások halmaza vagy egyetlen pont, vagy egy
egyenes, vagy egy sík összes pontja, a0x + 0y + 0z = 0
alakú egyenlet esetén pedig a tér összes pontja. Ha a síkok-
nak nincs közös pontjuk, az egyenletrendszer nem oldható
meg.

2.P Vizsgáljuk meg a

x + y + z = 4

x + y − z = 2

2x + 2y = 6

2z = 2

egyenletrendszert. Ha az első és második egyenletet kivon-
juk a harmadikból, majd az elsőt kivonjuk, a másodikat hoz-
záadjuk a negyedikhez, a harmadik és negyedik egyenlet he-
lyén a0 = 0, pontosabban a0x + 0y + 0z = 0 egyenletet
kapjuk, mely elhagyható. Végül az első egyenletet kivonva
a másodikból, a másodikat osztva kettővel, majd kivonva az
els̋oből, az

x + y = 3

+ z = 1

egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldása azy-nak tet-
sz̋olegest értéket választva:x = 3 − t, y = t, z = 1. Ez
egy egyenes paraméteres egyenletrendszere. A négy egyen-
let tehát négy, egy egyenesen átmenő síkot határoz meg. A
megoldások száma végtelen.

Az egyenletrendszer
vektoregyenlet-alakja

M Az 1. példában szereplő egyenletrendszer ekvivalens az
alábbi vektoregyenlettel:

(1, 1)x + (1, 2)y = (3, 4).

Ez azt jelenti, hogy keressük a(3, 4) vektornak az(1, 1) és
az(1, 2) vektorokkal párhuzamos összetevőkre való felbon-
tását. (Kés̋obb úgy fogunk fogalmazni, hogy állítsuk elő a
(3, 4) vektort az(1, 1) és az(1, 2) vektorok lineáris kombi-
nációjaként.) E felbontást mutatja az alábbi ábra, melyről
leolvasható, hogyx = 2, y = 1 a megoldás:

Ha követjük az 1. pédabeli egyenletrendszer megoldásainak
lépéseit a megfelelő vektoregyenleteken, a következő soro-
zatot kapjuk:

(1, 1)x + (1, 2)y = (3, 4) ⇒ (1, 0)x + (1, 1)y = (3, 1)

⇒ (1, 0)x + (0, 1)y = (2, 1)
.

Tehát az egyenletrendszer megoldásának lépései a vektor-
egyenlettel szemléltetve:

Itt is az utolsó ábra mutatja legvilágosabban a megoldást
(x = 2, y = 1), azt viszont, hogy mi is történik az átala-
kítás közben, kés̋obb fogjuk megérteni.
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Egyenletrendszerek

Az R
n tér

3.D R
n a Descartes-szorzat definíciója alapján azR elemeib̋ol

képzett rendezett szám-n-esek halmazát jelöli. Ugyanezt a
jelölést használjuk azn-dimenziós vektorok halmazára is.
Ha a vektorok halmazát ellátjuk az összeadás és a valós ska-
lárral való szorzás műveletével is, akkor azR

n-ről, mintvek-
tortérről beszélünk.

C
n jelöli a rendezett komplex szám-n-esek, és egyúttal az

n-dimenziós komplex vektorok halmazát is. Ha ez utóbbi
halmazt ellátjuk a vektorösszeadás és a komplex skalárral
való szorzás műveletével, akkor az ugyancsakC

n-nel jelölt
komplexn-dimenziós vektortér fogalmához jutunk.

D Az R
n tér v1,v2, . . . ,vr vektorainakk1, k2, . . . , kr ∈ R

konstansokkal vettlineáris kombinációjának1v1 +k2v2 +
· · · + krvr összeget értjük. Azt mondjuk, hogy av vek-
tor előáll a v1,v2, . . . ,vr vektorok lineáris kombinációja-
ként, ha léteznek olyank1, k2, . . . , kr ∈ R konstansok, hogy
v = k1v1 + k2v2 + · · · + krvr.

M Az R
n tér minden x = (x1, x2, . . . , xn) vektora

egyértelműen előáll az e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 =
(0, 1, . . . , 0),. . .en = (0, 0, . . . , 1) vektorok lineáris kombi-
nációjaként, nevezetesenx = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen.
SpeciálisanR3-ben minden(x, y, z) vektorra (x, y, z) =
xi + yj + zk.

D Az R
n tér e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0),. . .en =

(0, 0, . . . , 1) vektoraitRn standard bázisának nevezzük.

D Az R
n tér v1, v2,. . . ,vm vektoraira azt mondjuk, hogyli-

neárisan függetlenek, ha csak a 0 konstansokkal vett li-
neáris kombinációjuk ad 0-vektort, azaz ha abból, hogy
k1v1 + k2v2 + · · · + kmvm = 0, következik, hogyk1 =
k2 = · · · = km = 0. Lineárisan összefüggőekazok a vek-
torok, melyek nem lineárisan függetlenek.

4.T Egyetlen vektor akkor lineárisan független, ha nem a 0-
vektor. Legalább két vektora pontosan akkor lineárisan füg-
getlen, ha egyikük sem fejezhető ki a többi lineáris kombi-
nációjaként. Eszerint egy legalább két vektorból álló vektor-
rendszer pontosan akkor lineárisan összefüggő, ha van köz-
tük olyan, amely el̋oáll a többi lineáris kombinációjaként.

B Az egy vektorra vonatkozó állítás a definíció alapján világos.
Tekintsünk av1, v2,. . . ,vm, vektorrendszert, mely legalább
két vektorból áll, tehátm ≥ 2.

Először tegyük fel, hogy e vektorok lineárisan független
rendszert alkotnak. Megmutatjuk, hogy egyikük sem fe-
jezhet̋o ki a többi lineáris kombinációjaként. Indirekt mó-
don tegyük fel, hogy valamelyik vektor, mondjuk av1 ki-
fejezhet̋o a többi lineáris kombinációjaként, azazv1 =
k2v2 + · · ·+kmvm. Ekkor átrendezés után azt kapjuk, hogy
v1 − k2v2 − · · · − kmvm = 0. Ez azt jelenti, hogy a vek-
toroknak van olyan lineáris kombinációjuk, mely a 0-vektort

adja, de nem minden együttható 0, hiszv1 együtthatója 1,
azaz a vektorok összefüggőek, ami ellentmondás.

Most tegyük fel, hogy e vektorok egyike sem fejezhető ki a
többi lineáris kombinációjaként. Megmutatjuk, hogy akkor
lineárisan függetlenek. Indirekt módon tegyük fel, hogy line-
árisan összefügg̋oek, azaz léteznek olyan nem csupa 0 kons-
tansok, melyekkel vett lineáris kombinációjuk a 0-vektor,
azazk1v1 + k2v2 + · · · + kmvm = 0. A ki konstansok
legalább egyike nem 0, mondjuk legyen ez épp ak1. Ezzel
végigosztva kapjuk, hogyv1+ k2

k1

v2+· · ·+ km

k1

vm = 0, azaz

v1 = −k2

k1

v2−· · ·− km

k1

vm. Tehát ki tudtuk az egyik vektort
fejezni a többi lineáris kombinációjaként, ami ellentmondás.

A tétel lineáris összefüggőségre vonatkozó állítása követke-
zik az el̋ozőkből.

P Az (1, 2, 3), (−2, 0, 1), (4, 4, 5) vektorok lineárisan össze-
függőek, mert−2 · (1, 2, 3) + 1 · (−2, 0, 1) + 1 · (4, 4, 5) =
(0, 0, 0). Az összefügg̋oség úgy is belátható, hogy megmu-
tatjuk, van olyan vektor, amelyik a többi lineáris kombináci-
ója. Itt például(4, 4, 5) = 2 · (1, 2, 3) + (−1) · (−2, 0, 1).

Egyenletrendszerek leírása, mátrixok

5.D Lineáris egyenletrendszeren olyan egyenletrendszert értünk,
mely véges sok els̋ofokú egyenletb̋ol áll, és véges sok is-
meretlent tartalmaz. Azn-ismeretlenes,m egyenletb̋ol álló
lineáris egyenletrendszera következ̋o általános alakra hoz-
ható:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm























(1)

aholxj jelöli az egyenletrendszer ismeretleneit,bi a konstan-
sait ésaij az együtthatóit (i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n).
A lineáris egyenletrendszerthomogénnek mondjuk, hab1 =
b2 = · · · = bm = 0, és inhomogénnek ha a konstansok
legalább egyike nem0.

D Egyenletrendszerelemi átalakításaina következ̋o három
transzformációt értjük:

- két egyenlet felcserélése;

- egy egyenlet nem 0 számmal való beszorzása;

- egy egyenlet konstansszorosának egy másikhoz adása.

6.T Egyenletrendszer elemi átalakításai ekvivalens átalakítások,
azaz az eredeti és az átalakított egyenletrendszernek azono-
sak a megoldásai.

B Az els̋o két elemi átalakításra ez nyilvánvaló. Nézzük a har-
madikat, legyenc egy tetsz̋oleges konstans. Könnyen lát-
ható, hogy ha egy egyenlet – például azi-edik – c-szeresét
hozzáadjuk egy másik egyenlethez – például aj-edikhez –,
akkor a régi egyenletrendszer minden megoldása az újnak
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is megoldása. Tehát a régi egyenletrendszer megoldásai-
nak halmaza részhalmaza az új egyenletrendszer megoldásai
halmazának, ami megengedi, hogy egyenlők legyenek. Ez-
után azi-edik egyenlet−c-szeresét hozzáadjuk aj-edikhez.
Megoldást itt sem veszítünk, viszont visszakaptuk az eredeti
egyenletrendszert, vagyis a megoldáshalmaz nem nőhetett,
nem változhatott egyik lépés során sem, tehát ez az elemi
átalakítás is ekvivalens átalakítás.

M Az egyenletrendszert megoldásakor elemi átalakításokkal
olyan alakra hozzuk, amelyből a megoldás könnyen leolvas-
ható. A megoldás lépéseinek lejegyzéséhez elegendő a line-
áris egyenletrendszer együtthatóinak és konstansainak válto-
zását egy számtáblázatban számon tartani.

7.D Az m sorba ésn oszlopba rendezettmn elemű sorozatokat
m × n típusúmátrixoknak nevezzük. Egy mátrix egy ele-
ménekindexén azt a számpárt értjük, melyből az els̋o szám
azt mondja meg, hogy az elem hányadik sorban, míg a máso-
dik azt, hogy az elem hányadik oszlopban van. Pl. azai−1,2

elem a mátrixi − 1-edik sorában és a 2. oszlopában van. Ha
az index mindkét eleme egyjegyű, a vessző elhagyható, pl.
bij azi-edik sorj-edik elemét jelöli. A mátrixokat könyvek-
ben félkövér (A, B), kézírásban gyakran kétszer aláhúzott
nagy betűvel (A) jelölik, indexében gyakran szerepel a mé-
rete (Am×n). Egy m × n-esA mátrixra, melyneki-edik
sorában ésj-edik oszlopában azaij elem áll, a következ̋o
jelöléseket használjuk:

Am×n =











a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn











= [aij ]m×n
(2)

Egy egyenletrendszer együtthatói is mátrixba rendezhetők.
Az (1) egyenletrendszer mátrixánvagy együtthatómátrixán
a (2)-beli mátrixot értjük, mígkiegészített mátrixána követ-
kez̋ot:











a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

...
...

. . .
...

...
am1 am2 . . . amn bm











(3)

Az egyenletrendszeren végrehajtott elemi átalakítások a ki-
egészített mátrix sorain hasonló műveletekkel megvalósítha-
tók; ezeketelemi sorműveleteknek nevezünk. Az elemi sor-
műveletek tehát a következők:

- két sor felcserélése;

- egy sor nem 0 számmal való beszorzása;

- egy sor konstansszorosának egy másikhoz adása.

Az elemi sorműveletekre a következő jelöléseket használjuk:
Si ↔ Sj jelöli az i-edik és aj-edik sorok cseréjét,kSi az
i-edik sork-val való szorzását és+kSi → Sj jelöli azt, ha
azi-edik sork-szorosát aj-edikhez adjuk.

M Az a kérdés, hogy azm-dimenziósa1, a2,. . . , an vektorok
melyik lineáris kombinációja egyenlő egy adottb vektorral –
azaz, hogy azx1a1+x2a2+· · ·+xnan = b vektoregyenlet-
nek mik a megoldásai – egyn-ismeretlenes,m egyenletb̋ol
álló lineáris egyenletrendszerrel írható le.

Speciális alakú mátrixok

D A (2)-beli A mátrix főátlóján aza11, a22, . . . , arr elemeket
értjük, aholr egyenl̋o azm és azn számok közül a kisebbik-
kel. Az A mellékátlójaazokból az elemekb̋ol áll, amelyek
sor- és oszlopindexének összegen + 1.

P Az alábbi mátrixokban a fő- illetve a mellékátlót kiemeltük:





1 3 5
4 3 0
0 1 2



 ,





2 3 2 5
2 0 3 6
3 9 3 1



 ,









1 3 2

0 1 2
3 2 0
1 3 2









.

D Az n × n típusú mátrixokatnégyzetes mátrixoknak nevez-
zük. Egy mátrixot diagonálisnak nevezünk, ha nemnulla ele-
mei csak a f̋oátlóban lehetnek. Egy mátrixotfelső, illetve
alsó háromszögmátrixnak nevezünk, ha a főátló alatt, illetve
felett csak nullelemek állnak. Az alábbi ábrán egy diagoná-
lis, egy fels̋o és egy alsó háromszögmátrix látható:





3 0 0
0 2 0
0 0 0



 ,





1 2 0
0 3 2
0 0 1



 ,





2 0 0
1 1 0
0 3 0



 .

Az n×1 típusú mátrixokat, vagyis az egyetlen oszlopból álló
mátrixokatoszlopvektoroknak, míg az1×n típusú mátrixo-
katsorvektoroknak fogjuk nevezni. A vektorokat mátrixjelö-
lés esetén az oszlopvektorokkal fogjuk azonosítani, tehátpl.
azx = (x1, x2, . . . , xn), ill. a b = (b1, b2, . . . , bm) vektort











x1

x2

...
xn











, ill.











b1

b2

...
bm











(4)

fogja jelölni.

D A négyzetes[aij ]n×n mátrixot szimmetrikusnak nevezzük,
ha mindeni, j eseténaij = aji, ferdén szimmetrikusnak, ha
mindeni, j eseténaij = −aji.

M Ferdén szimmetrikus mátrix főátlójában szükségképpen 0-k
állnak. Az alábbi mátrix ferdén szimmetrikus:





0 1 −2
−1 0 3
2 −3 0





8.M Minden mátrix tekinthet̋o úgy, mint amely oszlopvektorok-
ból, illetve sorvektorokból áll. Pl. ha a (2)-beliA mátrix
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j-edik oszlopvektorátaj jelöli, akkorA a következ̋o alakba
írható:

A :=
[

a1 a2 . . . an

]

, aholaj :=











a1j

a2j

...
amj











,

ésj = 1, . . . , n. Hasonlóképpen

A :=









s1

s2

. . .
sm









, aholsi :=
[

ai1 ai2 . . . ain

]

,

ési = 1, . . . , m.

M Az előző megjegyzésben alkalmazott függőleges, illetve víz-
szintes elválasztó vonalakat akkor használjuk, ha két vagy
több mátrixból rakunk össze egyet. Használatuk nem köte-
lező, csak a megértést segítik. Például a (3)-beli kiegészí-
tett mátrixot a (2)-beliA és az egyenletrendszerbj (j =
1, 2, . . . , m) konstansaiból képzettb vektorból képezzük,
amit így jelölünk:

[A|b] =











a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

...
...

. . .
...

...
am1 am2 . . . amn bm











A több mátrixból összerakott mátrixot szokásblokkmátrix-
nak is nevezni. Pl. azAn×n, Bn×m, Cm×n, Dm×m mát-
rixokból az alábbi(n + m) × (n + m)-es blokkmátrixok
képezhet̋ok:

[

A B

C D

]

,

[

B A

D C

]

,

[

C D

A B

]

,

[

D C

B A

]

.

Egyenletrendszerek megoldása

D Azt mondjuk, hogy egy mátrixsorlépcsősalakú, ha

1. a csupa 0-ból álló sorok (a zérus sorok) a mátrix alsó
sorai,

2. a nem zérus sorok mindegyikének első nem 0 eleme 1,
amitvezető egyesnek vagyvezéregyesnek nevezünk,

3. bármely két nem zérus sor vezető egyese közül a felső
soré balra helyezkedik el az alsó sor vezető egyesét̋ol.

Ha ezeken túl még az is igaz, hogy a mátrixban

4. minden sor vezető egyesének oszlopában minden más
elem 0,

akkor azt mondjuk, hogy a mátrixredukált sorlépcsősalakú.

P Az alábbi mátrixok sorlépcsős alakúak, az utolsó kettő rá-
adásul redukált sorlépcsős alakú:









1 3 2 5
0 1 0 0
0 0 0 1

0 0 0 0









,





1 3 2 5
0 1 3 6
0 0 0 1



 ,









1 1 3 5
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0









,





1 2 0 2 0 1
0 0 1 3 0 0
0 0 0 0 1 2



 ,





1 1 0 5
0 0 1 2
0 0 0 0





T Sorlépcsős alakra hozás:Bármely mátrix elemi sorművele-
tekkelsorlépcsősalakra hozható.

Redukált sorlépcsős alakra hozás:Bármely mátrix elemi
sorműveletekkelredukált sorlépcsősalakra hozható.

B Tekintsünk egy tetsz̋olegesm×n-es mátrixot, pl. a (2)-belit.

A következ̋o eljárás egyes lépéseiben e mátrixnak le fogjuk
takarni egy-egy sorát vagy oszlopát. Az egyszerűség kedvé-
ért a letakarás után keletkezett mátrix sorainak és oszlopai-
nak számát ismétm ésn fogja jelölni, ésaij a letakarások
után maradt mátrixi-edik sorában lév̋o j-edik elemet.

1. Ha az els̋o oszlopban csak 0 elemek állnak, takarjuk le ezt
az oszlopot, és tekintsük a maradék mátrixot. Ha ennek első
oszlopában ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és
ezt addig folytassuk, míg egy olyan oszlopot nem találunk,
amelyben van nem 0 elem. Ha ilyen oszlopot nem találunk,
az eljárásnak vége, a mátrix sorlépcsős alakú.

2. Ha az els̋o oszlop els̋o sorában álló elem 0, akkor cseréljük
ki e sort egy olyannal, melynek első eleme nem 0. E lépésben
tehát elértük, hogya11 6= 0.

3. Haa11 6= 1, akkor elosztjuk az els̋o sorta11-gyel, így az
els̋o sor els̋o eleme 1 lesz. Ezután az 1 alatti együtthatókat
a 2. sortól azm-edikig sorban haladva 0-ra változtatjuk: ha
az i-edik sorbeliai1 6= 0, akkor az els̋o sor−ai1-szeresét
hozzáadjuk azi-edik sorhoz.

4. A fenti átalakítás után takarjuk le az első sort és az els̋o
oszlopot. Ha ekkor nem marad a mátrixban több sor, vége az
eljárásnak, a korábban letakart sorokat feltárva megkaptuk a
sorlépcs̋os alakot. Egyébként ugorjunk vissza az 1. lépéshez,
és folytassuk az eljárást.

Ha nem sorlépcs̋os alakra, hanem redukált sorlépcsős alakra
akarunk jutni, akkor a sorlépcsős alak vezet̋o egyesei fölötti
értékeket is 0-ra változtatjuk a 3. lépésben leírt módon. Meg-
mutatható, hogy a redukált sorlépcsős alak mindig egyér-
telmű, de könnyű olyan mátrixot konstruálni, mely külön-
böz̋o sorlépcs̋os alakokra transzformálható.

D Azt az eljárást, amikor a lineáris egyenletrendszer kiegé-
szített mátrixát redukált sorlépcsős alakra hozzuk,Gauss–
Jordan-módszernek, illetve Gauss–Jordan-eliminációnak
nevezzük. Gauss-módszerről, illetve Gauss-eliminációról
akkor beszélünk, ha a kiegészített mátrixot sorlépcsős alakra
hozzuk.
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M A megoldás meghatározása:Az egyenletrendszermegold-
hatóságakönnyen leolvasható a kiegészített mátrixból annak
sorlépcsősvagyredukált sorlépcsősalakra hozása után. Az
egyenletrendszernek nincs megoldása, ha e mátrixnak van
olyan sora, melyben az utolsó elem nem 0, de az összes többi
igen, ennek ugyanis egy ellentmondó egyenlet felel meg. Ha
ilyen sor a kiegészített mátrixban nincs, az egyenletrendszer
megoldható. Az egyenletrendszernek egyetlen megoldása
van, ha megoldható és a zérus sorokat elhagyva a mátrix-
ból egyn × (n + 1)-es mátrixot kapunk. E mátrixban az
i-edik sor vezet̋o egyese szükségképpen azi-edik oszlopban
van (i = 1, 2, . . . n). Ha a redukált alakban az utolsó oszlo-
pon kívül más oszlop is akad, melyben nincs vezető egyes,
és az egyenletrendszer megoldható, akkor az egyenletrend-
szernek végtelen sok megoldása van. Azokat a változókat,
melyekhez tartozó oszlopokban van vezető egyes, kifejez-
hetjük azok segítségével, melyekhez tartozó oszlopban nincs
vezet̋o egyes. Az el̋obbieket szokáskötött változóknak, míg
az utóbbiakatszabad változóknak nevezni. (Az, hogy melyik
változó kötött és melyik szabad, megváltozhat, ha az egyen-
letrendszerben a változók sorrendjét fölcseréljük, viszont a
számuk független e cserétől).

Egy lineáris egyenletrendszer megoldásai azonnal leolvasha-
tók a kiegészített mátrixból annakredukált sorlépcsősalakra
hozása után. Asorlépcsősalakból is gyorsan meghatároz-
ható a megoldás a kötött változók kifejezésével és alulról
kezdve mindegyiknek az előzőkbe helyettesítésével.

Az alábbi sorlépcs̋os alakra vezető egyenletrendszereknek
rendre 0, 1, ill. végtelen sok megoldása van:








1 3 2 5
0 1 0 0
0 0 0 1

0 0 0 0









,





1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 3



 ,





1 2 0 2 0 1
0 0 1 3 0 0
0 0 0 0 1 2



 .

P Oldjuk meg a 2. példabeli egyenletrendszert. Az kibővített
mátrixot elemi sorműveletekkel redukált sorlépcsős alakra
hozzuk:








1 1 1 4
1 1 −1 2
2 2 0 6
0 0 2 2









∼









1 1 1 4
0 0 2 2
0 0 2 2
0 0 2 2









∼









1 1 0 3
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0









Az utolsó mátrixot visszaírjuk egyenletredszer alakra:

x + y = 3

+ z = 1

Kötött ismeretlenekx, z, szabad ismeretleny. A megoldás
tehát azy = t paraméterválasztással:

x = 3 − t

y = t

z = 1

azaz vektoralakba írva:




x
y
z



 =





3 − t
t
1



 =





3
0
1



 + t





−1
1
0





P Vizsgáljuk meg az előző példabeli egyenletrendszer homo-
gén változatát, azaz a jobb oldalon álló konstansokat cserél-
jük 0-ra. Ekkor az egyenletrendszer megoldásában a jobb
oldali oszlopot szükségtelen kiírni, mivel az mindig nullák-
ból áll. Ekkor tehát a megoldás:









1 1 1
1 1 −1
2 2 0
0 0 2









∼









1 1 1
0 0 2
0 0 2
0 0 2









∼









1 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0









Visszaírva egyenletredszer alakra:

x + y = 0

+ z = 0

Kötött ismeretlenekx, z, szabad ismeretleny. A megoldás
tehát azy = t paraméterválasztással vektoralakba írva:





x
y
z



 =





−t
t
0



 = t





−1
1
0





Figyeljük meg az el̋oző példabeli inhomogén és e homogén
egyenletrendszer megoldásai közti kapcsolatot!

9.P Oldjuk meg az egyetlen egyenletből álló x + y + z = 0
homogén lineáris egyenletrendszert!

Az együtthatómátrix[1 1 1], ami már redukált sorlépcsős
alakú! y ész a szabad,x a kötött változók. Legyeny = t,
z = s, tehát az egyenletrendsszer megoldása:

x = −t − s

y = t

z = s

azaz vektoralakba írva:




x
y
z



 =





−t − s
t
s



 = t





−1
1
0



 + s





−1
0
1





Valójában nem tettünk mást, mint azx + y + z = 0 egyen-
letű sík vektorait el̋oállítottuk két vektor lineáris kombináci-
óiként. Könnyen látható, hogy e két vektor valóban benne
van a síkban, és hogy lineáris kombinációik valóban kiadják
a sík összes vektorát!

Szimultán egyenletrendszerek

10.D A több, azonos együtthatómátrixszal rendelkező egyenlet-
rendszertszimultán egyenletrendszernek nevezzük. Tekint-
sük ak egyenletrendszerből álló, Am×n együtthatómátrixú
szimultán egyenletrendszert. Az első egyenletrendszer jobb
oldalán álló konstansok vektorát jelöljeb1, az ismeretlenek
vektorátx1, a másodikétb2, illetve x2,. . . ak-adikétbk,
illetve xk. A szimultán egyenletrendszer kibővített mátrixa
[

A B
]

, ismeretleneinek mátrixaX, ahol

X =
[

x1 x2 . . . xk

]

n×k
,

B =
[

b1 b2 . . . bk

]

m×k
.
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M A szimultán egyenletrendszer is megoldható a Gauss-, illetve
a Gauss–Jordan-módszerrel. Ekkor az elemi sorműveleteket
az

[

A B
]

mátrixon végezzük el.

P Oldjuk meg a következ̋o egyenletrendszereket, azaz a követ-
kez̋o szimultán egyenletrendszert!

x + y = 2

x − y = 0
, és az

u + v = 5

u − v = 1

A szimultán egyenletrendszer kibővített mátrixán elvégez-
zük az elemi sorműveleteket:

[

1 1 2 5
1 −1 0 1

]

∼
[

1 1 2 5
0 −2 −2 −4

]

∼
[

1 1 2 5
0 1 1 2

]

∼
[

1 0 1 3
0 1 1 2

]

A megoldás a mátrix jobb feléből olvasható ki: az els̋o
egyenletrendszer megoldásax = 1, y = 1, míg a másodiké
u = 3, v = 2.

Mátrixműveletek

Összeadás, szorzás

M A mátrixok összeadását és skalárral való szorzását úgy de-
finiáljuk, hogy a vektorokra vonatkozó összefüggések érvé-
nyesek legyenek az1 × n-es vagyn × 1-es mátrixokra. A
mátrixok szorzását úgy vezetjük be, hogy az (1) egyenlet-
rendszer a (2)- és a (4)-beli jelölésekkel azAx = b szorzat-
alakot vehesse fel.

D LegyenA = [aij ]m×n
, B = [bij ]m×n

, C = [cjk]
n×p

. Az
A transzponáltján, c-szeresén(c ∈ R), A ésB összegén, B
ésC szorzatánaz alábbi mátrixokat értjük:

AT = [aij ]
T

m×n
:= [aji]n×m

,

cA = c [aij ]m×n
:= [caij ]m×n

, −A := (−1)A,

A + B = [aij ]m×n
+ [bij ]m×n

:= [aij + bij ]m×n
,

BC = [bij ]m×n
[cjk]

n×p
=





n
∑

j=1

bijcjk





m×p

.

(Az utóbbi kifejezés azt jelenti, hogy aBC szorzatmátrix
i-edik sorának ésk-adik oszlopának kereszteződésében álló
elem aB mátrix i-edik sorvektorának és aC mátrix k-adik
oszlopvektorának skaláris szorzata. Egym × n és egyp × q
típusú mátrix csak akkor szorozható össze, han = p, és
ekkor a szorzat típusam × q méretű lesz.)

P Néhány példa a fenti műveletekre:

[

1 3 5
0 1 2

]T

=





1 0
3 1
5 2



 ,
[

2 5 1
]T

=





2
5
1





[

1 3 5
0 1 2

]

+ 3 ·
[

0 2 0
2 1 3

]

=

[

1 9 5
6 4 11

]

[

1 3 5
0 1 1

]

·





−1 −5
−1 0
1 1



 =

[

1 0
0 1

]

M Az x ésy vektorokx ·y skaláris szorzatát a vektorok szoká-
sos oszlopmátrix alakú reprezentációja esetén azxTy mát-
rixszorzat állítja el̋o annyi különbséggel, hogy a skaláris
szorzat egy szám, míg e mátrixszorzat eredménye egy1× 1-
es mátrix. AzxyT szorzatotdiadikus szorzatnak is szokás
nevezni, a művelet jele◦:

x◦y = xyT =







x1

...
xn







[

y1 . . . yn

]

=







x1y1 . . . x1yn

...
. . .

...
xny1. . . xnyn







M A lineáris egyenletrendszerek ún.mátrixszorzatos alakba ír-
hatók. Például az (1) egyenletrendszer a (2)- és a (4)-beli
jelölésekkel azAx = b alakba írható. A mátrixok típusait is
jelölve: Am×nxn×1 = bm×1. Hasonlóképp a 10. definíció-
beli szimultán egyenletrendszer felírhatóAX = B alakba!

11.M Legyen azAm×n mátrix oszlop-, illetve sorvektorokra fel-
bontott alakja a 8.M szerinti, aBn×k mátrix sor-, illetve osz-
lopvektorokra bontott alakja pedig legyen

B =
[

b1 b2 . . . bk

]

=







r1

...
rn






.

Ekkor azAB mátrixszorzat sor-, illetve oszlopvektorokra
felbontott alakjai a következ̋ok:

AB = A
[

b1 . . . bk

]

=
[

Ab1 . . . Abk

]

=





s1

. . .
sm



B =





s1B

. . .
smB





Ebből az is kiolvasható, hogy azAB mátrix j-edik oszlopa,
azaz azAbj vektor azA mátrix oszlopainak abj vektor ko-
ordinátáival vett lineáris kombinációja. Hasonlóképp azAB

mátrixi-edik sora, azaz azsiB sorvektor aB sorvektorainak
lineáris kombinációja.

M Az AB szorzat vektorok diadikus szorzatainak összegeként
is előállítható, nevezetesen azA oszlopvektorai és aB sor-
vektorai szorzatainak összegeként:

AB = a1r1 + a2r2 + · · · + anrn.

(Az utóbbi kifejezésbenai oszlopvektor,ri sorvektor, így
szorzatuk valóban diadikus szorzat:airi = ai ◦ rT

i .)
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P Példaként előállítjuk az
[

1 2
0 3

][

1 1
4 0

]

mátrixszorzatot diadikus
szorzatok összegeként:

[

1 2
0 3

] [

1 1
4 0

]

=

[

1
0

]

[

1 1
]

+

[

2
3

]

[

4 0
]

=

[

1 1
0 0

]

+

[

8 0
12 0

]

=

[

9 1
12 0

]

E felbontás érvényessége könnyen ellenőrizhet̋o, itt most
csak2 × 2-esre mutatjuk meg:

[

a11 a12

a21 a22

] [

b11 b12

b21 b22

]

=

=

[

a11

a21

]

[

b11 b12

]

+

[

a12

a22

]

[

b21 b22

]

=

[

a11b11 a11b12

a21b11 a21b12

]

+

[

a12b21 a12b22

a22b21 a22b22

]

=

[

a11b11 + a12b21 a11b12 + a21b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]

M Az egyenletrendszerek mátrixszorzatos alakjából az is lát-
szik, hogy azAx = b egyenletrendszer pontosan akkorold-
ható meg, ha ab vektor el̋oáll azA oszlopvektorainak line-
áris kombinációjaként, ugyanis

b = Ax =
[

a1 . . . an

]

x = a1x1 + · · · + anxn.

A megoldás épp e lineáris kombináció konstansainak meg-
keresését jelenti.

D A csupa zéruselemből álló O mátrixot zérusmátrixnak ne-
vezzük.Egységmátrixaz a négyzetes – azazn×n típusú –I,
ill. In mátrix, melynek f̋oátlójában csupa 1 áll, a többi helyen
csupa 0. A csupa 1-esből álló J mátrixotcsupa-1-mátrixnak
nevezzük.

T Műveleti azonosságok:Az alábbi azonosságok úgy érten-
dők, hogy ha az egyenlőségjel bal oldalán álló művelet el-
végezhet̋o, akkor a jobb oldalán álló is, és a két kifejezés
egyenl̋o. (O a megfelel̋o méretű zérusmátrixot,I az egység-
mátrixot jelöli.)

A + B = B + A,A + (B + C) = (A + B) + C,

O + A = A, A + (−A) = O,

A(BC) = (AB)C,

IA = A, AI = A,

A(B + C) = AB + AC, (A + B)C = AC + BC,

A(cB) = (cA)B = c(AB), 0A = O

c(A + B) = cA + cB, (c + d)A = cA + dA,

(AT )T = A, (cA)T = cAT ,

(A + B)T = AT + BT , (AB)T = BT AT

K Vektor mátrixszal való szorzásának linearitása:LegyenA
m × n-es mátrix, és legyenekx ésy két tetsz̋olegesRn-beli
vektor, ekkor fönnáll az alábbi két összefüggés:

1. A(cx) = c(Ax)

2. A(x + y) = Ax + Ay.

K A lineáris kombináció megtartása:LegyenA m × n-es
mátrix, és legyenekx1, . . .xk tetsz̋olegesRn-beli vektorok.
Ekkor bármelyc1, . . . , ck ∈ R számokkal fönnáll az alábbi
összefüggés:

A(c1x1 + · · · + ckxk) = c1Ax1 + · · · + ckAxk.

Inverz

D Azt mondjuk, hogy azn × n-esA mátrix invertálható, ha
létezik olyanB mátrix, hogyAB = BA = I, ahol I az
n × n-es egységmátrix. AzA mátrix inverzétA−1 jelöli. A
nem invertálható mátrixotszingulárisnak nevezzük.

M Világos, hogy haA inverzeB, akkorB inverzeA.

12.T Ha a négyzetesA mátrixhoz létezik olyan ugyancsak négy-
zetesB ésC mátrix, hogyAB = CA = I, akkorB = C.
Ennek következménye, hogy egy mátrixnak legföljebb csak
egy inverze lehet.

B C = CI = C(AB) = (CA)B = IB = B.

13.T A négyzetesA mátrix pontosan akkor invertálható, ha elemi
sorműveletekkel az azonos méretűI egységmátrixba alakít-
ható. Azok a sorműveletek, melyekA-t I-be viszik, azI-t
A−1-be transzformálják.

B Az A sorainak, ill. oszlopainak számát jelöljen. Tekint-
sük azt azn egyenletrendszerből álló szimultán egyenlet-
rendszert, melynek együtthatómátrixaA, jobb oldalán pe-
dig az egységmátrix áll. Ennek megoldása azAX = I

mátrixegyenlet megoldásával ekvivalens. Ezt úgy végezzük,
hogy a szimultán egyenletrendszer kibővített mátrixát, azaz
az [A|I] mátrixot redukált sorlépcsős alakra hozzuk. Meg-
mutatjuk, hogyha ez[I|B] alakú, akkorB az A inverze.
Mivel B az AX = I egyenlet megoldása, ezértAB = I

fennáll. Meg kell még mutatnunk, hogy aBA = I mátrix-
egyenl̋oség is igaz. Ehhez tekintsük a szimultánBY = I

egyenletet. Ennek megoldásához a[B|I] mátrixot kell sor-
lépcs̋os alakra hozni. Ez biztosan lehetséges, hisz ha az
[A|I] ∼ · · · ∼ [I|B] átalakítás lépéseit fordított sorrendben
végezzük el az[I|B] helyett a két részmátrix fölcserélésével
kapott[B|I] mátrixon, akkor az[I|A] mátrixot kell kapnunk,
ami azt jelenti, hogyY = A a megoldás, azazBA = I.

Meg kell még mutatnunk, hogy ha az[A|I] mátrix redukált
sorlépcs̋os alakjában a bal oldal nem az egységmátrix, ak-
kor azAX = I egyenletnek nincs megoldása. Ha a sorlép-
cs̋os alaknak van olyan sora, amely a bal oldalon csupa 0-ból
áll, de a jobb oldalon van nem-0 elem is, akkor a szimul-
tán egyenletrendszernek nincs megoldása. Az az eset pedig,
hogy végtelen sok megoldása legyen, azaz hogy a sorlépcsős
alaknak legyen 0-sora, nem fordulhat elő, hisz haA-nak van
inverze, azaz haAX = I megoldható, akkor csak egyetlen
megoldása van, mint azt az előző tételben beláttuk.
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T Az A =
[

a b
c d

]

mátrix pontosan akkor invertálható, haad −
bc 6= 0, azaz ha a

∣

∣
a b
c d

∣

∣ determináns nem 0, és ekkor

A−1 =

[

a b
c d

]−1

=
1

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

[

d −b
−c a

]

.

B Azt, hogy azA mátrixnak valóban a fenti mátrix az in-
verze, egyszerű mátrixszorzással ellenőrizhetjük. Azt, hogy
azad − bc 6= 0 feltétel az invertálhatóságnak elégséges fel-
tétele, a képlet bizonyítja. Azt, hogy szükséges feltételeis,
úgy lehet bizonyítani, ha észrevesszük, hogyad − bc = 0,
azazad = bc pontosan akkor áll fenn, haA egyik sora a má-
sik skalárszorosa. Ekkor ugyanis az egyik sor kinullázható,
vagyis azA mátrix nem alakítható elemi sorműveletekkel az
egységmátrixba.

P Elemi sorműveletekkel kiszámítjuk egy mátrix inverzét (ki-
cseréljük az els̋o és harmadik sort (S1 ↔ S3), a harmadik-
hoz adjuk az els̋o −2-szeresét (−2S1 → S3), a második
és harmadik sor cseréje után a második−5-szörösét a har-
madikhoz adjuk (S2 ↔ S3, −5S2 → S3), a harmadik sor
−3-szorosát az els̋ohöz adjuk (−3S3 → S1), a második sor
−2-szeresét az elsőhöz adjuk (−2S2 → S1)):
2

4

2 5 6 1 0 0

0 5 1 0 1 0

1 2 3 0 0 1

3

5

∼

2

4

1 2 3 0 0 1

0 5 1 0 1 0

2 5 6 1 0 0

3

5

∼

2

4

1 2 3 0 0 1

0 5 1 0 1 0

0 1 0 1 0 −2

3

5

∼

2

4

1 2 3 0 0 1

0 1 0 1 0 −2

0 0 1 −5 1 10

3

5

∼

2

4

1 2 0 15 −3 −29

0 1 0 1 0 −2

0 0 1 −5 1 10

3

5

∼

2

4

1 0 0 13 −3 −25

0 1 0 1 0 −2

0 0 1 −5 1 10

3

5

Tehát
2

4

2 5 6

0 5 1

1 2 3

3

5

−1

=

2

4

13 −3 −25

1 0 −2

−5 1 10

3

5

.

T Az inverz algebrai tulajdonságai:LegyenA invertálható,
ekkor

1. A−1 is invertálható, és(A−1)−1 = A.

2. nemnegatív egészn eseténAn is invertálható, és
(An)−1 = A−n = (A−1)n.

3. tetsz̋olegesc 6= 0 konstansra(cA)−1 = c−1A−1.

4. haA ésB azonos méretű invertálható mátrixok, akkor
szorzatuk is invertálható, és

(AB)−1 = B−1A−1.

T HaA négyzetes mátrix, akkor azAx = b egyenletrendszer
pontosan akkor oldható meg egyértelműen, haA invertál-
ható, és ekkor a megoldásx = A−1b. Hasonlóképp a szi-
multánAX = B egyenletrendszer pontosan akkor oldható
meg egyértelműen, haA invertálható, és ekkor a megoldás
X = A−1B.

Műveletek speciális alakú mátrixokkal

T Diagonális és háromszög alakú mátrixok

1. Diagonális mátrixok összege, skalárszorosa, szorzata,
inverze diagonális.

2. Fels̋o háromszögmátrixok összege, skalárszorosa,
szorzata, inverze felső háromszögmátrix.

3. Fels̋o háromszögmátrix (s így a diagonális mátrix is)
pontosan akkor invertálható, ha főátlójában egyik elem
sem zérus.

4. Diagonális mátrix pozitív egészkitevős hatványára a
következ̋o összefüggés áll fenn:










d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . dn











k

=











dk
1 0 . . . 0
0 dk

2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . dk

n











Az összefüggés negatívk-ra is fennáll, ha a mátrix in-
vertálható, azaz ha egyik főátlóbeli eleme sem0.

M A definíció alapján nyilvánvaló, hogy a négyzetesA mát-
rix pontosan akkor szimmetrikus, haA = AT , és pontosan
akkor ferdén szimmetrikus, haA = −AT .

T Szimmetrikus mátrixok szorzata pontosan akkor szimmetri-
kus, ha a mátrixok felcserélhetők.

B HaA ésB szimmetrikus, azazAT = A ésBT = B, akkor
(AB)T = BTAT = BA, így (AB)T = AB pontosan
akkor áll fenn, haAB = BA.

T Minden négyzetes mátrix felbontható egy szimmetrikus és
egy ferdén szimmetrikus mátrix összegére, nevezetesen

A =
1

2
(A + AT ) +

1

2
(A − AT )

B A+AT szimmetrikus, mert(A+AT )T = AT +(AT )T =
AT +A = A+AT , így 1

2 (A+AT ) is szimmetrikus. Hason-
lóan bizonyítható, hogy12 (A − AT ) ferdén szimmetrikus.

M A blokkmátrixok közti összeadás és szorzás műveletek úgy
végezhet̋ok, mintha a blokkok helyén számok állnának. Pél-
dául haA, B, C ésD rendre2 × 2, 2 × 1, 1 × 2, 1 × 1
méretűek, és hasonlóképp azA′, B′, C′ ésD′, akkor

[

A B

C D

]

·
[

A′ B′

C′ D′

]

=

[

AA′ + BC′ AB′ + BD′

CA′ + DC′ CB′ + DD′

]

M Egy négyzetes blokkmátrixotblokkdiagonálisnak nevezünk,
ha a f̋oátlójában négyzetes mátrixok vannak, a többi nullmát-
rix. Ha egy blokkdiagonális mátrix főátlójában lév̋o mátri-
xok nem szingulárisak, akkor a mátrix invertálható:










A1 O . . . O

O A2 . . . O
...

...
. . .

...
O O . . . An











−1

=











A−1
1 O . . . O

O A−1
2 . . . O

...
...

. . .
...

O O . . . A−1
n











.
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R
n tér alterei

Az altér fogalma

14.D Azt mondjuk, hogy azL ⊆ R
n nem üres vektorhalmaz az

R
n vektortérlineáris altere, vagy egyszerűenaltere, haL-

ből bárhogy kiválasztva véges soka1, . . . ,ak vektort, azok
minden lineáris kombinációja isL-ben lesz.

M Könnyen látható, hogy a nem üresL vektorhalmaz pontosan
akkor lineáris altér, ha tetszőlegesa,b ∈ L vektor és tet-
sz̋olegesc1, c2 ∈ R valós szám eseténc1a + c2b ∈ L. E
feltétellel ekvivalens az alábbi kettő:

1. tetsz̋olegesa,b ∈ L vektorok eseténa + b ∈ L,

2. tetsz̋olegesa ∈ L vektor ésc ∈ R valós szám esetén
ca ∈ L.

P a. A zérusvektorból állóL = {0} halmaz és azL = R
n

halmaz egyaránt alterek. Ezekettriviális altereknek ne-
vezzük.

b. Az R
2 nemtriviális alterei azok a vektorhalmazok,

amelyekben a vektorok végpontjai egy origón átmenő
egyenesen vannak. Ilyen altérhez úgy jutunk, ha
vesszük egy nem-0-vektor összes skalárszorosát.R

3

nemtriviális alterei olyan vektorokból állnak, melyek
végpontjai vagy egy origón áthaladó egyenesen, vagy
egy origón áthaladó síkon vannak.

Képtér, magtér

15.D LegyenAm×n egy valós elemű mátrix. Tekintsük a követ-
kez̋o TA függvényt:

TA : R
n → R

m : x 7→ Ax.

Ezt a TA függvényt azA mátrixhoz tartozó leképezésnek
nevezzük. E leképezés értelmezési tartományaR

n, érték-
készlete pedig azRm része, melyet szokásTA képterének
is nevezni. ATA által a0 vektorba képezett vektorok hal-
mazát aTA leképezésmagterének nevezzük. AzA mátrix
magterén és képterén a hozzá tartozóTA leképezés magterét
és képterét értjük.

M Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldható meg,
ha b az A képterében van. A homogén lineárisAx = 0

egyenletrendszer megoldásai azA magterét alkotják.

16.T Homogén lineáris egyenletrendszer megoldásainak minden
lineáris kombinációja megoldás, azaz másként fogalmazva
azAm×nxn×1 = 0m×1 egyenletrendszer megoldásai azR

n

tér egy lineáris alterét alkotják, vagyis a magtér azR
n altere.

B A magtér nem üres, hisz a 0-vektor benne van. Másrészt, ha
x ésy megoldás, azazAx = 0 ésAy = 0, akkorA(c1x +
c2y) = c1Ax + c2Ay = 0 + 0 = 0.

17.T Az Am×n mátrix képtere azRm egy lineáris altere. Más-
ként fogalmazva: azok ab vektorok, melyekre azAx = b

egyenletrendszer megoldható, alteret alkotnakR
m-ben.

B Legyenb1 ésb2 a képtér két tetsz̋oleges vektora, azaz lé-
tezik olyanx ésy vektor, hogyAx = b1 ésAy = b2.
Legyenc1, c2 ∈ R két tetsz̋oleges szám. EkkorA(c1x +
c2y) = c1Ax + c2Ay = c1b1 + c2b2, tehátc1b1 + c2b2

is A képterében van. Nyilvánvaló, hogy a képtér nem üres,
hisz az értelmezési tartomány minden vektorának van képe.
Tehát a képtérRm altere.

A megoldások terei

18.T AzAx = b egyenletrendszer összes megoldását megkapjuk,
ha egyetlen megoldásához hozzáadjuk a homogénAx = 0

egyenletrendszer összes megoldását.

B Először megmutatjuk, hogy ha az inhomogén egyenletrend-
szer egy megoldásához hozzáadjuk a homogén bármelyik
megoldását, az inhomogén egy megoldását kapjuk. Legyen
x0 az inhomogén,y a homogén egy tetszőleges megoldása,
akkorx0 + y az inhomogén egy megoldását adja, ugyanis
A(x0 + y) = Ax0 + Ay = b + 0 = b.

Ezután megmutatjuk, hogy hax0 az inhomogén egy rög-
zített megoldása,x1 pedig egy tetsz̋oleges megoldása, ak-
kor létezik olyany megoldása a homogén egyenletrendszer-
nek, melyrex1 = x0 + y. Nem meglep̋o módon legyen
y := x1 −x0. Meg kell mutatnunk, hogyy megoldása a ho-
mogén egyenletrendszernek. Mivelx1 ésx2 az inhomogén
egyenletrendszer megoldásai, azazAx0 = b ésAx1 = b,
ezértAy = A(x1 −x0) = Ax1 −Ax0 = b−b = 0, tehát
azy vektor megoldása a homogén egyenletrendszernek.

M Összefoglalva: AzAx = 0 homogén lineáris egyenletrend-
szer összes megoldása alteret alkot. AzAx = b egyenlet-
rendszer összes megoldása nem alkot alteret, hab 6= 0, vi-
szont egy altér eltoltja. Ez az altér épp az egyenletrendszer-
hez tartozóAx = 0 homogén egyenletrendszer megoldása-
inak altere. Eszerint a kétismeretlenesAx = b egyenlet-
rendszer megoldásainak vektorhalmazab 6= 0 esetén vagy a
sík egy origótól különböz̋o vektorából, vagy egy origón nem
áthaladó egyenes pontjaiba mutató vektorokból áll.

Bázis, dimenzió

D Tekintsük azRn tér egyL alterét, és annaka1, . . . ,ak ∈ L
vektorait. Tudjuk, hogy e vektorok összes lineáris kombiná-
ciója alteret alkot. Azt mondjuk, hogy aza1, . . . ,ak vekto-
rok kifeszítikazL alteret, ha összes lineáris kombinációjuk
altere megegyezikL-lel.

D Legyen adva azRn valamely L alterében egyB =
{a1,a2, . . . ,an} vektorrendszer. Azt mondjuk, hogyB bá-
zisL-ben, haB elemei lineárisan függetlenek, és kifeszítik
L-et.

P Példák bázisra:

1. Az e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0),. . .en =
(0, 0, . . . , 1), vektorok bázist alkotnakRn-ben. Ezt ne-
vezzükRn standard bázisának.

10



2. A 9. példabelix+y +z = 0 egyenletb̋ol álló egyenlet-
rendszer megoldásai terének a(−1, 1, 0) és a(−1, 0, 1)
vektorok bázisát alkotják. Ez egyúttal azt is jelenti,
hogy azx + y + z = 0 egyenletű sík vektorainak terét
e két vektor kifeszíti.

3. Az R
2 sík 3x − 4y = 0 egyenletű egyenesének vekto-

rai alteret alkotnakR2-ben. Ennek egy bázisa a(4, 3)
vektorból álló vektorrendszer.

T R
n egyL alterének bármely két bázisa azonos számú vek-

torból áll.

D Az L altérdimenzióján valamely bázisának elemszámát ért-
jük. Az L dimenziójátdim(L) jelöli.

T 1. HaL n-dimenziós, ésB = {a1,a2, . . . ,an} lineárisan
függetlenL-beli vektorokból áll, akkorB bázisL-ben.

2. HaL n-dimenziós, ésB = {a1,a2, . . . ,an} kifeszíti
V -t, akkorB bázis.

Sortér, oszloptér, rang

D Az m×n-esA mátrixn-dimenziós sorvektorai által kifeszí-
tett teret azA sorterének, míg azm-dimenziós oszlopvekto-
rok által kifeszített teretA oszlopterének nevezzük.

19.T a. Elemi sorműveletek közben a sortér nem változik.

b. Egy mátrix sorlépcs̋ossé transzformált alakjának nem-
zérus vektorai a sortér egy bázisát adják.

20.T a. Elemi sorműveletek közben az oszlopvektorok közötti
lineáris összefügg̋oségek nem változnak.

b. Egy mátrixnak azok az oszlopai, amelyekbe a sorlép-
cs̋os alakra hozás közben vezető egyes kerül, az oszlop-
vektorok egy maximális lineárisan független rendszerét
adják, azaz e vektorok kifeszítik az oszlopteret.

P a) Tekintsük az (1, 1, 1, 4), (1, 1,−1, 2), (2, 2, 0, 6),
(0, 0, 2, 2) vektorokat. Határozzuk meg egy bázisát az
általuk kifeszített altérnek!

b) Tekintsük az (1, 1, 2, 0), (1, 1, 2, 0), (1,−1, 0, 2),
(4, 2, 6, 2) vektorokat! Válasszunk ki e vektorok közül egy
maximális lineárisan független rendszert!

Mindkét feladat egyetlen mátrix sorlépcsős alakra hozásával
megoldható, hisz ugyanannak a mátrixnak aza)-beli vekto-
rok sorvektorai, ab)-beli vektorok oszlopvektorai.








1 1 1 4
1 1 −1 2
2 2 0 6
0 0 2 2









∼









1 1 1 4
0 0 2 2
0 0 2 2
0 0 2 2









∼









1 1 0 3
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0









Az előző két tétel szerint tehát aza)-beli vektorok által ki-
feszített tér egy bázisa(1, 1, 0, 3), (0, 0, 1, 1); a b)-beli vek-
torok közt az els̋o és harmadik vektor maximális független
rendszert alkot!

T Egy mátrix sorterének és oszlopterének dimenziója mindig
megegyezik.

D Egyvektorrendszer rangjána vektorok által kifeszített altér
dimenzióját értjük, míg egymátrix rangján a sorvektorai ál-
tal kifeszített tér, vagyis a sortér dimenzióját. EgyA mátrix
rangjátrang(A), míg az{a1, . . . ,am} vektorrendszer rang-
ját rang(a1, . . . ,am) jelöli.

21.T LegyenAm×n egy tetsz̋oleges mátrix, az általa generált le-
képezést jelöljeTA, A sorvektorainak rendszerét jelöljeS,
oszlopvektorainak rendszerétO. Az alábbi állítások ekviva-
lensek:

1. rang(S) = r;

2. rang(O) = r;

3. rang(A) = r;

4. az S-ből kiválasztható lineárisan független vektorok
számának maximumar;

5. az O-ból kiválasztható lineárisan független vektorok
számának maximumar;

6. A sorterének dimenziójar;

7. A oszlopterének dimenziójar;

8. TA képterének dimenziójar;

22.T Egyenletrendszer megoldhatósága és az oszloptér:

a) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldható
meg, ha ab vektor benne van azA mátrix oszlopteré-
ben.

b) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldható
meg, haA és

[

A b
]

oszloptere azonos.

c) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldható
meg, harang(A) = rang(

[

A b
]

).

d) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan ak-
kor oldható megegyértelműen, ha rang(A) =
rang(

[

A b
]

) = n, aholn az ismeretlenek száma.

e) A homogénAx = 0 egyenletrendszer mindig meg-
oldható, hisz mindig megoldás azx = 0, azaz a trivi-
ális megoldás. E homogén lineáris egyenletrendszer-
nek pontosan akkor van nem-triviális megoldása, ha
rang(A) < n.

B Az a) abból következik, hogyAx az oszlopainak egy line-
áris kombinációja.b) ekvivalensa)-val, c) ésd) a redukált
sorlépcs̋os alakra hozás következménye.e) ad) következmé-
nye.

23.T HaA egym × n-es mátrix, rangjak, akkor

1. TA magterének dimenziójan − k,

2. A sorlépcs̋os alakjábank nemzérus sor ésm− k zérus
sor van,

3. A sorlépcs̋os alakjábank vezet̋o 1-es van,

4. azAx = 0 egyenletrendszer megoldásábank kötött és
n − k szabad változó van.

K Ha A egym× n-es mátrix, tehátTA : R
n → R

m, akkorTA

magtere és képtere dimenziójának összegen.
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Mátrixokon értelmezett függvények

A determináns fogalma és tulajdonságai

M A 2×2-es, illetve a3×3-as determináns értéke megegyezik a
sorvektorai által kifeszített paralelogramma előjeles területé-
vel, illetve paralelepipedon előjeles térfogatával. Az előjeles
térfogat 4 fontos tulajdonságát felhasználva általánosítjuk e
fogalmat.

24.D AzR
n standard bázisának elemeit jelöljeei (i = 1, . . . , n).

Legyeneka1,a2, . . .an ∈ R
n tetsz̋oleges vektorok. E vek-

torok által kifeszített paralelepipedonelőjeles térfogatánegy
olyann-dimenziós vektor-n-eseken értelmezett valós értékű
V függvényt értünk, melyre

(1) V (e1, e2, . . . , en) = 1 (az egységkocka térfogata 1);

(2) V (a1, . . . , cai, . . . ,an) = cV (a1, . . . ,ai, . . . ,an);

(3) V (a1, . . . ,a
∗
i , . . . ,an) + V (a1, . . . ,a

∗∗
i , . . . ,an) =

V (a1, . . . ,a
∗
i + a∗∗

i , . . . ,an);

(4) V (. . . ,ai, . . . ,aj , . . . ) = −V (. . . ,aj , . . . ,ai, . . . ).

T Egyetlen olyan függvény van, mely a fenti tulajdonságokat
teljesíti.

D Egyn × n-es mátrixdeterminánsán a sorvektorai által kife-
szített paralelepipedon előjeles térfogatát értjük. Jelölése:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1

...
an

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M A következ̋okben összefoglaljuk a determinánsok tulajdon-
ságait, köztük megismételjük azokat, melyeket a 24.D defi-
nícióban adtunk meg, és azokat is, melyek ezekből levezet-
het̋ok.

25.T A determináns tulajdonságai:A továbbiakbann jelöli a de-
termináns sorainak számát,A ésB is egy-egyn×n-es mát-
rixot jelöl.

A. A determináns és az elemi sorműveletek

1. Ha a determináns két sorát felcseréljük, értéke−1-
szeresére változik (24.D (4)).

2. Ha egy sor helyébe annak konstansszorosát írjuk, a
determináns értéke is ugyanannyiszorosára változik
(24.D (2)).

3. Ha a determináns egyik sorához egy másik sorának
konstansszorosát adjuk, értéke nem változik.

B. Determináns sorai és oszlopai

1. Ha a determinánst főátlóján tükrözzük, értéke nem vál-
tozik, azazdet(A) = det(AT ).

2. A determináns sorain végzett elemi átalakítások azonos
szabályok mellett az oszlopokon is elvégezhetők.

C. Speciális alakú determinánsok értékének kiszámítása

1. Az egységmátrix determinánsa 1 (24.D (1)).

2. Ha a f̋oátló alatt csupa zérus áll, akkor a determináns
értéke a f̋oátlóbeli elemek szorzata.

3. Ha egy determinánsnak minden sorában és oszlopában
pontosan egy nemnulla eleme van, akkor értéke meg-
egyezik ezeknek az elemeknek a szorzatával, vagy an-
nak ellentettjével attól függ̋oen, hogy e determináns pá-
ros vagy páratlan számú sorcserével hozható diagonális
alakra.

D. Determináns felbontása

1. Ha azi-edik sorban csupa kéttagú összeg szerepel, ak-
kor a determináns egyenlő annak a két determinánsnak
az összegével, amelyeki-edik sorában e kéttagú össze-
gek els̋o, illetve második tagja áll, minden más soruk
pedig megegyezik az eredeti determinánséval (24.D
(3)).

2. Tekintsük azokat a determinánsokat, melyeket úgy ka-
punk az eredetib̋ol, hogy kiválasztunkn elemet, me-
lyek közül semelyik kett̋o sincs egy sorban vagy osz-
lopban. Minden determináns felbomlik az összes ilyen
módon kreált determináns összegére.

3. Lényegében az előzővel azonos tartalmú az alábbi
felbontás: tekintsük a determináns elemeiből kép-
zett összes olyana1i1a2i2 . . . anin

szorzatot, ahol
i1, i2, . . . , in az 1, 2, . . . , n számok egy permutáci-
ója. Szorozzuk meg e szorzatot−1-gyel, ha az
(i1, i2, . . . , in) permutáció az1, 2, . . . , n-ből páratlan
sok elempár cseréjével kapható meg. Az így kapott
szorzatok összege megegyezik a determináns értéké-
vel.

4. Kifejtési tétel:A determináns értéke bármely sora vagy
oszlopa szerint „kifejtve” meghatározható:

det(A) = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin

= a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj

ahol i, j = 1, 2, . . . , n, ésAij az aij elemhez tartozó
előjeles aldetermináns. Ha egy determináns egy sorá-
nak (oszlopának) minden elemét egy másik sor (osz-
lop) elemeihez tartozó előjeles aldeterminánssal szo-
rozzuk meg, és ezeket adjuk össze, 0-t kapunk ered-
ményül:

ai1Ak1 + ai2Ak2 + · · · + ainAkn = 0,

a1jA1k + a2jA2k + · · · + anjAnk = 0.

aholk 6= i, illetve k 6= j.

E. Determináns értékének zérus volta

1. Ha a determináns egyik sorának minden eleme zérus,
akkor a determináns értéke is zérus.

2. Ha a determináns egyik sora a másiknak konstansszo-
rosa, akkor a determináns értéke zérus.
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3. A determináns értéke pontosan akkor zérus, ha sorvek-
torai lineárisan összefüggőek.

F. További algebrai tulajdonságok

1. det(kA) = kn det(A), (k ∈ N),

2. det(AB) = det(A) det(B),

3. det(Am) = (det(A))m, (m ∈ N),

4. HaA invertálható, akkordet(A−1) = 1
det(A) .

P Vandermonde-determináns:A v1, v2,. . .vn számokból kép-
zettn×n-es Vandermonde-determinánsonazt a determinánst
értjük, melynek oszlopaiban e számok hatványai vannak 0-
tól n − 1-ig. E determináns és értéke:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 v1 v2
1 . . . vn−1

1

1 v2 v2
2 . . . vn−1

2
...

...
...

...
1 vn v2

n . . . vn−1
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∏

1≤i<j≤n

(vj − vi)

A Vandermonde-determinánsértékének kiszámítását egy3×
3-as determinánson mutatjuk be. A módszern × n-esre ha-
sonlóan megy.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 v1 v2
1

1 v2 v2
2

1 v3 v2
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 v1 v2
1

0 v2 − v1 v2
2 − v2

1

0 v3 − v1 v2
3 − v2

1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(v2 − v1)(v3 − v1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 v1 v2
1

0 1 v2 + v1

0 1 v3 + v1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(v2 − v1)(v3 − v1)

∣

∣

∣

∣

1 v2 + v1

1 v3 + v1

∣

∣

∣

∣

=

(v2 − v1)(v3 − v1)(v3 − v2).

D Tekintsük a négyzetesA = [aij ]n×n mátrixot! JelöljeAij

az aij -hez tartozó aldetermináns(−1)i+j-szeresét, amit az
aij-hez tartozóelőjeles aldeterminánsnak nevezünk.

T Egy négyzetes mátrix pontosan akkor invertálható, ha deter-
minánsa nem 0. HaA invertálható, akkor

A−1 =
1

det(A)
[Aij ]

T

vagyis az inverz azAij előjeles aldeterminánsokból kép-
zett mátrix transzponáltjának a determináns reciprokávalvett
szorzata.

B A tétel egyszerű következménye a determinánsok tulajdon-
ságai közt felsorolt kifejtési tételnek. Szorozzuk meg azA

mátrixot a fenti kifejezéssel:

A · 1

det(A)
[Aij ]

T =
1

det(A)
[aij ][Aij ]

T

Az [aij ] mátrix i-edik sorának és az[Aij ]
T mátrix j-edik

oszlopának skalárszorzata
∑n

k=1 aikAjk, ami i = j esetén
det(A), egyébként 0, és épp ezt akartuk bizonyítani.

26.K Legyen azA négyzetes mátrix. AzAx = 0 homogén li-
neáris egyenletrendszernek pontosan akkor van nem-triviális
megoldása, hadet(A) = 0 (ugyanis rangja ekkor kisebb,
mint az oszlopainak száma).

Cramer-szabály

M Tekintsük az

ax + cy = e

bx + dy = f

egyenletrendszert, mely ekvivalens az(a, c)x + (b, d)y =
(e, f) egyenlettel. Ennek az egyenletrendszernek a meg-
oldása annak a kérdésnek a megválaszolásával ekvivalens,
hogy az(a, b) és(c, d) melyik lineáris kombinációja egyenlő
az(e, f) vektorral. Tekintsük az alábbi ábrát, mely konkré-
tan a

3x + 2y = 7

x + 4y = 4

egyenletrendszert szemlélteti, ahol(a, b) = (3, 1), (c, d) =
(2, 4) és(e, f) = (7, 4).

(a,b)=(3,1)

(c,d)=(2,4) (e,f)=(7,4)

Könnyen ellen̋orizhet̋o, hogyx = 2 ésy = 1
2 a megoldás. Ez

megkapható a következő módon: az(e, f) vektor csúcsában
párhuzamost húzunk a(c, d) vektor egyenesével. Ez az(a, b)
vektor egyenesét olyan pontban metszi, hogy az ide mutató
vektor épp az(a, b) irányú összetev̋o. Az ábráról könnyen
leolvasható, hogy e vektornak az(a, b) vektorral való aránya
(azaz a megoldásx-értéke), megegyezik az(e, f) és (c, d)
által kifeszített paralelogramma és az(a, b) és (c, d) által
kifeszített paralelogramma területeinek arányával. Hasonló-
képpen kapható meg azy értéke is:

(c,d) (e,f)

(a,b)

(c,d)

(a,b)

(e,f)

Az előjeles területeket determinánssal felírva tehát azt kap-
juk, hogy

x =

∣

∣

∣

∣

e c
f d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a c
b d

∣

∣

∣

∣

és y =

∣

∣

∣

∣

a e
b f

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a c
b d

∣

∣

∣

∣

.
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Egy háromdimenziós vektor három adott lineárisan függet-
len vektor lineáris kombinációjaként való előállítása hasonló
eredményre vezet.

27.T Cramer-szabály:Ha azn-ismeretlenesAx = b egyenlet-
rendszern egyenletb̋ol áll, azazA n × n-es, ésBi jelöli azt
a mátrixot, melyetA-ból úgy kapunk, hogyi-edik oszlop-
vektorát kicseréljük ab vektorra, akkor az egyenletrendszer
megoldása

x1 =
det(B1)

det(A)
, x2 =

det(B2)

det(A)
, . . . xn =

det(Bn)

det(A)
.

B Mivel

x = A−1b =
1

det(A)











A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann





















b1

b2

...
bn











,

ezért

xi =
A1ib1 + A2ib2 + · · · + Anibn

det(A)
,

a számlálóban pedig éppBi determinánsa szerepel azi-edik
oszlopa szerinti kifejtésben.

Nyom

D A négyzetesA = [aij ]n×n mátrix nyomán főátlója elemei-
nek összegét értjük. A nyom, mint függvény jeletr. Tehát
tr(A) =

∑n

i=1 aii.

T A nyom tulajdonságai:HaA ésB n×n-es mátrixok, akkor

1. tr(AT ) = tr(A)

2. tr(cA) = c tr(A)

3. tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

4. tr(AB) = tr(BA)

Mátrixpolinomok

M Mátrixhoz mátrixot rendel̋o függvények szoros kapcsolatba
hozhatók a valós függvényekkel. A legegyszerűbb példa
a mátrixpolinomé, amelynek definiálása magától értetődő,
hisz négyzetes mátrix nemnegatív egész kitevős hatványa,
skalárszorosa és összege is definiálva van.

T Ha A olyan négyzetes mátrix, melynek valamelym-edik
hatványáraAm = O, akkorI − A invertálható, és

(I − A)−1 = I + A + A2 + · · · + Am−1.

T Ha A olyan négyzetes mátrix, melyben az elemek abszolút
értékének összege minden oszlopban (vagy sorban) kisebb,
mint 1, akkorI − A invertálható, és

(I − A)−1 = I + A + A2 + . . . .

Lineáris leképezés

Az R
n → R

m lineáris leképezések

28.D LegyenV ésW két olyan halmaz, melyek elemei közt értel-
mezve van az összeadás és a skalárral való szorzás művelete.
Az f : V → W leképezéstlineáris leképezésnek nevezzük,
ha

1. f homogén, azaz bármelyv ∈ V és c ∈ R esetén
f(cv) = cf(v);

2. f additív, azaz bármelyu,v ∈ V eseténf(u + v) =
f(u) + f(v).

T Az előző definíció 1. és 2. pontja ekvivalens a következővel:

3. bármelyu,v ∈ V ésc1, c2 ∈ R eseténf(c1u+c2v) =
c1f(u) + c2f(v).

P Példák lineáris leképezésre:

1. JelöljeV az [a, b] intervallumon differenciálható,W
az [a, b] intervallumon értelmezett függvények halma-
zát. A V → W : g 7→ g′ leképezés (a differenciálás
operátora) lineáris leképezés.

2. LegyenV az[a, b] intervallumon folytonos függvények

halmaza, és legyenW = R. A V → W : g 7→
∫ b

a
g

leképezés lineáris.

3. LegyenV azon valós függvények halmaza, melyeknek
van határértékük azx0 pontban. LegyenW = R. A
V → W : g 7→ limx0

g leképezés lineáris.

29.T a) HaA egym× n-es mátrix, akkor azTA : x 7→ Ax le-
képezés egyRn-ből Rm-be képez̋o lineáris leképezés.

b) Ha f : R
n → R

m egy lineáris leképezés, akkor van
olyanm × n-esA mátrix, hogyf = TA. HaR

n stan-
dard bázisának elemeite1, e2,. . .en jelöli, akkor

A =
[

f(e1) f(e2) . . . f(en)
]

.

B a) azonnal következik a mátrixműveletekből, ugyanis
A(c1u + c2v) = c1Au + c2Av.

b) bizonyításához tegyük fel, hogyf lineáris leképezés. Le-
gyenx = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen. Mivel f lineáris,

f(x) = f(x1e1 + x2e2 + · · · + xnen)

= x1f(e1) + x2f(e2) + · · · + xnf(en)

=
[

f(e1) f(e2) . . . f(en)
]











x1

x2

...
xn











.

P Az origó körüli forgatáslineáris leképezés, melynek mátrixa
α szöggel való forgatás esetén:

[

cosα − sinα
sin α cosα

]
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A bizonyítás leolvasható az alábbi ábráról:

x

y

(cosα, sin α)
(− sinα, cos α)

α

α

P Az origón átmenő egyenesre való tükrözéslineáris leképe-
zés, melynek mátrixa, ha az egyenes azx-tengellyelα/2 szö-
get zár be:

[

cosα sin α
sin α − cosα

]

A bizonyítás leolvasható az alábbi ábráról:

x

y

(cosα, sin α)

(sin α,− cosα)

α

α

P Az origón átmenő egyenesre való merőleges vetítéslineáris
leképezés, melynek mátrixa, ha az egyenes azx-tengellyelα
szöget zár be:

[

cos2 α sin α cosα
sin α cosα sin2 α

]

A bizonyítás leolvasható az alábbi ábráról:

x

y

α

(sin α cosα, sin2 α)

(cos2 α, sin α cosα)

P Mi a (5, 10) koordinátájú pontnak a3x − 4y = 0 egyenletű
egyenesre való merőleges vetületének koordinátái?

A megadott egyenes iránytangensetg α = 3/4, így irányszö-
gének szinusza és koszinusza is kiszámolható:sinα = 3/5,
cosα = 4/5. Innen a vetítés mátrixának és a pontba mutató
vektornak a szorzata:

[

16
25

12
25

12
25

9
25

]

[

5
10

]

=

[

8
6

]

Sajátérték, sajátvektor

D Azt mondjuk, hogy azn × n-es A mátrixnak (illetve az
A : R

n → R
n lineáris leképezésnek)x ∈ R

n nemzérus
vektorsajátvektora, ha megadható egy olyanλ ∈ R szám,
hogyAx = λx (illetve A(x) = λx). E λ számotsajátér-
téknek nevezzük, azx vektort e sajátértékhez tartozósaját-
vektornak.

A definíció hasonlóan fogalmazható meg egy komplex elemű
A mátrixra, illetve azA : C

n → C
n lineáris leképezésre is,

ekkorx ∈ C
n ésλ ∈ C.

Egy A mátrix, illetve egyA : R
n → R

n lineáris leképezés
sajátvektoraaz a vektor, amelyet aTA, illetve azA lineáris
leképezés a saját maga skalárszorosába visz. Ha egyv vek-
tor sajátvektor, akkor annak minden nemnulla skalárszorosa
is sajátvektor, ezért elég csak az ún. sajátirányokat meghatá-
rozni.

Egy sajátértékhez tartozó sajátvektorok alteret alkotnak, ezt
sajátaltérnek nevezzük.

Gyakran el̋ofordul, hogy bárA elemei valósak, azt mintC
feletti mátrixot tekintjük, és a komplex sajátértékeit és saját-
vektorait is vizsgáljuk.

D A λ 7→ det(A−λI) függvényλ polinomja, amit azA mátrix
karakterisztikus polinomjának nevezünk, adet(A−λI) = 0
egyenletet pedig azA karakterisztikus egyenletének.

30.T LegyenA egyn× n-es mátrix. Ekkor a következők ekviva-
lensek:

(a) λ azA sajátértéke.

(b) A homogén lineáris(A − λI)x = 0 egyenletnek van
nemtriviális megoldása.

(c) λ megoldása adet(A − λI) = 0 karakterisztikus
egyenletnek.

B (a) ⇐⇒ (b): λ azA sajátértéke⇐⇒ Ax = λx ésx 6= 0

⇐⇒ Ax − λIx = 0 (x 6= 0) ⇐⇒ az (A − λI)x = 0

egyenletnekx nemtrivi megoldása.

(b) ⇐⇒ (c): az (A − λI)x = 0 homogén egyenletnekx
nemtrivi megoldása⇐⇒ az együtthatómátrix determinánsa
0 ⇐⇒ van olyanλ, hogydet(A − λI) = 0.

T HaA egy háromszögmátrix (alsó, felső vagy diagonális), ak-
kor sajátértékei megegyeznek főátlójának elemeivel.

31.T AzA mátrixnak a0 pontosan akkor sajátértéke, haA nem
invertálható.

B A 0 pontosan akkor sajátérték, ha van egy olyanx 6= 0 vek-
tor, hogyAx = 0x, azazAx = 0, e homogén lineáris
egyenletrendszernek pedig pontosan akkor van nemtriviális
megoldása, hadet(A) = 0, azaz haA nem invertálható.

T Ha An×n sajátértékeiλ1, λ2,. . . , λn, akkor det(A) =
λ1λ2 . . . λn, tr(A) = λ1 + λ2 + · · · + λn, ahol tr(A) az
A mátrix főátlóban lév̋o elemeinek összegét jelöli.
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T Ha A négyzetes mátrix,λ egy sajátértéke, melynek mul-
tiplicitása k, akkor aλ-hoz tartozó sajátaltér legfeljebbk-
dimenziós.

P Az alábbiA ésB mátrix mindegyikének azonnal látható mó-
don(λ− 1)2(λ− 2) a karakterisztikus polinomja, ígyλ = 1
kétszeres, ésλ = 2 egyszeres sajátértéke, de míg azA esetén
aλ = 1 sajátértékhez tartozó sajátaltér 2-dimenziós, addig a
B esetén ez 1-dimenziós.

A =





2 0 0
1 1 0
1 0 1



 , B =





2 0 0
1 1 0
1 1 1



 ,

A − 1 · I =





2 − 1 0 0
1 1 − 1 0
1 0 1 − 1



 =





1 0 0
1 0 0
1 0 0



 ,

tehátA-nak a λ = 1-hez tartozó sajátaltere megegyezik
az x = 0 egyenletb̋ol álló egyenletrendszer megoldásai-
val, vagyis azyz-sík vektoraival ((x, y, z) = t(0, 1, 0) +
s(0, 0, 1)). Ez 2-dimenziós.

B − 1 · I =





2 − 1 0 0
1 1 − 1 0
1 1 1 − 1



 =





1 0 0
1 0 0
1 1 0



 ,

tehátB-nek aλ = 1-hez tartozó sajátaltere megegyezik az
x = 0, x + y = 0 egyenletekb̋ol álló egyenletrendszer
megoldásaival, vagyis az-tengely vektoraival ((x, y, z) =
t(0, 0, 1)). Ez 1-dimenziós.

Ortogonális mátrixok

D A négyzetesC mátrixot ortogonálisnak nevezzük, ha
C−1 = CT .

T LegyenA egyn × n-es mátrix. Ekkor a következő állítások
ekvivalensek:

1. A−1 = AT (A ortogonális),

2. mindenx ∈ R
n vektorra|Ax| = |x| (TA távolság-

tartó),

3. mindenx,y ∈ R
n vektorraAx · Ay = x · y (TA

skalárszorzattartó),

4. A oszlopvektorai ortonormált rendszert alkotnak,

5. A sorvektorai ortonormált rendszert alkotnak.

P Haf : R
2 → R

2 ortogonális, akkorf vagy egy origó közepű
forgatás, vagy egy origón átmenő egyenesre való tükrözés.f
mátrixa tehát (ha az elforgatás szögeα, illetve ha a tükrözés
tengelye azx-tengellyelα/2 szöget zár be):

[

cosα − sinα
sin α cosα

]

, illetve

[

cosα sin α
sinα − cosα

]

Áttérés másik bázisra

M Legyen azR2 tér két tetsz̋oleges bázisaE = {e1, e2} és
F = {f1, f2}. Fejezzük ki azF bázis elemeit azE bázisban:

[f1]E =

[

a
b

]

, [f2]E =

[

c
d

]

,

azaz

f1 = ae1 + be2

f2 = ce1 + de2.

Legyen egy tetsz̋olegesx vektor koordinátás alakja azF bá-

zisban[x]F =

[

x1

x2

]

, azazx = x1f1 + x2f2. Behelyettesítve

a fenti egyenl̋oségeket a következőket kapjuk:

[x]E =

[

a c
b d

]

F→E

[x]F

Az F → E a mátrix indexében azt jelzi, hogy a mátrix azF
bázisból azE-be való áttérés mátrixa. Általában, haE =
{e1, . . . , en} ésF = {f1, . . . , fn} azR

n két bázisa, akkor
azF → E áttérés mátrixa:

[

[f1]E [f2]E . . . [fn]E
]

T Ha C azF -ből azE bázisba való áttérés mátrixa, akkorC

invertálható, és azE-ből az F bázisba való áttérés mátrixa
C−1.

D Az R
n egy bázisátortonormáltnak nevezzük, ha a bázis ele-

mei páronként merőleges egységvektorok.

T HaE ésF egyaránt ortonormált bázisok, akkor az áttérésC

mátrixáraC−1 = CT , tehátC ortogonális, így sorvektorai
és oszlopvektorai is ortonormált rendszert alkotnak.

T Legyen E = {e1, . . . , en} és F = {f1, . . . , fn}
az R

n két bázisa, azF → E áttérés mátrixát jelölje
C. Legyen A : R

n → R
n egy lineáris leképezés.

Ekkor az A leképezés mátrixa azE ill. F bázisban
[A]E =

[

[A(e1)]E . . . [A(en)]E
]

, illetve [A]F =
[

[A(f1)]F . . . [A(fn)]F
]

, és ezek között fennáll a kö-
vetkez̋o összefüggés:

[A]F = C−1[A]EC.

Hasonlóság, diagonalizálhatóság

D Azt mondjuk, hogy az azonos méretű és négyzetesA és
B mátrixok hasonlóak, ha van olyan invertálhatóC mátrix,
hogy

B = C−1AC.

T Két mátrix pontosan akkor hasonló, ha létezik két olyan bá-
zis, hogy az egyik mátrix az egyik bázisban, a másik mátrix
a másik bázisban ugyanannak a lineáris leképezésnek a mát-
rixa.
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32.T Hasonló mátrixoknak azonos a

1. deteminánsa,

2. rangja,

3. nyoma,

4. karakterisztikus polinomja, így azonosak a sajátérté-
keik is.

B Először az utolsó állítást bizonyítjuk:
det(B − λI) = det(C−1AC − λC−1IC)
= det(C−1(A−λI)C) = det(C−1) det(A−λI) det(C)
= det(A − λI), hiszdet(C−1) det(C) = 1. Tehát a ka-

rakterisztikus polinomok azonosak, így a sajátértékek is.

Mivel a determináns és a nyom kifejezhető a sajátértékek se-
gítségével, és hasonló mátrixok sajátértékei azonosak, ezért
determinánsa és nyoma is azonos.

A rangokra vonatkozó állítás abból a könnyen bizonyítható
tételb̋ol következik, hogy ha egy invertálható mátrixot szor-
zunk egyr-rangúval, akkor a szorzatnak isr lesz a rangja.

P A
[

1 2
0 3

]

és a
[

2 2
1 2

]

mátrixok biztosan nem hasonlóak, mert
különböz̋o a determinánsuk.

D Azt mondjuk, hogy a négyzetesA mátrix diagonalizálható,
ha létezik olyan invertálhatóC mátrix, hogyC−1AC diago-
nális.

T 1. Az An×n mátrix pontosan akkor diagonalizálható, ha
vann lineárisan független sajátvektora.

2. Különböz̋o sajátértékekhez tartozó sajátvektorok lineá-
risan függetlenek.

3. Ha azAn×n mátrixnakn különböz̋o valós sajátértéke
van, akkor diagonalizálható.

B Az els̋o állítást bizonyítjuk. HaA diagonalizálható, akkor lé-
tezik olyanD diagonális ésC invertálható mátrix, hogyD =
C−1AC, azazAC = CD. LegyenC = [c1 c2 . . . cn], és
D főátlójának elemei legyenekd1, d2,. . . ,dn. Ekkor

A[c1 | c2 | . . . | cn] = [c1 | c2 | . . . | cn]











d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . dn











.

A szorzások elvégzése után az oszlopvektorok összevetése
igazolja az állítást:

[Ac1 | Ac2 | . . . | Acn] = [d1c1 | d2c2 | . . . | dncn]

P Diagonalizáljuk azA =
[

11 15
−6 −8

]

mátrixot!

Az előző tétel bizonyítása egyúttal módszert is ad a diagona-
lizálásra. A sajátvektorokból álló mátrixszal, és annak in-
verzével kell szorozni az adott mátrixot. E mátrix sajátérté-
kei 1 és 2, a hozzájuk tartozó sajátvektorok(−3, 2), illetve

(−5, 3). Így aC =
[

−3 −5
2 3

]

mátrixszal és annak inverzével,
aC−1 =

[

3 5
−2 −3

]

mátrixszal számolva kapjuk, hogy

D = C−1AC

=

[

3 5
−2 −3

] [

11 15
−6 −8

] [

−3 −5
2 3

]

=

[

1 0
0 2

]

33.T Főtengelytétel és spektrálfelbontás:Ha A n × n-es szim-
metrikus mátrix, akkor minden sajátértéke valós, és saját-
vektoraiból kiválasztható ortonormált rendszer. Legyen egy
ilyen rendszers1, s2,. . . sn. Az si vektorhoz tartozó sajátér-
téket jelöljeλi (i = 1, . . . , n). Ekkor

A =
[

s1 s2 . . . sn

]











λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn





















sT
1

sT
2
...

sT
n











A műveleteket elvégezve:

A = λ1s1 ◦ s1 + λ2s2 ◦ s2 + · · · + λnsn ◦ sn

= λ1s1s
T
1 + λ2s2s

T
2 + · · · + λnsnsT

n .

Ez utóbbi felbontást nevezik azA mátrix spektrálfelbon-
tásának.

P Határozzuk meg azA =
[

1 2
2 −2

]

mátrix spektrálfelbontását!

Könnyen kiszámolható, hogy azA mátrix sajátértékeiλ1 =
−3 ésλ2 = 2. A hozzájuk tartozó egységnyi sajátvektorok
x1 = (1/

√
5,−2/

√
5) ésx2 = (2/

√
5, 1/

√
5).

A =

[

1 2
2 −2

]

=λ1x1x
T
1 + λ2x2x

T
2

= − 3 ·
[

1/
√

5

−2/
√

5

]

[

1/
√

5 −2/
√

5
]

+ 2 ·
[

2/
√

5

1/
√

5

]

[

2/
√

5 1/
√

5
]

= − 3 ·
[

1
5 − 2

5
− 2

5
4
5

]

+ 2 ·
[

4
5 − 2

5
− 2

5
1
5

]

Összefoglaló tétel

T LegyenA egyn× n-es mátrix. Ekkor a következő állítások
ekvivalensek:

1. A elemi sorműveletekkel azIn-be transzformálható,

2. A invertálható,

3. azAx = 0 egyenletnek csak triviális megoldása van,

4. azAx = b egyenlet mindenb ∈ R
n vektorra megold-

ható,
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5. azAx = b egyenletnek mindenb ∈ R
n vektorra csak

egyetlen megoldása van,

6. A sorvektorai lineárisan függetlenek,

7. A oszlopvektorai lineárisan függetlenek,

8. A sorvektorai kifeszítikRn-t,

9. A oszlopvektorai kifeszítikRn-t,

10.A sorvektoraiRn bázisát alkotják,

11.A oszlopvektoraiRn bázisát alkotják,

12.det(A) 6= 0,

13. rang(A) = n,

14. a0 nem sajátértékeA-nak,

15.TA kölcsönösen egyértelmű,

16.TA magtere csak a0-vektorból áll,

17.TA képtere az egészRn.

Vektortér

A vektortér általános fogalma

34.D LegyenV egy tetsz̋oleges nemüres halmaz. Legyen defini-
álvaV -n két művelet: az összeadás, és a skalárral való szor-
zás, azaz bármelya,b ∈ V elemre ésα ∈ R skalárra legyen
definiálva aza + b és azαa elem. Azt mondjuk, hogy aV
halmaz e két művelettelvalós test feletti vektorteretalkot, ha
bármelya,b, c ∈ V elemre ésα, β ∈ R skalárra fennállnak
az alábbi összefüggések:

(1) a + b ∈ V (V az összeadásra nézve zárt);

(2) a + b = b + a (′+′ kommutatív);

(3) (a + b) + c = a + (b + c) (′+′ asszociatív);

(4) ∃o ∈ V , hogyo + a = a (létezik zéruselem);

(5) ∀a∃b, hogya + b = o (létezik additív inverz);

(6) αa ∈ V (V zárt a skalárral való szorzásra);

(7) α(a + b) = αa + αb;

(8) (α + β)a = αa + βa;

(9) α(βa) = (αβ)a;

(10) 1a = a;

Bármik is aV halmaz elemei, aV -ből képzett vektortér ele-
meit a vektortérvektorainak nevezzük.

M A fenti definícióban a valósR test kicserélhető bármely más
testre, így például aC testre, ekkorC test feletti vektortérr̋ol
beszélünk. Ha külön nem említjük, a továbbiakban valós test
feletti vektorterekr̋ol beszélünk.

T Tetsz̋oleges test felettiV vektortérre igazak az alábbi állítá-
sok:

1. Csak egyetlen zéruselem létezik.

2. Mindena ∈ V vektornak egyetlen additív inverze léte-
zik.

3. Mindena ∈ V vektorra:0a = o.

4. Mindenα ∈ R valósra:αo = o.

5. Jelölje a tetsz̋olegesa ∈ V elem additív inverzét−a.
E jelölés mellett(−1)a = −a.

6. Haαa = o, akkorα = 0 vagya = o.

P Néhány példa vektortérre:

1. azR
3 tér origón áthaladó egy egyenesének (egy sík-

jának) pontjaiba mutató vektorok halmaza a szokásos
vektorműveletekkel;

2. az [a, b] intervallumon értelmezett folytonos függ-
vényekC[a, b] halmaza (differenciálható függvények
D[a, b] halmaza) a függvények között értelmezett
összeadás és valós számmal való szorzás műveletével;

3. azm × n típusú valós mátrixok a mátrixok összeadá-
sának és valós skalárral való szorzásának szokásos mű-
veletével valósok feletti vektorteret alkot;

4. az m × n típusú komplex mátrixok valós skalárral
való szorzás esetén valós test feletti vektorteret ad, míg
komplex skalárral való szorzás esetén komplex test fe-
letti vektorteret;

5. a legfeljebb negyedfokú valósegyütthatós polinomok
halmaza a szokásos polinomműveletekkel.

M A vektortér elemeineklineáris kombinációja, lineáris füg-
getlensége ugyanúgy definiálható, mint korábban.

D EgyV vektortér egyL részhalmazát aV alterének nevezzük,
haL vektortér aV -beli összeadás és skalárral való szorzás
műveletével.

T LegyenL aV vektortér egy nemüres részhalmaza. Ekkor az
alábbi állítások ekvivalensek:

1. L altereV -nek;

2. tetsz̋olegesa,b ∈ L és α ∈ R eseténa + b ∈ L
ésαa ∈ L (azaz abból, hogyL eleget tesz-e a 34.D
definíció tíz kikötésének, elég csak az (1)-t és az (6)-t
ellenőrizni);

3. tetsz̋olegesa,b ∈ L ésα, β ∈ R eseténαa + βb ∈ L;

4. tetsz̋olegesL-beli a1, . . . ,ak vektorok összes lináris
kombinációja isL-ben van.
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