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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei

m Ha f(x) = 322 axx* és D diagonilis, tovabba D f3atldbeli elemei
benne vannak a hatvanysor konvergenciatartoméanyaban, akkor

f(D) = Z aka = diag Z akdf, e Z akdf
k=0 k=0 k=0

= diag(f(d1), ..., f(dpn)).
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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei
m Ha f(x) = 322 axx* és D diagonilis, tovabba D f3atldbeli elemei
benne vannak a hatvanysor konvergenciatartoméanyaban, akkor

f(D) = Z aka = diag (Z akdf, cee Z akdf>
k=0 k=0 k=0

= diag(f(d1), ..., f(dpn)).

Eszerint példaul barmely diagonalizdlhaté A matrixra értelmezheté az
eA hatvany, nevezetesen
2 A"

A
A=A
2! n!
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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei

m Ha f(x) = 322 axx* és D diagonilis, tovabba D f3atldbeli elemei
benne vannak a hatvanysor konvergenciatartoméanyaban, akkor

f(D) = Z aka = diag (Z akdf, cee Z akdf>
k=0 k=0 k=0

= diag(f(d1), ..., f(dpn)).

Eszerint példaul barmely diagonalizdlhaté A matrixra értelmezheté az
eA hatvany, nevezetesen
2 n
eA:H—A—i—%—i----—i—%—i—...
Hasonléképp definidlhaté az In(l + A) matrixfiggvény is.
Folhasznalva a

2 3 4
X X X
IN(1+x)=x—"75+% -7 +... 1
n(l+x)=x T3 77 x| <
hatvanysort kapjuk, hogy
A2 A3 A4
n(l+A)=A— -+ 5 = Tt 3ME I
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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei

m Egy hatvanysorba fejthetd fliggvénynek egy diagonalis matrixban — és
igy barmely diagonalizalhaté méatrixban — folvett értékét a
fuggvénynek csak a sajatértékekben vald viselkedése befolyasolja.
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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei

m Egy hatvanysorba fejthetd fliggvénynek egy diagonalis matrixban — és
igy barmely diagonalizalhaté méatrixban — folvett értékét a
fuggvénynek csak a sajatértékekben vald viselkedése befolyasolja.

m A Cayley—Hamilton-tétel szerint minden matrix kielégiti sajat
karakterisztikus egyenletét, igy egy n-edrend(i matrix minden
hatvanya legfoljebb n — 1-edik hatvanyok linearis kombinaciéjaval
helyettesithetd, azaz a fliggvény értéke egy polinomba valé
helyettesitéssel is kiszamolhaté.
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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei

m Egy hatvanysorba fejthetd fliggvénynek egy diagonalis matrixban — és
igy barmely diagonalizalhaté méatrixban — folvett értékét a
fuggvénynek csak a sajatértékekben vald viselkedése befolyasolja.

m A Cayley—Hamilton-tétel szerint minden matrix kielégiti sajat
karakterisztikus egyenletét, igy egy n-edrend(i matrix minden
hatvanya legfoljebb n — 1-edik hatvanyok linearis kombinaciéjaval
helyettesithetd, azaz a fliggvény értéke egy polinomba valé
helyettesitéssel is kiszamolhaté.

A Legyen az A € C"™" matrix Jordan-felbontdsa A = CJC~! és
p € C[x] egy tetszleges polinom. Ekkor
p(Ji) O o)
o(A) = cpict—c| ° p(:J2) | © e,
0O 0 .. p)
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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei

m Tegyiik fel, hogy az f fuggvény X koril Taylor-sorba fejthetd, azaz

FIm () (

F(x)=fA)+FAN)(x=A)+...+ poy

x—=AN)"+ ...

és legyen J € C™" egy Jordan-blokk, azaz

A0 ... 0 01 O A1 O
0O N ... O 0 0 1 0 N 1
J=A+N = SRR + 00 0 =10 o0
0 0 A
IMEIull
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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei

m Tegyiik fel, hogy az f fuggvény X koril Taylor-sorba fejthetd, azaz

FIm () (

F(x)=fA)+FAN)(x=A)+...+ poy

x—=AN)"+ ...

és legyen J € C™" egy Jordan-blokk, azaz

A0 ... 0 01 O A1 0
0 A ... 0f |00 1 0 A 1
IEAN= T oo o 1o 0 A
00 ... X\
m Mivel N” = O, fenn kell alljon az
F(n=1)(y
F(4) = FO+N) = FO + F/(AN + ... + (n—1()|)Nn !

Osszefliggés — ha egyaltalan van értelme az f(J) kifejezésnek.
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Diagonalizalhaté matrixok fiiggvényei

m Tegyiik fel, hogy az f fuggvény X koril Taylor-sorba fejthetd, azaz

FIm () (

F(x)=fA)+FAN)(x=A)+...+ poy

x—=AN)"+ ...

és legyen J € C™" egy Jordan-blokk, azaz

A0 ... 0 01 O A1 0
0 A ... 0f |00 1 0 A 1
IEAN= T oo o 1o 0 A
00 ... X\
m Mivel N” = O, fenn kell alljon az
F(n=1)(y
F(4) = FO+N) = FO + F/(AN + ... + (A) -1

Osszefliggés — ha egyaltalan van értelme az f(J) kifejezésnek.
Tehat az f fliggvénynek csak a Jordan-matrix rendjénél kisebb rend(
derivaltjai jatszanak szerepet a fiiggvényértékben. 3MEiull
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Diagonalizalhaté matrixok fliiggvényei

Matrixfliggvény a Jordan-alakbdl

Matrixfiiggvény Hermite-polinommal
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

Spektrumon definialt fliggvény

D Legyen az A matrix spektruma {A1,..., Ac}, a A; sajatértékhez
tartozé legnagyobb Jordan-blokk rendjét jelolje m;. Azt mondjuk,
hogy f definidlva van az A spektrumén, ha az

FON), j=1,....m—1,i=1,...k

értékek léteznek. Azt mondjuk, hogy ezek az értékek az f értékei az
A spektruman.
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

Spektrumon definialt fliggvény

D Legyen az A matrix spektruma {A1,..., Ac}, a A; sajatértékhez
tartozé legnagyobb Jordan-blokk rendjét jelolje m;. Azt mondjuk,
hogy f definidlva van az A spektruman, ha az

FON), j=1,....m—1,i=1,...k
értékek léteznek. Azt mondjuk, hogy ezek az értékek az f értékei az

A spektruman.

m Minden fiiggvény, mely C minden pontjadban értelmezve van,
tetszéleges matrixra értelmezve van annak spektruman. Igy minden
polinom értelmezve van minden matrix spektruman, ami 6sszhangban
lesz azzal, hogy minden négyzetes matrixnak barmely
polinomfiiggvénye értelmezve van.

3Meiull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Matrixfiiggvények 2016. aprilis 18. 8 /17



Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

Spektrumon definialt fliggvény

D Legyen az A matrix spektruma {A1,..., Ac}, a A; sajatértékhez
tartozé legnagyobb Jordan-blokk rendjét jelolje m;. Azt mondjuk,
hogy f definidlva van az A spektruman, ha az

FON), j=1,....m—1,i=1,...k

értékek léteznek. Azt mondjuk, hogy ezek az értékek az f értékei az
A spektruman.

m Minden fiiggvény, mely C minden pontjadban értelmezve van,
tetszéleges matrixra értelmezve van annak spektruman. Igy minden
polinom értelmezve van minden matrix spektruman, ami 6sszhangban
lesz azzal, hogy minden négyzetes matrixnak barmely
polinomfiiggvénye értelmezve van.

m Ha g az A matrix minimalpolinomja, akkor u értelmezve van A
spektruman, és p értékei A spektruman mind nullak. Ez egybdl
kovetkezik a minimalpolinom eléallitasabdl és a fenti definiciob6BMEILI
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

Matrixfliggvény a Jordan-alakbdl

D Legyen A € C"™*" Jordan-felbontdsa A = CJC!, ahol

J =diag(Jy,. ..,
rendjét. Ekkor

Ji) a Jordan-féle normalalakja, és n; jeldli a J; blokk

f(A) = CF(I)C! = Cdiag(f(J1),...,f(Jx))CH,
ahol

r (Y. (nj—=2)(x; (ni—=1)(x:)

) ) S5 T T

0 ) PO . TG
fdi) = (1)

0o 0 0 F'(\) ”“

0 0 0 o) O

0 0 0 ... 0 FO)
3MEelull
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Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Matrixfiiggvények



Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

m Egyszerii képletbehelyettesitéssel f(x) = x> esetén

[2 1]3_lf(2) f’(z)]_ls 121
02 “|o f2] o 8|
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

m Egyszerii képletbehelyettesitéssel f(x) = x> esetén

[2 113_ [f(Q) f’(Q)] B ls
02 |0 f@ o

m Az f(x) = e* fuggvény esetén, ha

210 e? e? %
A=|0 2 1|, akkor A =0 &2 &2
0 0 2 0 0 &2
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

m Egyszerii képletbehelyettesitéssel f(x) = x> esetén

[2 1]3_[&2)
02 T|o

m Az f(x) = e* fuggvény esetén, ha

F2)]  [s
f(2)] - [o

210 e ¢? %2
A=|0 2 1|, akkor A =0 &2 &2
0 0 2 0 0 €2
m Altaldban a \-hoz tartozé Jordan-blokkra
A10 ...0 1
O N1 ... 0
J=10 0 A 0| esetén el =¢* |0
0 0 0 ... X\ 0
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

Matrix exponencidlis fliggvénye

P Legyen
-3 2 1
A=| 1 -2 1
-1 -2 -5
Hatarozzuk meg az e® matrixot!
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

Matrix exponencidlis fliggvénye

P Legyen
-3 2 1
A=| 1 -2 1
-1 -2 -5
Hatarozzuk meg az e® matrixot!

M A karakterisztikus polinomja
x3 4 10x2 +32x + 32 = (x + 2)(x + 4)?,
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbdl

Matrix exponencidlis fliggvénye

P Legyen
-3 2 1
A=| 1 -2 1
-1 -2 -5
Hatarozzuk meg az e® matrixot!

M A karakterisztikus polinomja
x3 4 10x2 +32x + 32 = (x + 2)(x + 4)?,

-2 0 0 1 1 0
0 0 -4 -1 -1 -2

1 [e2+1 22—-2 €2-1
eh = PPl = e e2—-1 22 e2-1
€ 11— e 2-2e% 3-—¢° SMEIul
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

Matrixfuggvény Hermite-polinommal

3Meiull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Matrixfiiggvények 2016. aprilis 18. 12 /17



Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

Spektrumon azonos értékeket adé polinomok

A Tetszéleges p és g polinomokra és A € C™" matrixra p(A) = g(A),
pontosan akkor teljesiil, ha p és g értékei A spektruman azonosak.
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

Spektrumon azonos értékeket adé polinomok

A Tetszéleges p és g polinomokra és A € C™" matrixra p(A) = g(A),
pontosan akkor teljesiil, ha p és g értékei A spektruman azonosak.

B Ha p(A) = g(A), akkor h = p — g annullélja A-t, igy h oszthaté a
minimalpolinommal, igy a minimalpolinommal egyiitt h értékei is
nulldk az A spektruman.
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

Spektrumon azonos értékeket adé polinomok

A Tetszéleges p és g polinomokra és A € C™" matrixra p(A) = g(A),
pontosan akkor teljesiil, ha p és g értékei A spektruman azonosak.

B Ha p(A) = g(A), akkor h = p — g annullélja A-t, igy h oszthaté a
minimalpolinommal, igy a minimalpolinommal egyiitt h értékei is
nulldk az A spektruman.

Ha p és g értékei A spektruman azonosak, akkor a h = p — g polinom
értékei mind nulldk. Az ilyen polinomok alakja [T7_;(x — A\;)™ g(x),
azaz h = pg, tehat h annulldlja A-t, igy p(A) = q(A).
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

Matrixfliggvény kiszamitasa polinominterpolacioval

D Legyen A minimalpolinomja pa, és tegyiik fel, hogy az f fliggvény
definidlva van A spektruman. Ekkor f(A) := p(A), ahol p az a
polinom, melynek foka kisebb pa fokanal, és amely eleget tesz a

pDN) =N, j=1,....m—1i=1,...  k (2)

feltételeknek, ahol m; a A; sajatértékhez tartozd legnagyobb
Jordan-blokk rendjét jeloli.

3Meiull
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

m A definicibban megadott polinom egyértelmien létezik, ezt nevezziik
Hermite-polinomnak, mely explicit médon is megadhaté:

- =M e agm ) )
P( ) - ; Z j J];_é[,( )‘J) y 8i Hk;éi(x I >\k)
3Meiull
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

m A definicibban megadott polinom egyértelmien létezik, ezt nevezziik
Hermite-polinomnak, mely explicit médon is megadhaté:

S
AiY : f(x)
LOEDY Z a1 CERV L R T
i=1 J: J#i ki k
m Ha A-nak minden sajatértéke egyszeres algebrai multiplicitasi, azaz
s = n és m; = 1 minden i-re, akkor az el6z6 formula az ismert
Lagrange-féle interpolaciés polinomot adja:

P00 =3 (0T )

i=1 J#i

3Meiull
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

m A definicibban megadott polinom egyértelmien létezik, ezt nevezziik
Hermite-polinomnak, mely explicit médon is megadhaté:

(X) B i m,zl J) )‘/ H(X _ )\')mj L f(X)
S i=1 & J! J#i ' o [Tiei(x = Ak)

m Ha A-nak minden sajatértéke egyszeres algebrai multiplicitasi, azaz
s = n és m; = 1 minden i-re, akkor az el6z6 formula az ismert
Lagrange-féle interpolaciés polinomot adja:

P00 =3 (0T )

i=1 J#i

Ha pedig A-nak csak egyetlen sajatértéke A\, melynek n az algebrai
multiplicitasa, azaz s = 1, my = n, akkor f Taylor-polinomjat kapjuk:

Z FO (A W
3Meiull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Matrixfiiggvények 2016. aprilis 18. 15 / 17



Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

m Az Hermite-polinom ugyan egyértelmii, de nem mindig tudjuk
kénnyen meghatarozni, példaul ha a matrixnak csak a sajatértékeit
ismerjik, de a legnagyobb Jordan-blokk méretét nem. A korabbiak
szerint barmely mas polinom is megfelel, mely kielégiti a (2)
feltételeket.
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

m Az Hermite-polinom ugyan egyértelmii, de nem mindig tudjuk
kénnyen meghatarozni, példaul ha a matrixnak csak a sajatértékeit
ismerjik, de a legnagyobb Jordan-blokk méretét nem. A korabbiak
szerint barmely mas polinom is megfelel, mely kielégiti a (2)
feltételeket.

m Nézziik az f(x) = x> fiiggvény helyettesitési értékét a A = [2 3
métrixban. Ugyan f polinom, de mivel ua(x) = (x —2)?, azaz a
minimalpolinom kisebb foki, ezért van olyan elséfokd polinom is,
mely A-ban azonos értéket ad. E polinom az x3 : ua(x) osztas

maradéka. Mivel x3 = (x — 2)?(x + 4) + (12x — 16), azaz a maradék
12x — 16, ezért

o o el -

3Meiull
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal
m Keressiik meg az f(x) = x3 Hermit-féle interpolaciés polinomjat

f(2) =8 =p(2) =2a+b

—12,b= —16.
F1(2) = 12 = p(2) = a. ?

3Meiull
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

m Keressiik meg az f(x) = x3 Hermit-féle interpolaciés polinomjat
f(2)=8=p(2)=2a+0b
e P2) a=12,b=—16.
f(2)=12=p'(2) = a.

m A= A2

o OoON

1
2
0

N = O
[0}

3Meiull
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal

m Keressiik meg az f(x) = x3 Hermit-féle interpolaciés polinomjat

f(2) =8=p(2) =2a+b
) p() ot a=12b=—16.

f'(2)=12=p'(2
2 10
mA=1|0 2 1],
0 0 2
pa(x) = (x —2)3 ~ Hermit-polinom: p(x) = ax? + bx + ¢
eX|2: =p(2)=4a+2b+c
’2: =p'(2)=4a+b wa:e2/2,b:—e2,c:e2,->
e)()//}2 _ 2 — p/(2) — 22

3Meiull
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Matrixfiiggvény Hermite-polinommal
m Keressiik meg az f(x) = x3 Hermit-féle interpolaciés polinomjat

f(2) =8=p(2 ):23+b

a=12 b= -16.
f'(2) =12 = p/(
210
mA=1|0 2 1],
0 0 2
pa(x) = (x —2)3 ~ Hermit-polinom: p(x) = ax? + bx + ¢

e|,=e*=p(2)=4a+2b+c
Y|, =e*=p'(2) =4a+b ~ a=e*/2,b=—e*c=¢ ~
"}2:ez—p’(2):2a.
2

e® = p(A) = %A2 — A +
2[4 41 210 100
:?044—e2021+e2010
00 4 001 00 1 3MEul
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