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4.5. Diagonalizalhatésag

Mind bizonyos problémdk megértésében, mind a gyakorlati alkalmazdsok-
ban fontos lehet, hogy eqy linedris leképezés mdtrizdt milyen bazisban irjuk
fel. Lattuk milyen sokat segit, ha a bdzis sajdtvektorokbdl dll, sét, ha még
ortonormdlt is. Ekkor a mdtriz diagondlis alakot 6lt. Kérdés azonban,
milyen mdtrizok diagonalizdlhatdk, és amelyek nem, azokkal mit tudunk
kezdens.

Ortogonalisan és unitéren diagonalizalhaté matrixok
Schur-felbontas

Altalanositott sajatvektorok és a Jordan-blokk Tekintsiik a 4.58. pél-
daban szerepls

matrix hatasat a standard béazis vektorain:

Ael = 461
Aeg =e; + 482
Ae3 =eg9 + 463

Atrendezés utan kapjuk, hogy:

(A — 4I)e1 =0
(A — 41)62 =€
(A — 41)6‘3 = €9

Az A — A\I matrix fenti hatasat a kovetkez6 diagrammal fogjuk szemlél-

tetni:
A—41 A—41 A—41
0 «—— e € €3

Eszerint e; sajatvektor, és mint a 4.58. példaban lattuk, A-nak més sa-
jatvektora nincs. Viszont az el6zd egyenletekbdl a kévetkezs Osszefiiggés
adodik:

(A —4I)%e; =0
(A —4T)%e3 = 0.

Az ilyen vektorokra kiilon elnevezést fogunk alkalmazni:

4.71. DEFINICIO: ALTALANOSITOTT SAJATVEKTOR. Az X # 0 vektort
a négyzetes A matrix \ sajatértékéhez tartozé dltaldnositott sajdtvekto-
ranak nevezziik, ha valamilyen k természetes szamra (A — A\I)Fx = 0.

= 1 esetén x sajatvektor. Az altalanositott vektorokbol allo x; (i =
1,2,...,k) sorozatot Jordan-lincnak nevezzik, ha (A — AI)x; = x;-1
és (A — )\I)Xl =0.

Az el6z6ekben vizsgalt konkrét példaban tehat a térnek sajatvektorokbol
allo bazisa nincs, hisz a sajataltér csak 1-dimenzids, de &ltalanositott
sajatvektorokbol 4llo bazisa van.
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4.72. PELDA: JORDAN-LANC KONSTRUKCIOJA. Keressiink az alabbi
méatrixok minden sajataltérének minden bazisvektorahoz egy abban vég-
z6d6 Jordan-lancot:

6 -1 -3 3 0 1
A=|-1 5 2l ésaB=| 0 4 0
2 -1 1 -1 0 5

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinom mindkét matrix esetén —A3 +
1202 —48)\+64 = (4—)\)3, ezért A = 4 haromszoros algebrai multiplicitdst
sajatértéek.

Az A matrix esetén a sajataltér 1-dimenzids, melyet az x; = (1,—1,1)
vektor feszit ki.

Mivel (A — 41)3 = O, ezért legfoljebb harom hosszii sorozatra sza-
mithatunk: olyan x2 és x3 vektort keresiink, melyre (A — 4I)xy = x; és
(A — 4I)x3 = x3. Ez két egyenletrendszer, megoldasat jelenti. Elég a
megoldasok koziil egyet kivalasztani:

2 -1 -3 0 -1
A4l = |-1 1 2|, egy-egy megoldas: xo = |—1|, x3= [—2].
2 -1 -3 0 0

Ezek a kovetkezd lancot adjak:

0 A ) —(1,-1,1) 2% x5 = (0,-1,0) 2= x5 = (—1,-2,0)

A B matrix esetén a sajataltér 2-dimenzios, melyet az x; = (1,0,1)
és az y,(0,1,0) vektorok feszitenek ki.

Mivel (B — 4I)? = O, ezért legfoljebb ketts hosszii lancra szamit-
hatunk: olyan x5 és y, vektort keresiink, melyre (B — 4I)xs = x; és
(B—4I)y, = y;. Ezek koziil az els6 megoldhato, és megoldasainak egyi-
ke (—1,0,0), mig a masodik nem oldhaté meg. Ez két lancra vezet:

Oﬂxl = (17071)<ﬂ)(2 = (_17070)

0 2=y, = (0,1,0)
A két lanc 2 és egy 1 hosszi. ]

A bevezet6ben mutatott matrix-tipus fontos szerepet jatszik a tovab-
biakban:

4.73. DEFINICIO: JORDAN-BLOKK. Azt a négyzetes matrixot, mely-
nek f6atlojaban azonos A értékek, folotte 1-esek, egyebiitt 0-k allnak,
azaz melynek alakja

A1 0 0 O
0 XN 1 0 O
0 0 A 0 0
Jy= . (4.7)
0 0 O A1
0 0 0 0 A

Jordan-blokknak nevezziik.

A fentiek mintajara konnyen lathato, hogy az ilyen métrixoknak a stan-
dard bézis minden vektora altalanositott sajatvektora, tehat kimondhato
a kovetkez6 megallapitas: minden Jordan-blokknak van 4ltalanositott sa-
jatvektorokbol allo bazisa.

4.74. PELDA: JORDAN-LANCHOZ TARTOZO JORDAN-BLOKK. Irjuk fel
a 4.72. példaban szerepl6é méatrixot az ott konstrudlt Jordan-lanc vekto-
raibol allo bazisban!
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MEGOLDAS. Mivel Axg = 4x3 4+ X2, Axs = 4X5 + X1 és Axy = 4xq,
ezért az {x1,X2,X3} bazisban a leképezés matrixa

J=

S O W~

1
4
0

AN

Ezt az eredményt az attérés C = [x; x2 X3] matrixdval valo kozvetlen
szamolassal is megkaphatjuk, ha elvégezziik az alabbi matrixszorzasokat:

-2 -3 0 6 —1 -3 1 -3 0
J=C'AC=|-1 -1 0| |-1 5 2||-1 2 0
-1 0 1 2 -1 1 1 -3 1

Jordan normalalak Nem hozhat6 minden méatrix diagonalis alakra, de
egy ahhoz kozeli alak megvalosithatd, ahol csak kozvetleniil a f6atlo f6lott
lehetnek nemnulla elemek, azok is csak l-esek. Raadasul ez az alak jol
lefrja a méatrix szerkezetét.

4.75. TETEL: JORDAN NORMALALAK. Barmely C™*"-beli matrix ha-
sonlé egy Jordan-blokkokbol all6 blokkdiagonalis métrixhoz. E métrix
a Jordan-blokkok sorrendjétdl eltekintve egyértelmi. Részletesen meg-
fogalmazva: minden A € C™*™ matrixhoz létezik olyan C métrix, hogy
a J = C"'AC maétrix alakja

J, O o)
0J ... 0

=\ 7 (4.8)
o 0 .. I

ahol J; a \; sajatértékhez tartozo Jordan-blokk és k az A fiiggetlen
sajatvektorainak maximalis szama.

» A kiilonb6z6 Jordan-blokkok nem sziikségképp kiilonb6z6 sajatérté-
kekhez tartoznak.

Bi1zoNYITAS. Megmutatjuk, hogy ha talalunk k fiiggetlen sajatvektort,
akkor taladlunk k Jordan-lancot is, melyek vektorai a tér bazisat adjak.

A matrix méretére vonatkozo teljes indukcioval bizonyitunk. n = 1
esetén az allitas nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy igaz az allitds minden
n-nél kisebb méretd matrixra.

Legyen A az n x n-es A matrix egy sajatértéke, és legyen x egy hozza
tartozd sajatvektor. Az (A — AI)x = 0 megoldéasainak terét, vagyis a
A-hoz tartozo sajatalteret jeldlje Ny. Ennek dimenziojat, vagyis (A — AI)
nullitasat jelolje r.

Mivel r > 0, ezért a dimenziotétel miatt (A — AI) oszlopterének di-
menziéja n — r < n. Jeldlje az oszlopteret Oyx. Az O, invarians altere
A-nak, azaz A(O),) C O,, ugyanis O elemei (A — AI)v alaktak, ahol v
tetsz6leges, és A(A — MI)v = (A2 — AA)v = (A — MI)(Av) ugyancsak
eleme Oy-nak. Az A métrixleképezést sztikitsiik le O-ra, jelolje ezt A.

Az A métrix n — r meéretl, ezért az indukcios feltevés szerint van
Jordan-lancokbol all6 béazisa. A kovetkezs diagram e lancokat szemlélteti,
és azt, hogy A - I hogy hat rajtuk. Mivel azonban e halmazon ez
megegyezik A — AI hatéasaval, a nyilak f6lé is ezt irjuk:

A—-)\1 A-)\1I A—\I 1
—

x] Y= L Y x

0
A1 9 A—XoI A—XolI 9
0 ———— Xl — N —

p AT A-),1
0 —— Xl — e — xP
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Itt az x] vektor felsG indexe a lanc sorszamat jeloli.

Az A — ) oszloptere és magtere metszetének dimenzidjat jeldlje q,
azaz legyen ¢ = dim(O\ N N,). Mivel Ny elemei az A sajatvektorai,
azok O-ba es6 baziselemei pedig az x| vektorok, ezért ¢ koziiliik a A
sajatvektora, azaz q sajatérték megegyezik A-val, pl. az els§ ¢, azaz
Ai =X (i =1,2,...,q). E ¢ lanc végén levs x! vektorok elemei O-
nak, tehat mindegyikhez van olyan y; vektor, hogy (A — Al)y; = x%.
(i=1,2,...,q).

Az Ny altér r-dimenziés, annak g-dimenzios alteréhez taldlunk olyan
Z alteret, mely r — g-dimenziés, és minden vektora sajatvektor. Igy a
Jordan-lancok igy alakulnak:

A 1 A A1 1 A1

0 — X — R X, —— ¥
A-)I q A-)I A-)I q A-)I
0 — X — cee xt, — vy,
A-Xg4al g+1  A-Xgul A—Xgqil
q+1
— X e xiT
A1 » A1 AN, I
0 X con e e }ds’p
A-AI
0o — 71
A
0 — Zr_q

(4.9)

Az x-vektorok szima n—r, az y-vektorok szama ¢, a z-vektorok széma

r — q, ezek Osszege pedig n, tehat van elég vektor egy bazishoz. Mar csak

a fliggetlenségiiket kell belatni. A konstrukcié olyan volt, hogy az x- és

z-vektorok mind fliggetlenek egymaéstol, csak az y-vektorok télik vald
fliggetlenségét kell bizonyitani. Tegyiik fel, hogy

G+ niy+ Y Gz =0,
i i :

ahol nem minden 7; nulla. Szorozzuk meg az egyenlGséget (balrol) az
A — MI matrixszal. Mivel az els6 ¢ lanc végén 1évs x! -vektorok kisebb
indextiekbe mennek, mésrészt (A — M)y, = X%, ezért olyan Gsszefiig-
géshez jutunk, amelyben mar csak x-vektorok lesznek, de nem minden
egyiitthato nulla, hisz van nemnulla 7 egyiitthatd, és ez ellentmondas.

Be kell még latnunk, hogy e felbontés egyértelmii. Ehhez elég beléatni,
hogy barmely két hasonlé6 métrix Jordan-alakjanak meghatarazé adatai
a hasonlésagra nézve invaridnsak.

A Jordan-blokkok, és igy a Jordan-lancok szdma megegyezik a fiig-
getlen sajatvektorok maximaélis szamaval — ez invarians.

Az egyszertiség kedvéért elészor tegyiik fel, hogy A minden sajatértéke
azonos, jelolje A. A tovabbiak konnyebb megértésére lassunk egy konkrét

példat. Legyen az A matrix karakterisztikus polinomja (A — x)13, és
tegyiik fel, hogy Jordan-bézisa a kévetkez6képp néz ki:
0 A X! A-)I 1 A-)I X AT 1
o AN <2 A-)I 2 A-)I x2 A-I 2
0 AN 3 A-)I 3 A-)I X3 (4.10)
0 AT X‘ll
0 AT x?

A leghosszabb blokk mérete 4, ami A — AI ismeretében tgy kaphaté meg,
hogy 4 az a legkisebb s kitevs, melyre (A — AI)* = O. Altalaban is igaz,
a legnagyobb blokk meérete az a legkisebb s, melyre (A — AI)* = O. A
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méatrix hatvinyanak zérus volta is invarians, igy hasonlé métrixokra a
leghosszab lanc hossza is azonos.

Legyen a A sajatértékhez tartozé i-hosszi Jordan-lancok szama m,;.
A 4.10. diagramon my = 2, my = 0, mg = 1, my = 2. Lathato, hogy (A —
AI) hatvanyainak rangjabol megmondhato, hogy vektor nem futott még
a nullvektorba, innen pedig az m,; értékek is kiszamolhatok. Esetiinkben

my =1 ((A - AI)%) =2
m3+2m4:r((A—/\I)2) =5
ma +2m3 +3my =1 (A — \I) =8
mi+me+mg+myg=n—1r(A-AN)=13-8=5

és ez az egyenletrendszer egyértelmien megoldhato. Altalaban

ms =1 ((A = AI)* )
Me_1 +2mg=r1 ((A - )\I)‘FZ)
Ms_o+2ms_1+3ms=r ((A — )\I)S_Q)

me+2ms+ -+ (s — 1)ms = r(A — AI)
mi+ma+ms+---+mg_1+my=n—r(A— )

Ennek az egyenletrendszernek a jobb oldalan a hasonlosigra nézve invari-
ans értékek vannak, az egyilitthatomatrix haromszog alaku, igy egyszeri
visszahelyettesitéssel megoldhato, f6atlojaban csupa egyes van, melynek
kovetkeztében a megoldés egyértelmd, mésrészt a megoldasok mindegyike
egész szam.

Ha a matrixnak nem csak egy sajatértéke van, akkor sajatértéken-
ként egy ilyen egyenletrendszert kapunk, mely annyiban véltozik az els-
z6hoz képest, hogy ha A multiplicitdasa m()\), akkor A — AI hatvanyainak
rangjahoz az Osszes A\-tdl kiilonbozs sor eggyel hozzajarul, igy az egyen-
letrendszerek jobb oldalabol (n — m(A)-t ki kell vonni. A legnagyobb
blokk mérete ekkor A — A\I-nek az a legkisebb s hatvanya, melynek rang-
ja el6szor éri el n — m(\)-t. Igy az Osszes esetre altalanosan érvényes
egyenletrendszer:

ms =m(A) —n+r1 ((A—A)*)
M1+ 2ms = m(X) —n+1((A = AD)*7?)
Ms—2 +2ms_1 +3ms =m(A) —n+r ((A - AI)S_Q)

mo+2m3+ -+ (s — )ms = m(A) —n+1r(A — AI)
my+mo+ms+---+me_1+ms =n—r(A— )

4.76. PELDA: NORMALALAKOK. Hany hasonlosigi osztalya van az
olyan 4 x 4-es matrixoknak, melyeknek (1 — \)* a karakterisztikus po-
linomja. Soroljuk fel az Gsszes lehetséges Jordan-alakot.

MEGOLDAS. A lehetséges 6t alak elemi leszdmlélassal megkaphato:

1000 1100 1 100
01 00 01 00 0100
001 o0/”]00 10”00 1 1|’
000 1] (000 1 |00 01
1 1 0 0] [1 1 0 O]
01 10 01 10
001 o0/”]0 011
000 1] [0 0 0 1
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4.77. PELDA: JORDAN-BLOKKOK MERETE. Egy 10 x 10-es A maétrix-
nak A\ 10-szeres algebrai multiplicitasu sajatértéke. A — AI hatvanyainak
rangja rendre 5, 2, 1, 0. Irjuk fel a Jordan normaélalakjat!

MEGOLDAS. A blokkok szama, ami megegyezik a Jordan-lancok szaméval
5, mivel n—r(A) = 10—5 = 5. A leghosszabb lanc hossza 4, mivel A —AI
legkisebb zérusmatrixot ad6 hatvanya a 4-dik. Az egyenletrendszer és
megoldasa, valamint a J Jordan-métrix:

m4=1 m4=1

1
Al
m3—|—2m4:2 - m3:0 N J— A)\;
mo +2m3 +3myg =5 mo = 2 A1
A
my1+mo +ms+my =5 my = 2 A

4.78. PELDA: JORDAN-BLOKKOK MERETE. Egy 14 x 14-es A matrix
karakterisztikus polinomja (3 — A)®(2 — A)®(1 — A\)™.

A — 3I hatvanyainak rangja rendre: 12, 11, 10, 9;
A — 2T hatvanyainak rangja rendre: 12, 10, 9;
A — T hatvanyainak rangja rendre: 11, 10.

Irjuk fel a Jordan normalalakjat!

MEGOLDAS. Most n = 14, m(3) = 5, m(2) = 5, m(1) = 4.

A = 3 esetén a blokkok (Jordan-lancok) szdama n — r(A — 3I) = 14 —
12 = 2. A leghosszabb lanc hossza s = 4, ugyanis ez a legkisebb s, melyre
r((A —3I)%) = 14 — 5 = 9. Az egyenletrendszer és megoldasa

mg=5—-14+10=1 my =1
mg+2my=5—-14411=2 mg =0
mo+2m3+3my=5—-14+12=3 - mo =0
mi+mo+ms+my=14—-12=2 my; =1

Hasonloan jarunk el a tobbi sajatérték esetén is (gondoljuk végig):

m3=5—144+10=1 mg =1
mo+2mg=5—-14+12=3 = mg=1
m1+m2+m3:14712:2 m1:0
m2:4714+11:1 mo —
=
mp+mg=14—-11=3 myp =2
Osszefoglalva:
31 -
31
31
3
3
21
21
J= 9
21
2
11
1
L 14

az A matrix Jordan normaélalakja. |
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A Jordan-bazis konstrukciéja A Jordan-tétel bizonyitasaban megkonst-
ruélt bazist kis matrixokra kézzel is ki lehet szamolni. Az itt ismerteten-
dé egyszert naiv algoritmus nem szamitdgépes megvaldsitasra valo, ennél
hatékonyabb is 1étezik.

Példaként tekintsiink egy 18-adrendd A matrixot, melynek A 18-
szoros sajatértéke, és amelyre a Jordan-lancok hossza rendre ms = 2,
mg = 1, mg =0, mg = 1, my = 2. Ennek alapjan az A — Al hatéa-
sa a Jordan-bézison meghatarozhato, amit a 4.9. abra szemlélt. Jelolje
(A — AI)* nullterét NVy,. N5 a A\-hoz tartozo teljes altalanositott sajataltér
— e példaban C'8. A nulltér meghatarozisa egy homogén linearis egyen-
letrendszer megoldasat jelenti, ami nem okoz nehézséget, de az méar nem
teljesen mindegy, hogy a bézist hogy valasztjuk benne.

e N

IR IR
I

—e

\. Nl NQ Ng N4 /N5

4.9. abra. Az A—\I hatvanyainak nullterei, és hatasa az A méatrix Jordan-
béazisan

Az algoritmus — melyet a 4.10. dbra is szemléltet — lényege, hogy a
nagyobb indext terek felsl indulva minden lépésben kiterjesztjiik N;_1
bazisat N; bazisava, majd a kiterjesztésnek vessziik az A — \I altali képét,
ami mar N;_1-be esik, és ezt N;_, bazisdhoz adva azt kiterjesztjiik N;_;
1j bazisava.... A konvenci6 az lesz, hogy a vektortér egy generatoranak
vektorait egyetlen matrixba tessziik, és azt azonos, de félkévér betiivel
jeldljiik, tehat pl. N generatorméatrixat N jeloli. Részletezve:

e Meghatarozzuk N; egy tetsz6leges N; bazismatrixat (i = 1,2, 3,4, 5).

o Kiegészitjiik Ny-et N5 bazisava, az j baziselemek matrixat jeldlje
Us, tehat N5 bazisa most [N4|Us].

o Legyen K, az 1j elemek A — AI altali képe, azaz K4 = (A — AI)Us.
Mivel K4 C Ny, de fiiggetlen az N3 altértsl, ezért alkalmas arra,
hogy béazisvektorait a Jordan-bazis Ny \ N3-ba es6 elemei kozé ve-
gyiik.

e Ha sziikséges, egészitsiik ki a [N3|Ky]-et Ny bazisava 1j elemek
hozzéavételével, igy Ny béazisa most [N3|K,|Uy].
o Vegyiik a [K4|Uy] matrix képét, azaz legyen Kg = (A—AI)[K4|Uy4],

zévételével (azaz N3 béazisa most [N2|K3|Us] — most Us = 0)). Ha-
sonloan folytatjuk N; indexét csokkentve: Ko = (A — AI)[K3|Us],
1] elemek hozzavételével eldallitjuk Ny bazisat: [N;|Ka|Us].

e Végiil legyen K; = (A — MI)[K3|Us], amit U;-gyel kibovitiink N
bazisava. A tér Jordan-bazisa a kép- és az 0j elemek egyesitése:

[K4|K3|K2|K:|Us5|Uy|U3 Uz U]

Ezek utan lassunk egy konkrét példat, majd az algoritmust altalano-
san. A szamolas kivitelezéséhez két megjegyzés:



4. FEJEZET. MATRIXOK JELLEMZESE 195
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4.10. 4bra. A Jordan-bazist megkonstruald algoritmus

» Ha U C V két altér, és {uy,...,u,}, illetve {vy,...,v,} (m < n)
a bazisuk, akkor elemi sormiiveletekkel konstrualhatunk V-nek egy olyan
{w1,...,wp} bazist, hogy {w1,...,W,,} az U bazisa legyen. Ehhez irjuk
U, majd V bazisvektorait egyetlen

[111 um|v1 Vn]

métrixba. Ennek 1épcsés alakjaban vezéregyesek lesznek az els§ m osz-
lopban, és n—m tovabbi oszlopban. A nekik megfelels vektorok az eredeti
bazisokban (tehat V dsszes vektora és U-nak n — m vektora) adjak az 0j
béazist.

» Emlékeztetiink ra, hogy ha egy matrix redukalt lépcsés alakja [I]S]
alaki, akkor [ 5] vagy [ 5[] oszlopvektorai a matrix nulltere bazisat ad-
jak. Vigyazzunk, ha I nem az els6 oszlopokban van, akkor [ %] sorait
megfelel6en permutélni kell.

4.79. PELDA: JORDAN-BAZIS ELOALLITASA. Hatarozzuk meg az

0 1 -2 1 -1

3 =3 6 -2 4

A=1| 4 -5 9 -3 )
4 =5 8 -2 )

-1 1 -1 0 0

matrix Jordan normalalakjat és Jordan-béazisat!

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinom
det(A — AI) = —A° + 401 — 6)% +40% — A = —\(1 - N

A 0-hoz tartozo sajatvektor a redukalt 1épcs@s alakbol kiszamitva:

1 0 0 0 -1 1
0100 3 -3
0010 4 —4
0 0 01 4 —4
0000 O 1

Mivel itt az algebrai és geometriai multiplicitas egyarant 1, ez a Jordan-
lanc egyelemd. A A = 1 esetén a geometriai multiplicitas 2, ugyanis A —1
redukalt 1épcsés alakja és abbol a nulltér bazisa:

100 0 O 0 0
010 -1 -1 11
rref(A-I)=10 0 1 -1 0 N;=(1 0
000 0 0 10
000 0 O 0 1
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(A —1-1)? nullterét gyorsabb tigy szamolni, ha nem A — I-t szorozzuk
6nmagaval, hanem lépcsés alakjat jobbrol, és annak a szorzatnak vessziik
a lépcs6s alakjat. A lépces6s alak kiszamolasa ugyanis csak elemi matri-
xokkal valé balrdl szorzast jelent, igy

(rref(A —I))(A —I) = E(A —I)(A —I) = E(A — I)2

vagyis a szorzat az (A — I)%-en végrehajtott elemi sormiiveletek eredmé-
nye. Sokkal kevesebb viszont a szdmolnival6, mivel a 0-sorok elhagyhatok:

(ref(A-D)(A-DY _[-1 1 -2 1 =] _ [l -1 0 11
a 0-sorok nélkiil 100 =11 o0 0 01 -1 0

ahonnan a béazis vektorai:

N,

Il
OO O ==
O R = O
—_ oo O O

Hasonléan hatarozzuk meg (A — I)? bazisat!

1 10 11 1 1101
0 01 -1 o}(AI)_[O 0000

ami mar lépcsds alaki, és ahonnan a bazismatrix

N3

Il
OO O = =
OO = O
oL O OO
_ o o o

Ezutan hatarozzuk meg Ujs vektorait, vagyis azokat, amelyek Ny bézisat
(Na-t) N3 bazisava egészitik ki. Ehhez az [N3|N3] matrixot kell redu-
kalt 1épcsds alakra hozni, Us elemei a N3 azon oszlopai lesznek, melyek
fliggetlenek Ns-t6l, azaz melyek redukalt 1épcsés alakjaban vezéregyes
van.

1 -1 -1|1 -1 0 -1 10 01 0 0O
1 0 011 0 0 O 01 0|0 O 1 0
[No|N3] = [0 1 0]0 10 O=(00 10 0 01
0 1 0j0 0 1 0 0 00|01 -1 0
0 0 110 0 O 1 00 0|0 O 0O

Tehat Uz = {(—1,0,1,0,0)}, ésebbsl Ko = (A-I)U; = {(-1,3,4,4,0)}.
Mivel Ky egyetlen vektorbol all, és N3 és N2 dimenzidinak kiilonbsége
is 1, ezért itt nem kell szamolnunk semmit, Us = {0}. K; = (A —
DK, = (0,1,1,1,0), és mivel e vektor benn van N bazisaban, U; =
{(0,1,0,0,1)} teret a masik bazisvektor generalja. A Jordan normal-
alak felirasahoz a Jordan-lancok vektorait egymaés utan fel kell sorolni, a
bel6liik képzett P matrixszal lesz J = P 'AP. E két matrix

0j/0 -1 -1 1 110 0 00
1|1 3 0] -3 01 1 010
P=(0]1 4 1| -4 J=1(0]0 1 1]0
01 4 0| —4 0({0 0 1|0
110 0 0 1 0/0 0 0|0

Az algoritmus altalanosan:

e Input: A, p(z) karakterisztikus polinom linearis tényezékre bontva,
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e Minden )\ sajatértékre

— Hatarozzuk meg a leghosszabb lanc s hosszat, ¢és (A — AI)'
nullterét (NV;, 1 = 1,2,...,s). Legyen Usy1 = Kop1 = Ny =
{0}, azaz e terek bazisa az iireshalmaz.

— Minden i-re s-t6l 1-ig haladva:
* Legyen K; = (A — AD)[K;11|Uip4].
* Hatarozzuk meg U;-t agy, hogy [N;_1|K;|U;] bazisa le-
gyen N;-nek. Ehhez az [N;_1|K;|N;] matrix redukalt 1ép-

cs6s alakja alapjan valasszuk a vezéroszlopokat IN;-bdl az
Ui—be.

e Tegyiik a Jordan-lancok vektorait balrél jobbra egymas mellé, az
igy kapott P méatrixszal J = P"'AP.

Matrixfiiggvények

4.80. DEFINICIO: MATRIX EXPONENCIALIS FUGGVENYE. Az A négy-
zetes matrix exponencialis fliggvényét a kovetkezd sor definialja:
2 ATL

A
A=T+A+—+ = +...
2! n!

4.81. ALLITAS: EXPONENCIALIS FUGGVENY KISZAMITASA. Ha J =
P 'AP az A matrix Jordan normalalakja, akkor
A = PeJPfl7

ahol e’ blokkonként szamolhato, és

A 10 0 11 4 ey
0 A 1 0 11 ﬁ
Jy = 0 0 A O] esetén e?» =¢* [0 0 1 ﬁ
0 0 0 A 00 0 1
Altalaban mondhat6, hogy
A (X e\ (n—1) A
A1 0O ... 0 fé!) f1(!) f2(!) f(Tl%')
0 A 1 ... 0 A Y| 720
¥ ' ' _ or 1 T m=2)!
0O ... 0 0 A 0 0 0 f((),!\)

4.82. PELDA: MATRIX EXPONENCIALIS FUGGVENYE. Legyen

-3 2 1
1 -2 1
-1 -2 -5
Hatérozzuk meg az e® maétrixot!

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinomja

23 41022 + 322 + 32 = (z + 2)(x + 4)?,
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igy
-2 0 0 1 1 0
J= 0 —4 0|, P= 1 0 1],
0 0 —4 -1 -1 =2
1 %41 e2—1 1e%-1
A Jp-1 2 5Y < 1.5
e = Pe'P — % e 41 62 % e 41




