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Skaldr, skaldris: a lépcsd, létra jelen-
tést latin scalae (scalae) szobdl ered.
E sz6 szarmazéka a skala szo6 is, mely
jol Orzi az eredeti jelentést. A ska-
lar vagy skalaris szét a matematikaban
szam vagy szamszeri értelemben hasz-
naljuk, példaul olyankor, amikor egy
mennyiségrsl azt akarjuk hangstlyoz-
ni, hogy irdny nélkiili, azaz nem vektor
jellegti.

(b)

1.1. abra. Kotott vektorok: (a) el-
mozdulasvektor (labnyomokkal), (b)
rugalmas testen alakvaltozast okozo
er§ vektora

1. fejezet

Vektorok

Altalanosan elterjedt nézet szerint a természeti jelenségek leirasakor sok
Osszefliggést szamszertd adatokkal, Gn. skaldrokkal vagy skaldrmennyisé-
gekkel fejeziink ki, mig mésok leirasidhoz a szamadat mellett egy irany
megadasa is sziikséges, és ez utobbiakat nevezziik vektoroknak. A valosag
ennél sokkal szinesebb: a téridé 4-dimenzios vektoraitél, a bitvektorokon,
a gazdasagi szamitasok tObbszazezer-dimenzios, vagy az internetkeresGk
altal kezelt sokmilli6-dimenziés vektorain at a matematikai kiilénbozé
teriiletein gyiimolcsoz6 absztrakt vektorfogalomig széles a skala.

E konyv a vektort a lineéris algebra legalapvet&bb fogalmaként kezeli,
ezért természetes, hogy ez legyen az elsé fejezet téméja. Kiindulopontnak
(origénak) egy természetes, elemi geometriai megkozelitést valasztunk,
melyt6l hamar messzire jutunk a koordinatazéas bevezetésével. A fejeze-
tet a linearis alakzatok (egyenes, sik) egyenleteinek targyalasaval zéarjuk,
mely segiteni fogja a kdvetkezs fejezet mélyebb megértését.

1.1. Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben

E szakaszban a vektor szemléletes, geometriai fogalmdval ismerkediink. A
vektorok 6sszeaddsdn €s skaldrral valo szorzdasan keresztil két kulcsfogalo-
mig — a linedris kombindcio és a linedris fliggetlenség fogalmdig — jutunk.

Vektorok Tekintsiink egy sarkanyrepiil6t repiilés kozben. Széamtalan
skalar- és vektormennyiség irja le allapotat. A foldtsl valo tavolsag, a
légnyomas, a légellenallasi egyilitthaté vagy az emelkedés szoge skalar-
mennyiségek, mig vektormennyiségek a sebesség- és gyorsulasvektor, a
szarnyra hato felhajtoers, a gravitacios erd, a szél ereje vagy az elmoz-
dulast lefré vektor.

A vektor fogalma kapcsolatban van az iranyitott szakasz fogalmaval.

Iranyitott szakaszon olyan szakaszt értiink, melynek végpontjain meg-
adunk egy sorrendet, azaz kijel6ljiik, hogy melyik a kezdd- és melyik a
végpontja. Mas szohasznélatban az iranyitott szakaszt szokas kdtott vek-
tornak is nevezni. Az A kezdSpontu és B végpontu irdnyitott szakaszt
AB jeldli.

Tobb jelenség leirasara a kotott vektor alkalmas. Természetes példa
az elmozdulasvektor, mely megadja, hogy egy targy a tér mely pontjabol
melyik pontjaba jutott. Masik példa kotott vektorra a rugalmas testen
alakvaltozast okozd erdt leiré vektor (1.1. abra).

Alkalmazéasokban gyakran el¢fordul, hogy egy jelenség kiilonbozs iré-
nyitott szakaszokkal is ugyantgy leirhato.

Példaul ha egy targy mozgasat egy olyan iranyitott szakasszal jelle-
mezziik, melynek hossza az idGegység alatt megtett at hosszaval egyen-



1.2. abra. Példa szabad vektorra

Vektor: a hordozd, vivd, utazd jelenté-
sti latin vector szobol szarmazik. A tu-
domany maés teriiletein hordoz6 anyag,
az élettanban virushordoz6 értelemben
hasznéaljak.

Vektorok jeldlése: Miiszaki, fizikai sz6-
vegek szedésének tipografiai szabalyait
az ISO 31-11 szabvany irja le. Esze-
rint a vektorok félkévér bettikkel sze-
dendgk. Kézirasban alahiizassal, vagy
folé irt nyillal szokés jelezni a vektort
(pl. z, u, U...), de koriiltekintd jegy-
zetelés esetén elhagyhatok a jelzések.
Fels6bb matematikai mivek nem hasz-
naljék e szabvanyt, mondvan, kideriil
a szovegbdl, hogy vektort jelolnek-e a
bettk (x, u, v...).

OoP

1.4. abra. A sik pontjai és vektorai
kozti kdlesonosen egyértelmii megfelel-

tetés: egy P pontnak az OP vektor
felel meg.

il

1.5. abra. (a) egyirdanya vektorok,
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16, irdnya pedig a mozgas iranyat jelzi, akkor mindegy hogy a tér me-
lyik pontjabol inditjuk e szakaszt, a mozgast ugyantgy leirja (1.2. dbra).
Ekkor tehat nem a két pont, hanem azok viszonya a kérdés, vagyis pél-
daul hogy az egyik pont a mésiktol milyen tdvolsdgra, és milyen irdnyban
van. Az, hogy a két pont pontosan hol van, nem lényeges. Ekkor barmely
két iranyitott szakasz, mely parhuzamosan egymasba tolhato, ugyanazt
a viszonyt fejezi ki. Az igy kapott fogalmat a fizikdban szabad vektornak
nevezik. Ez a fogalom a linearis algebra vektor-fogalmanak egyik forra-
sa. A vektor fogalma az iranyitott szakaszébol szarmaztathato, annak a
feltételnek a hozzaadaséaval, hogy két iranyitott szakasz pontosan akkor
reprezentalja ugyanazt a vektort, ha parhuzamosan egymasba tolhatok.

/
L7,

1.3. abra. Ugyanazt a vektort reprezentalé irdnyitott szakaszok

Vektorok jelolésére félkovér kisbettiket hasznalunk, pl. x, u, v, stb.
A miiszaki és fizikai szakirodalomban a félkovér nagy betii is el6fordul,
pl. az F er6, a B indukci6 is vektormennyiségek.

Vektor magadasa Egy vektor megadhato egy iranyitott szakasszal, az-
az két pont és a koztiik 1év6 sorrend kijelolésével. Valojaban ennyi adat
felesleges, hisz egy iranyitott szakasz dnmagaval parhuzamosan eltolva
ugyanazt a vektort adja meg, ezért példaul kikothets, hogy a kezdSpont a
sik (tér) egy eldre kijelolt rogzitett pontja legyen. Ezt a kozos kezdépontot
nevezziik origonak. Egy origébdl indulé irdnyitott szakaszt egyértelmiien
definialja a végpontja, igy a vektorok megadasahoz elég egyetlen pont, a
végpont megadasa. Ezzel a sik vagy tér pontjai és vektorai kézt kolcséno-
sen egyértelmd megfeleltetést létesithetiink (1.4. abra). Az origdbdl egy

P pontba huzott iranyitott OP szakaszt a ponthoz tartozo helyvektor-
nak is szokas nevezni. Vilagos, hogy minden vektor reprezentansai kézt
pontosan egy helyvektor van.

A késtbbiekben gyakran fogunk egy ponthalmazt agy jellemezni, hogy
az origobol a ponthalmaz pontjaiba mutato vektorokat jellemezziik. Ami-
kor vektorok végpontjair6l beszéliink, mindig a vektorokat megado, az
orig6bol inditott iranyitott szakaszok végpontjaira gondolunk.

Az olyan vektort, melynek kezdd és végpontja egybeesik, zérusvek-
tornak vagy nullvektornak nevezziik. A zérusvektort altalaban félkovér
zérussal, azaz 0-val jeloljiik. A pontok és vektorok kozti megfeleltetésben
a zérusvektornak az origo felel meg.

Ha tudunk tavolsagot mérni, és irdnyt meghatéarozni, akkor a vektor
megadhatod hosszaval és irdnyaval is. Vektor hosszdt, azaz két végpont-
janak tavolsagat a vektor abszolut értékének is nevezziik. Az a vektor
abszolut értéket |a| jeloli.

Az irany fogalmat az 1.2.9. feladatban definidljuk. Itt megelégsziink
annyival, hogy két nemzérus vektort azonos irdnyinak vagy egyirdnyinak
neveziink, ha a kezdépontjukbdl indulo, és a végpontjukon athalado fél-
egyenesek parhuzamos eltolassal fedésbe hozhatok (1.5. (a) abra). Két
nemzérus vektort kollinedrisnak vagy pdrhuzamosnak neveziink, ha az
Gket tartalmazo egyenesek parhuzamosak. Két vektort, amely parhuza-
mos, de nem egyiranyu, ellenkezd irdnyunak neveziink (1.5. (b) abra).
A zérusvektor iranyat tetszélegesnek tekintjiik, igy az barmely vektorral
egyiranyd. Belathato, hogy a vektort egyértelmien meghatarozza hossza
és irénya.
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(a) (b) (c)

1.6. abra. Két vektor szoge (0 <
a, B,y < m). Az abra fels6 felén a két
adott vektor, alatta szogiik meghata-
rozasanak modja szerepel.

1.7. abra. Az a és b vektor Gsszege

1.9. abra. Parallelogramma-modszer
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Vektor iranyanak meghatarozasakor gyakran hivjuk segitségiil a szog
fogalmat.

Két vektor szogén azt a szoget értjiik, melyet a sik vagy tér egy tetszo-
leges pontjabol kiindulo és az adott vektorokkal egyiranyu félegyenesek
zarnak be (1.6. abra). Az a és b vektorok szogét (a,b), jeldli.

Két vektor szoge tehat mindig 0° és 180° — radidnban mérve 0 és 7™ —
kozé esik, beleértve a hatarokat is. Egyiranyu vektorok szoge 0, ellenkezd
irdnytaké .

Vektormiiveletek a 2- és 3-dimenzids térben A vektormiveletek — az-
az az Osszeadas és a szammal valo szorzas — definicidja természetes modon
adodik, ha a vektorok legtipikusabb alkalmazésaira gondolunk. Példaul
magatol értetdds, hogy két elmozdulés Gsszegén az elmozgatasok egymas
utan vald elvégzését, egy eltolas kétszeresén egy azonos iranyud, de két-
szer olyan hosszi eltolast értsiink. Vektorok Osszegének definidlasara az
an. haromszogmodszert hasznéljuk:

1.1. DEFINICIO: KET VEKTOR OSSZEGE — HAROMSZOGMODSZER. Le-
gyen adva két vektor, a és b. Vegyiink fol egy tetszéleges O pontot.
Inditsunk belGle egy a-val egyenls OP vektort, ennek végpontjabol pe-
dig egy b-vel egyenld P—Cj vektort. Az O—Cj vektort az a és b vektorok
Osszegének nevezziik és a + b-vel jeloljiik (1d. 1.7. abra)

Konnyen belathato, hogy az eredmény fiiggetlen az O pont megvalasz-
tasatol, tehat vektorok dsszeadasanak miivelete definialhat6 e modszerrel
(a bizonyités leolvashat6 az 1.8. abrarol).

1.8. abra. Az &brarél leolvashaté annak bizonyitésa, hogy az Osszeg vektor
—

fiiggetlen az O pont megvalasztasatol, ugyanis az O—(é és az O'Q’ vektorok
egyenlGek.

Egy mésik modszert is ismertetiink két nem kollinearis vektor 0ssze-
gének megszerkesztésére:

1.2. ALLITAS: PARALLELOGRAMMA-MODSZER. A kozos kezdGpontbol
inditott a és b vektorok Gsszege megkaphato gy, hogy egy olyan paral-
lelogrammat szerkesztiink, melynek két szomszédos oldala a és b, ekkor
az Osszeg a kozos kezdSpontbol inditott, és a parallelogramma szemkoz-
ti csticsdba futé vektor. Ha a és b nem kollinedrisak, akkor Gsszegiik
pl. megkaphat6 tgy, hogy a végpontjan at egy b egyenesével, b vég-
pontjan at egy a egyenesével parhuzamos egyenest htizunk. A kozos
kezdGpontbol e két egyenes metszéspontjaba futd vektor lesz az Osszeg
(Id. 1.9. abra).

Az alkalmazasokban hol a haromszog-, hol a parallelogramma-modszer
tiinik kézenfekvébbnek (1d. 1.10).

Ha a és b két térbeli vektor, akkor a haromszogmodszerben és a
parallelogramma-moédszerben is az a, b és a + b vektorokat reprezen-
talo iranyitott szakaszok egy sikba esnek. Altalaban azt mondjuk, hogy
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a
b
a—b a
b
1.12. abra. A kiilénbségvektor
meghatarozésa haromszog- és

parallelogramma-moédszerrel.

Torzor: a modern matematika fogal-
ma. Néhéany példa, miel6tt definiél-
nank: (1) Az energiat a newtoni fizi-
kaban nem tudjuk mérni, csak az ener-
giakiilonbséget. Ha viszont megalla-
podunk abban, hogy egy adott rend-

arrnrinals vrmalsrils Allarmwdta 4+ardbrrtl & N
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(a) (b)

1.10. dbra. Az (a) abran a labnyomok O-bél P-be, majd onnan Q-ba vezetnek.
Az OP és a P’Q) elmozdulasvektorok osszege (72) (haromszogmodszer). A (b)
&bran a csonak az OB iranyba evez, de a folyo OA iranyba folyik. A két
sebesség eredGje, azaz Osszege oC (parallelogramma modszer).

néhany térbeli vektor egy sikba esik, mas szoval komplandris, ha van
olyan sik, hogy mindegyik vektort reprezentalé iranyitott szakasz parhu-
zamosan betolhaté e sikba. Eszerint tehat az a, b és a + b vektorok
mindig komplanarisak.

A vektorosszeadas két fontos tulajdonsaga, kommutativitasa (a+b =
b+ a) és asszociativitasa (a+ (b+c) = (a+b) 4 ¢) konnyen leolvashato
az 1.11. abrarol. Az asszociativitas kovetkeztében tobb tag dsszeadasanal
elhagyhato a zarojel, példaul az dbrabeli harom vektor 6sszegére a+b-+c
irhato.

1.11. dbra. A vektorosszeadas kommutativitasa és asszociativitasa.

Az a és b vektorokat kozos kezdSpontbol inditva — a haromszogmod-
szerrel — azonnal lathato, hogy csak egyetlen olyan x vektor 1étezik, mely-
re a = b+ x (Id. 1.12. (a) abra). Ennek felhasznalasaval definialhato
vektorok kiilonbsége.

1.3. DEFINICIO: VEKTOROK KULONBSEGE. Adva van az a és b vektor.
Azt az egyértelmien létez6 x vektort, melyre a = b + x, az a és b
kiilonbségének nevezziik és a — b-vel jeloljiik.

Konnyen fejben tarthatoé a kiilonbségvektor megszerkesztése akar a ha-
romszog-, akar a parallelogrammamodszerrel (1d. 1.12. abra), ha arra
gondolunk, hogy a — b az a vektor, melyet b-hez adva a-t kapunk, azaz

a=b+ (a—Db).

Az 1.13. abrarol az is leolvashato, hogy ha a b vektorral egyenld
hosszusagu, de ellenkezd irdanyu vektort —b jeldli, akkor fonnall az a—b =
a + (—b) Osszefliggés, és igy az is igaz, hogy b+ (—b) = 0.

Erdekes megjegyezni, hogy ha P és @ két tetsz6leges pont, akkor az
— — —
OQ — OP vektort akkor is ismerjiik, ha az O pontot nem, hisz az a PQ
vektor. Sok hasonlé jelenség vezetett a torzor fogalmahoz, melyet egy
rovid széljegyzetben ismertetiink.
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1.15. abra. Egy nemzérus a vektor, és
néhany linearis kombinacioja kétféle
reprezentacioban.
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a—Db

—-b b

1.13. abra. Az a — b = a + (—b) szemléltetése.

1.4. DEFINICIO: VEKTOR SZORZASA SKALARRAL. Legyen k valds
szam. Az a vektor k-szorosan azt a vektort értjiikk, melynek hossza
az a hosszanak |k|-szorosa, irdnya

etetszbleges, ha k = 0 vagy a = 0,

emegegyezik a irdnyaval, ha k > 0, és

ecllentétes, ha k£ < 0 (Id. 1.14. 4bra).

e

2 la 2a .
(-Da  pa=o0

1.14. abra. Vektor skalarszorosai

A skalarral valo szorzas definiciojabol azonnal latszik, hogy minden a
vektorra la =a, 0a=0és (—1)a = —a.

E paragrafus végén 6sszefoglaljuk a vektormiiveletek legfontosabb tu-
lajdonsagait, melyek segitségével késGbb altalanositani fogjuk a vektor
fogalmat. Az eddig nem bizonyitott tulajdonsagok igazolasat az olvasora
hagyjuk.

1.5. TETEL: A VEKTORMUVELETEK TULAJDONSAGAI. Ha a, b és c a

2- vagy 3-dimenzids tér tetszéleges vektorai, 0 a zérusvektor és r, s két
tetszoleges valos szam, akkor fonnallnak az alabbi azonossagok:

(a) a+b=Db+a (e) r(sa)=(rs)a

(b)) (a+b)+c=a+(b+c) (f) r(a+b)=ra+rb
(¢c) a+0=a (9) (r+s)a=ra+sa
(d) a+(—a)=0 (h) la=aésla=0

Linearis kombinacié Ha vektorokra a skalarral valo szorzas és az Ossze-
adas miiveletét alkalmazzuk, akkor e vektorok egy linearis kombinacidjat

kapjuk. Pontosabban:
1.6. DEFINICIO: LINEARIS KOMBINACIO. Az aj, as,... aj vektorok
linedris kombindcidjan egy

c1a1 + coag + ... + Cpag

alaki vektort értiink, ahol ci,co,...,ci valos szamok. Azt mond-
juk, hogy a v vektor elddll az a;, as,..., a vektorok lineéaris kom-
binédci6jaként, ha vannak olyan ci,ca,...,cr valoés szémok, hogy v =

ci1a] + cgag + ... + cpag.

Ha egy vektort egy skalarral beszorzunk, az el6z6 definici6 szerint egy
linearis kombinaci6jat kapjuk, mely vele parhuzamos, azaz kollineéris.
Igy egy nemzérus vektor Gsszes linearis kombinacioja csupa vele parhu-
zamos vektor (1d. 1.15. abrat).

Ennél t6bb is igaz:
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1.7. TETEL: VEKTORRAL PARHUZAMOS VEKTOROK. Ha a nem zérus-
vektor, akkor barmely vele parhuzamos v vektor az a skalarszorosa, azaz
van olyan c¢ valés szam, hogy v = ca, més széval v elGall az a valamely
linearis kombinacidjaként. Ez az elGéllitas egyértelmii.

BizonvyiTAs. Ha a két vektor egyiranyt, az el6allitasban szerepls ¢ kons-
tans egyszeriien a v és a vektorok abszolut értékének hényadosa, ha el-
lenkez$ iranyuak, e hanyados (—1)-szerese. [

E tétel kdvetkezménye, hogy ha a nem zérusvektor, akkor az a Gsszes
linearis kombinécidéjanak halmaza és az a-val parhuzamos vektorok hal-
maza megegyezik. Méasként fogalmazva: egy nemzérus vektor Osszes li-
nearis kombinécidjanak végpontja egy origon dtmend egyenest ad.

A haromszégmodszerbdl jol latszik, hogy tetszdSleges két vektor bar-
mely linearis kombinacioja veliik komplanaris vektor lesz. Az allitas meg-
forditasa is igaz:

1.8. TETEL: KET VEKTORRAL EGY SIKBA ESO VEKTOROK. Ha aj
és ay nem parhuzamos vektorok, akkor barmely veliik egy sikba esd
v vektor elGall az a; és as valamely linearis kombinaciojaként, azaz
van olyan v; és vy konstans, hogy v = via; + veay. Ez az elGallitas
egyértelm.

B1zoNYITAS. A bizonyitasnak a felbontas létezését biztosito része konnyen
leolvashato a 77. abrarol. A v végpontjabol htizzunk az a; és az as vek-
torokkal parhuzamos egyeneseket. Az igy létrejott nem elfajuld paralle-
logramma két oldala az el6z6 tétel szerint a;, illetve as konstansszorosa,
melyek Gsszege a parallelogramma szabaly szerint épp v. Elgallitottuk
tehat v-t a; és ap linearis kombinacidjaként. Meg kell még mutatnunk,
hogy ez az elgallitas egyértelmi. Legyen

V = vi1a] + v2a9 = wia; + woas.
a v vektor két elsallitasa. Ekkor atrendezés utan (vi — wq)a; = (wq —
vg)as. Mivel a; és ay nem kollinedrisak, konstansszorosaik csak akkor
egyezhetnek meg, ha mindkett§ a zérusvektor. Ugyanakkor a; # 0 és
as # 0, ezért az el6z6 egyenldség csak akkor all fonn, ha (v1 —w;) = (wa—
vg) = 0, azaz ha v; = wy és vy = wa. Tehat a felbontas egyértelmd. M

Lathato tehat, hogy két nem parhuzamos vektor 6sszes lineéris kom-
halmazaval, egyszertibben fogalmazva két nem parhuzamos vektor Ssszes
linearis kombinacidjanak végpontja egy origon dtmend sikot ad.

Abban nincs semmi megleps, hogy a tér hdrom nem egy sikba es6
vektoranak barmely linearis kombinacioja térbeli vektor, az allitds meg-
forditasa viszont igen fontos:

1.9. TETEL: TERBELI VEKTOROK. Ha aj, as és ag nem egy sikba esd
vektorok, akkor a tér barmely v vektora el6all az a;, as és az valamely
linearis kombinéci6jaként, azaz van olyan vy, vy és vz konstans, hogy

V = via; + Ugag + v3as. (1.1)

Ez az el6éllitas egyértelmd.

B1zoNYITAS. A bizonyitas alapdtlete az, hogy a v vektor V' végpontjan
4t parhuzamos egyenest hiizunk az ag vektorral, mely az a; és as vektorok
—
sikjat egy C pontban metszi. Az OC vektor pedig az el6zd tétel szerint
egyértelmtien elGall a; és ap linearis kombinaciojaként (??. abra), azaz

— — — — —

OC = via; + vaay. Masrészt v = OV = OC 4+ CV, ahol CV || a3, igy
—

CV = wvzag valamely vz valosra. Tehat v = via; + voag + vsas.
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Be kell még latnunk az elgallitas egyértelmiiségét! Tegyiik fel, hogy
VvV = 0141 + v2a9 + v3az = wia] + weas + wsasg

a v két felbontasa. Ekkor (v1 —wi)a; + (v — wa)as + (v3 — ws)ag = 0.
Ez azt jelenti, hogy ha vy # wi, akkor a; kifejezhetd ap és ag lineéris
kombinaci6jaként:
Vg — W2 V3 — W3
— — as.

a; = ao
U1 — w1 U1 — W1

Ez ellentmond annak, hogy a;, as és as nem esnek egy sikba. Igy tehat
vy = wi. Hasonléan kapjuk, hogy ve = ws és vy = ws, azaz az (1.1)
eléallitas egyértelm. |

Linearis fiiggetlenség Az el6z6 két tételbdl vilagos, hogy a tér harom
vektora vagy egy sikba esik, és akkor valamelyik vektor a masik ketté
linearis kombinacioja, vagy nem esnek egy sikba, és akkor egyikiik sem
all el a masik ketts linearis kombinacidjaként. Ez esetben viszont a tér
minden vektora elGall az 6 linearis kombinaciojukként. Latjuk, alapvetd
fogalom az, hogy egy vektor kifejezhet6-e mas vektorok linearis kombi-
naciojaként.

1.10. DEFINICIO: VEKTOROK FUGGETLENSEGE. Azt mondjuk, hogy
egy v vektor linedrisan figgetlen az a;j, as,...a, (n > 1) vektoroktol
(vagy e vektorokbol all6 vektorrendszert6l), ha v nem fejezhets ki e
vektorok linearis kombinéciojaként. Azt mondjuk, hogy az a;y, as,...a,
(n > 2) vektorok linedrisan figgetlenek (vagy az e vektorokbol allo vek-
torrendszer linedrisan figgetlen), ha e vektorok egyike sem fejezhetd ki
a tobbi linearis kombinaciojaként. Ha legalabb egyikiik kifejezhets a
tobbi linearis kombinaciojaként, azaz legalabb egyikiik linedrisan fiigg
a tobbitsl, akkor e vektorokat linedrisan dsszefiiggéeknek nevezziik. Az
egyetlen vektorbdl all6 vektorrendszert linearisan fliggetlennek tekint-
jiik, ha a vektor nem a zérusvektor.

Példaul egy térbeli vektor, mely nem esik egy adott sikba, fiiggetlen a sik-
ba es6 vektorok barmely rendszerétsl (?7. abra). Egy kocka egy csicsbol
kiindul6 élvektorai linearisan fiiggetlenek (??. dbra). Altaldban: barmely
két nem kollinearis vektor linearisan fliggetlen, hasonloképp, a tér bar-
mely hdrom nem komplanaris, azaz nem egy sikba es6 vektora linearisan
fiiggetlen.

Az 1.8. tétel tehat a kovetkezsképp fogalmazhato at:

1.11. TETEL: SIKBELI VEKTOR FELBONTASA. Ha a; és ay egy sik két
linearisan fliggetlen vektora, akkor a sik minden v vektora egyértelmiien
elgall e vektorok linearis kombinaciojaként, azaz egyértelmien léteznek
olyan vy és vy valés szamok, hogy

V = via + vas.

Hasonloképp az 1.9. tétel igy fogalmazhato at:

1.12. TETEL: TERBELI VEKTOR FELBONTASA. Ha aj, as és azg harom
lineéarisan fiiggetlen térbeli vektor, akkor a tér minden v vektora egyér-
telmten el6all e vektorok linearis kombinécidjaként, azaz egyértelmiien
léteznek olyan vy, v és vz valés szamok, hogy

V = v1a; + v2ag + v3as.

Az 1.3. szakaszban e két tétel lesz alapja a koordinatarendszer bevezeté-
sének.
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Specialis linearis kombinaciék A sik és a tér bizonyos konfigurécioi jol
jellemezhetSk linearis kombinéciokkal, ha a kombinécids egyiitthatokra
bizonyos feltételeket kotiink ki.

1.13. PELDA: KET PONTON ATMENO EGYENES JELLEMZESE. Legyen
O, A és B a sik vagy a tér harom pontja. Jellemezziik az Gsszes olyan
rO—A + sOB linearis kombinéciot, melynek végpontja az A és B ponton
Atmend egyenesen van.

— —

MEGOLDAS. Legyen a = OA, b = OB, és x mutasson az AB egyenes
— —

valamely X pontjara, azaz legyen x = OB + rBA valamilyen r valos

szamra, tehat

x=b+r(a—b), azazx =ra+ (1 —r)b.

A fenti gondolatmenet 1épésein visszafelé haladva lathat6, hogy minden
valos r szamra az ra+ (1 — r)b vektor végpontja az AB egyenesen van.
Fogalmazhatunk tgy is, hogy az a és b vektorok végpontjan atmend egye-
nes Osszes pontjat pontosan azok az ra + sb alaki linearis kombinéciok
adjak, amelyeknél r 4+ s = 1. |

1.14. PELDA: INTERVALLUM PONTJAINAK JELLEMZESE. Legyen O, A
és B a stk vagy a tér harom pontja. Jellemezziik az A és B pontot 6sszeko-

. . - - . . . . .
t6 szakasz Gsszes pontjat az OA és OB vektorok linearis kombinécioival!

MEGOLDAS. Megismételjitk az elézd feladat megoldasat azzal a kiilonb-
séggel, hogy itt a BX =rBA Osszefiiggés csak 0 és 1 kozé es6 r értékekre
igaz. Tehat

x=ra+ (1—r)b, ahol 0 <r < 1.

Masként fogalmazva az a és b vektorok végpontjait Osszekotd szakasz
Osszes pontjat pontosan azok a ra+ sb alaku linearis kombinaciok adjak,
amelyekben r +s=1és0<r,s < 1. [ |

Hasonlo6 Gsszefiiggés igaz harom vektor esetén is, azaz megmutathato,
hogy a nem kollinearis a, b és ¢ vektorok végpontjaira fektetett sik pont-
jaiba pontosan azok a vektorok mutatnak, melyeket ra + sb + tc alakba
irvar+ s+t =1. Ha még azt is kikotjiikk e harom szamrol, hogy legyen
0 < rs,t <1, akkor az ra + sb + tc alaki vektorok a harom vektor
végpontja altal meghatérozott haromszog pontjaiba mutatnak (1d. ?77.
feladat).

Szemléletesen vilagos, példaul a mellékelt 1.9. abréarol leolvashato,
de nem bizonyitjuk, hogy két tetszdleges nem kollinearis vektor Gsszes
olyan linearis kombinacioja, amelyben az egyiitthatok 0 és 1 kozé esnek,
egy parallelogrammat ad. Pontosabban fogalmazva egy ra + sb alaka
vektor végpontja pontosan akkor tartozik az a és b altal meghatarozott
(kifeszitett) parallelogrammdhoz, ha 0 < r,s < 1.

Hasonl6 mondhaté harom, nem egy sikba esG6 vektorrél: egy ra +
sb +tc alakt vektor végpontja pontosan akkor tartozik az a, b és c altal
kifeszitett parallelepipedonhoz, ha 0 <r s, t <1 (??7. dbra).

1.15. TETEL: SZAKASZT m : n ARANYBAN 0SZTO PONT. Ha az AB
szakaszt a P pont ugy bontja ketté, hogy |AP| : |[PB| = m : n, akkor
barmely O pontra igaz, hogy

n — m

OA+

m+n m+n

— —
OP = OB.

Specialisan, az AB szakasz felezGpontjaba az

—_— =
OA+ OB
2

vektor mutat.
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BizonyiTAs. Ha |ﬁ|

—
amib(’il BP =

|PB| m : n, akkor |AB| |
2

—_—

(m+n):n,

—
(0]

l

(OA OB) amibdl azonnal kovetkezik a bizonyitando

formula A felezopontot az m = n = 1 esetben kapjuk, és ekkor valoban

OP =

Vektormiiveletek a 2- és 3-dimenziés térben

1.

2.

30

4.

5.

60

Adva van a sikban két tetszSleges vektor, a és b. Szer-
kessziik meg a kovetkezs vektorokat: (a) ¢ = 2a + b,
(b)d=2a—b, (c)e=2a+ ib, (d) f=2a+ ib.
Legyen u = a+ b, v = a — b. Fejezziikk ki az a és b
vektor segitségével a kovetkezs vektorokat: (a) 2u+ 2v,
(b) 3u—3v, (c)3u—v, (d)2u— ;v.
Tekintsiik az ABC D négyzetet. Hatarozzuk meg a ko-
- — —_— T —
vetkez6 osszegeket! (a) AB+CD, (b) AB+ BC +CD,
—_— — — — — —
(¢c) AB—AC, (d) AB—CB, (¢) AC+DB, (f) AC-DB,
—  —
(9) 2AB + BD
Tekintsiik az ABCD négyzetet. Jelolje a BC' oldal fe-
lezépontjat E, a CD oldal felez6pontjat F', a négyzet
kozéppontjat O. Fejezziikk ki az egymasra merdleges
— — — —
a = AB és d = AD vektorok segitségével az AE, AF,
—_— = —
AO, EF, OF vektorokat!
Tekintsiik az ABCD tetraédert! Hatarozzuk meg az
(a) AB + BC + CD + DA,
— — — —
(b) AB—CB+CD — AD,
—_— - —
(¢c) AD — AC' — BD
vektorokat.
Tekintsiik a szabalyos ABCDEF hatszoget, melynek
geometriai kézéppontjat jelolje O. Fejezzik ki az a =
— — — —
OA és b = OB vektorok segitségével az (a) OC, (b) OF,
— — — — - = =
(c¢) OF, (d) AC, (e) BD, (f) BF, (3) AB+CD + EF
vektorokat!

104 + 10B.

7.

80

90

Adva van n tetszéleges, nem feltétleniil kiillénbo6zg Pi,
Ps,...,P, pont a térben. Mivel egyenls a

—_—
PP, + PP+ P3sPy+ ...+ P,_1P,
és a
PiPo+ PP+ P3P+ ...+ PP+ PPy
Osszeg?

Mutassuk meg, hogy az a, b és ¢ vektorok pontosan ak-
kor lehetnek (egy esetleg szakassza vagy pontta elfajulo)
haromszog oldalvektorai, ha az

at+b+c, a+b—c, a—b+c, a—b-c
vektorok legalabb egyike zérus. Masként fogalmazva: ha
a harom vektor Osszege 0, vagy valamelyik vektor egyen-

16 a masik ketts Osszegével.

Legyen a és b két tetszsSleges vektor. Mutassuk meg,
hogy van olyan (esetleg elfajuld) haromszog, melynek
oldalvektorai 2a — b, a+ 2b és 3a+ b.

Linearis kombinacid, linearis fiiggetlenség

Specialis linearis kombinaciok

Alkalmazas: geometriai bizonyitasok vektorokkal
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1.2. Tavolsag, szog, orientacié

A cimben jelzett hdrom alapfogalomhoz hdrom szorzdsmidveleten keresz-
til kozelitink. Mindegyikik igen szokatlan tulajdonsdgokkal rendelkezik:
az eqyik eredményiil nem vektort, hanem skaldrt ad, a mdsik nem felcse-
rélhetd, és kétvdltozds (bindris) miveletként csak a 3-dimenzids térben
definidlhatd, a harmadik pedig nem két- hanem hdromuvdltozds miuvelet.

Skalaris szorzas A fizikdban az erd altal végzett munka az t hosszanak
és az erd elmozdulas irdnyaba es6 merdleges vetiilete hosszénak szorza-
ta. Vagyis két vektorjellegti mennyiségbdl egy skalarmennyiséget kapunk
eredményiil. Ha F jeloli az erévektort, s az elmozdulasvektort, Fy az
erének az elmozdulas iranyaba es6 merdleges vetiileti vektorat és v az F
és s vektorok hajlasszogét, akkor a munka értéke |Fl||s| = |F||s|cos~.
Ez vezet a kivetkezd definicidhoz:

1.16. DEFINICIO: KET VEKTOR SKALARIS SZORZATA. Két vektor ska-
laris szorzatdn a vektorok abszolit értékének és az altaluk bezért szog
koszinuszanak szorzatat értjiik. Az a és b vektorok skalaris szorzatat
a - b jeloli, tehat

a-b = |a||b|cos(a,b),,

ahol a két vektor altal bezart szog (a,b) .

Ha a és b valamelyike zérusvektor, akkor a két vektor szbge, s igy annak
koszinusza sem hatarozhaté meg egyértelmten, a skalaris szorzat viszont
ekkor is egyértelmt, éspedig 0, hisz a zérusvektor abszolit értéke 0, és 0
barmivel vett szorzata 0.

Szokés a és b skalaris szorzatat ab-vel is jeldlni, de ezt egy késébb
bevezetendd miivelettel (a matrixszorzassal) valo Osszekeverés elkeriilése
érdekében e konyvben nem fogjuk hasznalni.

1.17. PELDA: SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA A DEFINICIO ALAPJAN.
Mennyi a skalaris szorzata egy 1 és egy 2 egység hossz1, és egymassal 60°-
os szbget bezard két vektornak?

MEGOLDAS. A szorzat 1-2-cos60°=1-2-5=1. |

1.18. TETEL: MIKOR 0 A SKALARIS SZORZAT? Két vektor skalaris
szorzata pontosan akkor 0, ha a két vektor merdleges egymasra.

B1ZONYITAS. (<) Ha a L b, akkor (a,b), = 7/2, azaz cos(a,b), =0,
tehat a-b = 0.

(=) Ha a-b =0, azaz |a||b|cos(a,b), = 0, akkor |a| =0, |[b| =0
vagy cos(a,b), = 0. Ha valamelyik vektor zérusvektor, akkor iranya
béarmely vektoréra merdGlegesnek tekinthet6. Ha viszont a #£ 0 és b # 0,
akkor cos(a,b), = 0, a cos fiiggvénynek a [0, 7] intervallumban csak
7 /2-ben van zérushelye, tehat a két vektor merdleges egymasra. |

1.19. TETEL: A SKALARIS SZORZAS MUVELETI TULAJDONSAGAI. Ha
a, b és c tetszdleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszdleges valos szam,
akkor igazak az alabbi Osszefliggések:
() a-b=Db-a (kommutativitas)
(b)) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitas)
(¢) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)
(d) a-a>0,haa#0,ésa-a=0,haa=0.

A bizonyitast az olvasora hagyjuk.

Mivel két vektor skalaris szorzata skalar, ezért az asszociativitas (cso-
portosithatosag) kérdése 6l sem vethetd, hisz az (a - b)c szorzatban két
kiilonb6z6 szorzasmiivelet szerepel. Mindezzel egyiit (a-b)c # a(b - ¢)
(1d. az 1.2.2. feladatot).
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Hosszlsag és sz6g Egy vektor hossza, és ezzel két pont tavolsaga, va-
lamint két vektor hajlasszoge kifejezhetd a skalaris szorzat segitségével.
Egy tetszsleges a vektorra a - a = |al|al cos0 = |al|al, tehat

laj> = a-a, azaz |a| = Va- a.

E képlet szerint tehat egy wvektor hossza megegyezik az 6nmagéaval vett
skalaris szorzat gyokével. Ebbdl az is adodik, hogy két pont tdvolsdga
megegyezik az 6ket Osszekotd vektor Gnmagaval vett skalaris szorzatanak
négyzetgyokével.

Két pontot 6sszekots vektor egyenls az oda mutatd helyvektorok kii-
lonbségével, igy ha a két pontba mutatoé helyvektor a és b, akkor a pontok
tavolsaga — és ezt fogjuk a vektorok tavolsaganak is tekinteni

d(a,b) =|a—Db|.
Két vektor skalaris szorzatanak és a vektorok hosszanak ismeretében

a szdgiik meghatarozhato:

cos(a,b), = m (1.2)

Pithagorasz-tétel A tavolsagot vagy hosszusagot skalaris szorzattal is
ki tudjuk fejezni, igy segitségével a ra vonatkozo osszefiiggések is vizsgal-
hatok.

1.20. TETEL: PITHAGORASZ-TETEL. Az a és b vektorokra pontosan
akkor teljesiil az
la+b|* = |af” + [b]*

Osszefiiggés, ha a és b mer6legesek egymaésra.

BizONYITAS. |a+b|> = (a+b)-(a+b)
=a-a+a-b+b-a+b-b disztributivitas

=a-a+2@a-b)+b-b kommutativités
Za-a+b-b ?
=lal* + b[,

Vilagos, hogy a 7-lel megjelolt egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha
a-b =0, azaz ha a és b mer6legesek egymasra. |

1.21. PELDA: SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA. Szédmitsuk ki az abran
lathato két vektor skalaris szorzatat (a szomszédos racsvonalak tévolsaga

1 egység).

MEGOLDAS. Az a vektor hossza 3, a b vektor hossza a Pithagorasz-
tétellel kiszamolhato: /42 432 = 5, a vektorok altal kozbezart szog
koszinusza cosy = %, igy a skalaris szorzat a-b=3-5- % =12 |

Két fontos egyenl6tlenség Mivel a koszinusz fiiggvény értéke abszo-
lat értékben sosem nagyobb 1-nél, ezért a skaléris szorzat definiciojabol
azonnal latszik, hogy

|a- b| = [al[b| cos(a, b), < |a[b].
Ezzel bizonyitottuk a kovetkezd tételt:

1.22. TETEL: CAUCHY-BUNYAKOVSZKIJ-SCHWARZ-EGYENLOTLEN-
SEG. Két vektor skaléris szorzatanak abszolit értéke sosem nagyobb
abszolut értékeik szorzatédnal, azaz

|a-b| < [a|[b].
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A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség segitségével bizonyit-
juk a geometriabdl jol ismert haromszog-egyenlStlenséget. Ennek az az
értelme, hogy e bizonyitas valtoztatas nélkiil mikddni fog sokkal altaléa-
nosabb koriilmények kozott is.

1.23. TETEL: HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG. Bérmely két a és b
vektorra
la+b| < |a] + |b].

BizonyiTAs. Mivel az egyenlGtlenség mindkét oldalan nemnegativ szam
all, ezért vele ekvivalens egyenlGtlenséghez jutunk, ha mindkét oldalt
négyzetre emeljiik.

la+b|>=(a+b) (a+Db)
=|a]* +2(a-b)+ |b|>  Id. az 1.20. tétel bizonyitasat
< lal*+2la-b| + |b|?
< [a]* + 2[al[b] + |b|”
= (la + [b])”.

Es ezt akartuk bizonyitani. |

Egységvektorral valé szorzas és a merdleges vetités Minden olyan
vektort, melynek abszolat értéke 1, egységuektornak neveziink.
Ha a egy tetszsleges nemzérus vektor, akkor a/|a| egységvektor, ugyan-

is abszolut értéke 1: )
= —la| =1.
|

a

|al

1.24. TETEL: EGYSEGVEKTORRAL VALO SZORZAS GEOMETRIAI JE-
LENTESE. Ha e egységvektor, akkor a b = (e-b)e vektor a b vektornak
az e egyenesére valo merdleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elGje-
les hossza, mely pozitiv, ha bése egyiranyuak, és negativ, ha ellenkezd
iranyuaak.

BizonyiTAs. Ha e egységvektor, azaz abszolit értéke 1, akkor e - b =
le| cos(e,b),, ez pedig a koszinusz fiiggvény definicioja szerint b merd-
leges vetiiletének elGjeles hosszat jelenti. E szam e-szerese pedig egy e
irdnyd, és ilyen hossza vektort ad, mely épp b vetiileti vektora. |

Jelolje a tovabbiakban a b vektornak az a egyenesére es§ merdleges
vetiileti vektorat proj, b. Eszerint ha e egységvektor, akkor

projob = (e-b)e.

Alapvetd feladat egy vektornak egy masikkal parhuzamos és ra mers-
leges vektorok Gsszegére valo felbontésa, amit masként merdleges Gssze-
tevékre bontdsnak neveziink.

1.25. TETEL: VEKTOR FELBONTASA MEROLEGES OSSZETEVOKRE.
Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nak az a
egyenesére es6 merdleges vetiilete

. a-
proj,b = —a.
2 a-a
A b-nek az a egyenesére mergleges Gsszetevije

‘b
b - proj,b=b - = 2a.
a-°*a
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BI1zONYITAS. Az els6 képlet az egységvektorral szorzas geometriai jelen-
tésérdl szolo 1.24. tételbdl kovetkezik. Legyen e = ﬁ az a-iranyd egy-
ségvektor. Ekkor

2 _ " (a-ba=2"a
NPt

. a a 1 a-b
projob = (e-b)e = <a| )
(Az utolsé egyenléségnél kihasznéltuk, hogy |al|?> = a-a. Mivel e és a
parhuzamosak, ezért proj, b = proj, b, ami bizonyitja els¢ allitdsunkat.
Az allitas méasodik fele abbol kévetkezik, hogy a két Osszetevs Osszege
b. [

1.26. PELDA: MEROLEGES OSSZETEVOKRE BONTAS. Bontsuk fel
az 1.17. példabeli b vektort az a-val parhuzamos és ra merdleges Gssze-
tevikre.

MEGOLDAS. Mivel az 1.17. példa szerint a-b = 12, |a| = 3, ezért

a-b 12 4

PIoja, A al- 92— 3%
mig az a-ra merdleges dsszetevé b — 3a (1d. 1.17. abra). [

Merdlegesség és orientacid Legyenek a és b egymésra merdleges nem-
zérus vektorok a sikban. Ekkor a és —b is merdlegesek, azaz (a,b), =
(a,—b), = 7/2. Csak az a ismeretében meg tudjuk-e kiilonboztetni a b
és —b vektorokat? Hasonlo kérdés a térben is folmeriil: ha ¢ merdleges
a nem kollinearis a és b vektorok mindegyikére, akkor —c is. Vajon c és
—c megkiilonboztethets-e egymastol csak a-hoz és b-hez val6 viszonyukat
tekintve?

fogalma vezet. E fogalmat precizen késébb definialjuk (1d. ?7?. szakasz),
az alapgondolat viszont egyszerti. A sikban a két fliggetlen vektorbol
allo parokat két osztalyba sorolhatjuk aszerint, hogy a tenyérrel folfelé
forditott jobb vagy bal keziink els6 két ujjaval szemléltethetGek (?77. ab-
ra) (hiivelyk az els6, mutaté a masodik vektor). Hasonloképp: a térben a
fliggetlen vektorokbol allo harmasokat két osztélyba sorolhatjuk aszerint,
hogy jobb vagy bal keziink els§ harom ujjaval szemléltethetéek (?7?. ab-
ra). Kézenfekvonek tiinik az els6 vektornak a hiivelyk, a masodiknak
a mutatd, a harmadiknak a k6zéps6 ujjunkat megfeleltetni, de azokban
a kulturakban, ahol a mutat6é és kozéps6 ujjal mutatjak a kettst, ott a
mutat6-kozépss-hiivelyk a sorrend (??. abra). Aszerint, hogy egy vektor-
par a sikban, illetve egy vektorharmas a térben melyik osztalyba esik, azt
mondjuk, hogy jobbrendszert, illetve balrendszert alkot. A sikban ezt az-
zal is ki tudjuk fejezni, hogy két fiiggetlen vektor szogét elGjellel 1latjuk el,
nevezetesen pozitivval, ha jobbrendszert, és negativval, ha balrendszert
alkotnak. Az igy kapott szoget a két vektor irdnyitott szogének nevezziik.
Az a és b iranyitott szogét (a,b) jeloli. Tehat mig (a,b), = (b,a),,
addig (a,b)¢ = —(b,a), és ha (a,b)q = 7/2, akkor (a,—b)q = —7/2.
Ez tehét a valasz a paragrafus elején feltett kérdésre.

A tér egy sikjanak iranyitéasa

Vektori szorzas A fizikiban tobb olyan jelenség is van, melyben két
térbeli vektorhoz keresiink egy mindkettére meréleges harmadikat. Leg-
ismertebb példa a forgatonyomaték.

Hasson egy F er§ egy test P pontjaban, és legyen a test rogzitve az
O pontjaban. A P ponton atmend, F iranyu egyenesnek az O-t6l va-
16 tavolsagat az erd karjanak nevezziik. Az F hatéasara a test O koriil
elfordul. Ennek jellemzésére tudnunk kell a forgas tengelyét, a forgas
LJhagysagat”, és azt, hogy a tengely korili két forgéasirany koziil melyikrsl
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van sz0. Erre alkalmas lehet egy vektor — ezt nevezziik forgatényoma-
téknak —, melynek iranya a forgastengellyel parhuzamos, hossza a forgas
nagysagat irja le, és a forgastengellyel parhuzamos két vektorirdny a két
forgasiranyhoz tartozik. Hogyan definialhat6 a forgatényomaték-vektor,
ha tudjuk, hogy abszolut értéke az erékar hosszanak és az erd abszolut
értékének szorzata?
. - . -

Az er6 karja |OP|sin(OP,F) ., igy az M forgatonyomaték abszolit

értéke:
—_— . —_—
IM| = |F||OP|sin(OP,F),.

A forgas tengelye nyilvan merdleges F-re és a)’—re is, csak abban kell
megegyezni, hogy az OP, F és M vektorok jobb- vagy balrendszert al-
kossanak. A fizikusok a jobbrendszert vélasztottéak.

A forgatonyomaték, és t&bb hasonlé fizikai fogalom a kovetkezs defi-
nicibhoz vezet:

1.27. DEFINICIO: VEKTORI SZORZAT. A 3-dimenziés tér két vektoré-

nak vektori szorzatdn azt a vektort értjlik, melynek

(a) abszolit értéke a két vektor abszolut értékének és a kozbezart szog
szinuszanak szorzata,

(b) irdnya merdleges mindkét vektor irdnyara és — ha a két tényezs és a
szorzat egyike sem a nullvektor, akkor — az els6 tényezd, a masodik
tényezs és a szorzat ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

E definicié barmely két 3-dimenzids vektor vektori szorzatat egyértelmd-
en definidlja, ugyanis minden olyan esetben, amikor nem tudnank eldon-
teni, hogy a vektorok jobbrendszert alkotnak-e, a szorzat a nullvektor
(gondoljuk meg!).

Az a és b vektorok vektori szorzatat a x b jeloli, amit ,.a kereszt b”-nek
olvasunk. Képletekkel megfogalmazva: a x b egy vektor, melyre

|a x b| = |a||b|sin(a, b) /,

axb L a,axb L b, tovibba a, b és a x b ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot.

1.28. PELDA: VEKTORI SZORZAT MEGHATAROZASA. Tegyiik fel, hogy
a tér két vektora 3 illetve 5 hosszt, az altaluk bezart szog koszinusza %,
mint az 1.17. példaban. Mit tudunk a vektori szorzatrol?

MECOLDAS. A vektori szorzat hossza |a|/b|sin(a,b), = 3-5-2 =9,
irdnya mer6leges mindkét vektorra és a, b, a x b ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot (1d. 1.19. abra). [

1.29. PELDA: i, j, k VEKTORI SZORZATA. Legyen i, j, k harom, pa-
ronként egyméasra merdleges, ebben a sorrendben jobbrendszert alkoto
egységvektor. Készitsiink miivelettablat vektori szorzataikrol!

MEGOLDAS. Mivel (i,i), =0, ezért |i x i| =0, igy i x i = 0. Hasonloan
jxj=0éskxk=0.

Mivel |i] = |j| = 1 és (i,j), = 90°, ezért |i x j| = 1, azaz i x j is
egységvektor. Raadasul i x j mer6leges i-re és j-re, és i, j valamint i x j
jobbrendszert alkotnak épp tgy, mint i, j és k. Ebbdl kévetkezik, hogy
ixj = k. Hasonloképp jxk =iéskxi=j. Hai, j, k jobbrendszert alkot,
akkor j, i és k balrendszert, igy j x i = —k. Mindezeket Gsszefoglalva a
kovetkez6 miivelettablat kapjuk.

| i j k J
0 k /
k i k i

‘ _
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E harom vektor kozti szorzatok konnyen megjegyezhetGek, ha egy
szabalyos haromszog csicsaira irjuk éket pozitiv koriiljaras szerint, mint
azt a tablazat melletti 4bra mutatja. Ekkor két kiilonb6z6 vektor szorzata
a harmadik, ha a két vektor pozitiv koriiljaras szerint koveti egymast. Ha
negativ koriiljaras szerint kovetik egymaést, a szorzat a harmadik vektor
—1-szerese. |

1.30. TETEL: MIKOR O A VEKTORI SZORZAT? Két térbeli vektor vek-
tori szorzata pontosan akkor zérusvektor, ha a két vektor parhuzamos.

BizonyiTAs. Ha a vagy b valamelyike zérusvektor, akkor egyrészt a két
vektor tekinthet6 parhuzamosnak, masrészt a x b = 0, az allitas tehét
igaz, ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy a két tényezd egyike sem zé-
rusvektor.

(«<=) Ha a és b parhuzamosak (més szoval kollinearisak), akkor (a, b) /
0 vagy m, tehat sin(a,b), = 0, igy |a x b| = |a||b|0 =0, azaz a x b = 0.

(=) Ha a x b =0, azaz |a||b|sin(a,b), = 0, akkor |a|] =0, |b| =0
vagy sin(a,b), = 0. Az |a| = 0 vagy |b| = 0 eseteket mar elintéztiik a
bizonyitas elején, igy marad a sin(a, b), = 0 eset. A szinusz fliggvénynek
a [0, 7] intervallumban a 0 és a 7 helyen van zérushelye, tehét a két vektor
vagy egyiranyi, vagy ellenkezd iranyu, vagyis parhuzamos. |

1.31. TETEL: VEKTORI SZORZAT ABSZOLUT ERTEKENEK GEOMETRI-
AI JELENTESE. Két vektor vektori szorzatanak abszolit értéke a két vek-
tor altal kifeszitett parallelogramma teriiletének mérészaméval egyenld.

B1zoNYITAS. Az a és b vektorok altal kifeszitett parallelogramma ol-
dalainak hossza |a| és |b|, az a oldalhoz tartozo magassaga pedig m =
|b|sin(a,b),. A parallelogramma teriilete |ajm = |a||b|sin(a, b),
|a x b| (??. abra).

1.32. TETEL: VEKTORI SZORZAS MUVELETI TULAJDONSAGAI. Tet-
sz6leges a, b és ¢ vektorokra, valamint tetszéleges r valos szamra igazak
az alabbi Osszefliggések:

(a) axb=-bxa (alternalo tulajdonsag)
(b)) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivités)

(¢) r(axb)=(ra)xb=ax (rb)
(d) |axb|=1/laP’b[*—|a-bJ?

A tétel bizonyitasat feladatnak ttizziik ki.

> E tétel (a) pontja szerint a vektori szorzas nem kommutativ!

> Egy egyszert példa mutatja, hogy a vektori szorzas nem is asszociativ.
Az 1.29. példa eredményét hasznalva kénnyen lathato, hogy

(ixj) xj#ix(x]),
ugyanis (i xj) xj=kxj=—1i, masrészt ix (jxj) =ix0=0.

Parallelepipedon térfogata, és elGjeles térfogata Az 1.31. tételben
megmutattuk, hogy a vektori szorzat abszolit értéke a két vektor al-
tal kifeszitett parallelogramma teriiletét adja.  Hogy szamithato ki a
parallelepipedon térfogata?

1.33. PELDA: PARALLELEPIPEDON TERFOGATA. Hatérozzuk meg az a,
b és ¢ vektorok altal kifeszitett parallelepipedon térfogatat!

MEGOLDAS. Az a és b 4ltal kifeszitett parallelogramma teriilete |a x b,
és mivel a X b merd&leges a parallelogramma sikjara, ezért a parallelepipe-
don magassaga c-nek az a x b egyenesére es6 merdéleges vetiileti hosszaval
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egyenld. Ez az a x b irdnyu egységvektorral valo skalaris szorzassal sza-
molhat6. Az egységvektor

axb
e= ——
|a x b|’

a magassag |e - ¢|, és igy a térfogat (azaz az alapteriiletszer magassag)
értéke

b
la x b ‘zib‘ ¢/ =|(axb) .
Tehat a parallelepipedon térfogata |(a x b) - c|. [

A térfogat tehat az (a x b) - ¢ skalar abszolat értéke. Kérdés: vajon
mit jelent e skalar elgjele? Ez pontosan akkor negativ, ha a c vektor
a x b egyenesére es§ merdleges vetiilete és a x b ellenkezd iranyta. Vagyis
ha a ¢ vektor az a és b sikjanak masik oldalan van, mint az a x b vektor,
azaz ha a, b és ¢ balrendszert alkot!

Osszefoglalva: Az a, b és c vektorokbél képzett (a x b) - ¢ skalar
abszolut értéke a harom vektor altal kifeszitett parallelepipedon térfoga-
pontosan akkor pozitiv, ha a harom vektor jobbrendszert alkot. Az is
kovetkezik a fentiekbdl, hogy a harom vektor pontosan akkor esik egy
stkba, azaz pontosan akkor linearisan sszefiiggdk, ha (a x b) - ¢ = 0.

Vegyes szorzat Az el6z6 paragrafusban megmutattuk az (a x b) - ¢
kifejezés fontossagat. Ez vezet a kovetkezd definicidhoz.

1.34. DEFINICIO: VEGYES SZORZAT. A 3-dimenzids tér harom tetszo-
leges a, b és c vektorabol képzett

(axb)-c
kifejezést a harom vektor vegyes szorzatinak nevezzik.

> A vegyes szorzat eredménye skalar.

> A vegyes szorzatra szokés az abc jellést hasznalni, amit — bar nem
okoz félreértést — a késébbi fejezetekben nem fogunk hasznalni.

> Mivel a skalaris szorzas kommutativ, ezért (a x b)-c¢=c-(a x b).

> A parallelepipedon térfogatara ugyanazt az értéket kell kapnunk, bar-
melyik oldallapot is valasztjuk alapnak, igy e harom vektorbdl a vek-
torok kiilonbo6zd sorrendjeivel képzett vegyes szorzatok csak elGjelében
térhetnek el egymastol. Mivel az elGjel az orientacié fliggvénye, ezért
— figyelembe véve az el6z6 megjegyzést is — kapjuk, hogy

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b=a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb).
Az ellenkez6 elGjeli szorzatok:
(cxb)-a=(bxa)-c=(axc)-b=c-(bxa)=b-(axc)=a-(cxb).
Ezeket a vegyes szorzatra hasznalt jel6léssel folirva:

abc = bca = cab = —acb = —cba = —bac.

1.35. PELDA: VEGYES SZORZAT. Hatarozzuk meg egy egységéld kocka
egy csucsbol indulé harom lapatlo-vektoranak vegyes szorzatéat!

MEGOLDAS. Jeldlje a kocka egyik cstucsdboél induldé harom élvektorat i, j
és k. E harom vektor ebben a sorrendben alkosson jobbrendszert. Ekkor
az el6z6 megjegyzés szerint ijk = jki = kij = 1, kji = jik = ikj =
—1. Mivel a vegyes szorzat egy parallelepipedon térfogatat, vagy annak
ellentettjét adja, ezért ha egy szorzatban egy vektor tébbszor is szerepel,
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akkor annak értéke 0. Példaul iji =

(ixj)-i=k-i=0. A harom

lapatlo-vektor: i+ j, j + k, k +i. Fzek vegyes szorzata

(i+]) x G+K)) - (k+1) = ijk + iji + ikk + iki + jjk + jji + jkk + jki

=140+0+0+0+0+0+1
:27

tehéat a harom lapatlo-vektor vegyes szorzata 2. |

Skalaris szorzas
1° Mutassuk meg, hogy |a + b + ¢|* = |a]*> + |b|]® + |c|?
pontosan akkor all fenn, ha a, b és ¢ harom egymasra
paronként merdleges vektor.
2° Igazoljuk, hogy
(a-b)c#a(b-c).

Legyenek a és c fliggetlen vektorok, b pedig tetszéleges. Ek-
kor az (a - b)c szorzat parhuzamos a ¢ vektorral, mig az
a(b - ¢) szorzat az a vektorral, tehat (a-b)c # a(b - c).

Merdlegesség és orientacié: vektori szorzas

Vektori szorzat
3° Tekintsiink egy egységéli kockat, melynek egyik cstuicsat
jeldlje P. Szamitsuk ki a P-bdl induld
(a) valamelyik két lapatlo-vektor,
(b) egyik lapatlo- és a testatlo-vektor
skalaris szorzatat, valamint a P-bdl induld
(c) valamelyik élvektor és egy vele egy lapon lévg
lapatlo-vektor,
(d) valamelyik élvektor és a vele nem egy lapon lév§
lapéatlo-vektor
vektori szorzatat.
Jelolje P szomszédait Q, R és S.
(a) Ekkor két lapatlo-vektor példaul a P—Cj + PR és a
PR + PS vektorok. Ezek szorzata:

e —_—  —
(PQ+JHQ-(PR+PS):

_—r — — = = = — —
PQ-PR+PQ-PS+ PR-PR+PR-PS =
—_— —
PR-PR=1.

Kihasznaltuk, hogy mersleges vektorok skalaris szorzata
0.
(b) Hasonléan kaphato meg egy lapatlo-vektor és a testatlo-

_ = =
vektor (PQ + PR + PS) szorzata:

(P_Q>+P_R))-(P_Q>+ﬁ%+P_>S) = PQ-PQ+PR-PR =2.

(c) A Q, R és S csucsok olyan sorrendben legyenek meg-
—_— — —_—
valasztva, hogy PQ, PR és PS ebben a sorrendben
jobbrendszert alkosson. Ki fogjuk hasznélni, hogy ek-
— — —
kor PQQ x PR = PS. Egy élvektor és egy szomszédos
lapatlo-vektor vektori szorzata:

PG x (PG + PF) -
PG x PO + PO x PR -

—

—
0+ PS=PS,

vagyis a szorzat a két vektor lapjara mergleges élvektor.
—
(d) Legyen a lapvektor a PR, a nem szomszédos lapatlo-
—_—  —
vektor PR + PS. Ezek szorzata:

PG x (PT+ 75) -
— —

—_— == = =
PQ x PR+ PQ x PS=PS— PR,
ami a lapatlo-vektor sikjanak masik lapatlo-vektora.

4° Mutassuk meg, hogy ha u mer6leges a v és w vekto-
rokra, akkor merdéleges minden lineédris kombinaciojukra
is.

5° Harom linearisan fliggetlen vektornak hany sorrendje
van? E sorrendek koziil hany alkot jobb- és hany bal-
rendszert?

Harom kiilonb6z6 dolog (igy harom vektor is) hatféleképp
rakhaté sorba. Ha az a, b és ¢ vektorok jobbrendszert al-
kotnak, akkor ugyancsak jobbrendszert alkotnak a b, c, a és
a c, a, b vektorharmasok is. A tovabbi harom esetben, azaz
a c, b, a, valamint a b, a, ¢ és az a, ¢, b harmasok esetén
balrendszert kapunk. A ,bizonyitas” egyel6re a keziink ha-
rom ujjarél valo leolvasassal torténik. Késébb matematikai
bizonyitast is adunk, lasd 777.

6° Szogfelez6. Legyenek a és b nemzérus vektorok. Mu-
tassuk meg, hogy a |bla+|a|b vektor felezi a és b szogét!

Egyik lehetSség a megoldasra: ||bla| = ||ab| = |a||b|, ezért
a parallelogramma-modszert egy rombuszra kell alkalmazni.
Egy masik lehetSség: az a/|a| és b/|b| két egységvektor, igy
Osszegiik szogfelezs, mivel a parallelogramma-modszer rom-
buszt ad. E vektor |a||b|-szerese ugyanigy szogfelezs, és épp
ez a feladatbeli vektor.

7° Haromszog szégfelezbje. Az el6zd feladat eredményét
felhasznéalva mutassuk meg, hogy a haromszog egyik sz6-
gének szogfelezGje a szemkozti oldalt a két szomszédos
oldal hosszanak aranyaban osztja fel.

Projekt: ekvivalencia relaci6 Egy X halmazon értel-
mezett reldcion (pontosabban bindris reldcion) az X elem-
parjainak egy R halmazat értjiikk. Ha egy (a,b) par benne
van ebben a halmazban, azt mondjuk, hogy a az R relaci-
6ban van b-vel, és ugy jeldljiik, hogy a R b. Példaul, ha X
az Osszes valaha élt ember halmaza, akkor az Gsszes olyan
(a,b) emberpar halmaza, ahol a anyja b-nek, egy relacié. Ez
a koznyelvbdl is ismert anya-gyermek relacié. Egy matema-
tikai példa: ha X a valosok halmaza, és R azokbol az (a, b)
parokboél all, melyekre a kisebb vagy egyenld, mint b, akkor
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ziink. E reldcio szokésos jele <, igy ha (a,b) € R, akkor az
a < b jelolést hasznaljuk.

Az X halmazon értelmezett ekvivalencia reldcid egy olyan
relacio, mely az X halmaz elemeinek egy osztalyozasat irja
le. Ez azt jelenti, hogy ha az X halmazt paronként kizaro
részhalmazok uniéjara bontjuk, azaz megadjuk az X eleme-
inek egy osztdlyozdsdt, vagy mas széval X egy particiondld-
sat, akkor létezik egy relacid, melyben az a,b € X elemek
pontosan akkor vannak relacioban, ha egy osztélyba (parti-
ci6ba) tartoznak. Az igy kapott relacionak van harom olyan
tulajdonsaga, melynek csak az ilyen moédon megkaphato re-
lacidk felelnek meg.

kasz a hal, a szabad vektor a halraj, melyet mindegyik hal
ugyanugy reprezental (1.20. 4bra).

1.20. abra. ,az iranyitott szakasz a hal, a vektor egy halraj”

8° Szabad vektor fogalma. Blabla

1.36. TETEL: EKVIVALENCIA RELACIO. Az ekvivalencia blablablablabla

Matematikan kiviili hasonlattal élve: ha az iranyitott sza-

9° Vektor iranya. Blabla



René Descartes (Renatus Cartesianus)
(1596-1650) francia filozéfus és mate-
matikus, a modern filozéfia atyja, az
analitikus geometria egyik megalkoto-
ja. Filozofidjat a puszta hitre alapo-
zott &llitasokkal szemben a racionalis
érvelések utjan kivanta folépiteni (lasd
descartesi kételkedés és ,gondolkodom,
tehat vagyok”). Orvostudomanyt és
jogot tanult, végiil hadmérnoki képesi-
tést szerzett. TSbb haboriban is részt
vett. 1619-ben egy Magyarorszagot
is érint§ hosszu dtjan egy Ulm mel-
letti paraszthazban harom Aalmot l&-
tott, melyek megfejtése ,egy csodala-
tos tudomanyhoz” vezette, ami filozo-
fidja alapjava valt.
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1.3. Vektorok koordinatas alakban

A koordindtdk bevezetésével egyrészt 1j algebrai eszkézokhéz jutunk a vek-
torok és a kilonféle geometriai alakzatok vizsgdlatdban, mdsrészt lehetdvé
vdlik a vektor fogalmdnak kiterjesztése. Igy jutunk a sokdimenzids te-
rek fogalmdhoz, ami nélkilizhetetlen a kozgazdasdgtanban, az internetes
keresék matematikdjdiban, vagy véges struktirdk folétti vdaltozatdaban a ko-
delméletben és a kriptogrdfidban.

Descartes-féle koordinatarendszer Descartes 1637-ben La Géométrie
cim@ miivében egy szép Otlettel Gsszekapcsolta a geometriat az algebra-
val. Alapgondolata az volt, hogy a geometria alapelemei (pl. pontok) és
a valos szamok /szamparok/szamharmasok kozt kolecsonosen egyértelmd
megfeleltetés hozhato 1étre, igy bizonyos geometriai alakzatok algebrai
egyenletekkel leirhatova és vizsgalhatova valnak.

Az 1.11. tétel szerint a sik barmely v vektora felirhaté két adott li-
nearisan fliggetlen e; és ey vektor linedris kombinaciojaként, és e feliras
egyértelmi. Ha e linedris kombinacié v = vie; + voes alaka, akkor a
v vektorhoz a (v, v9) szampart rendeljiik, amit a v vektor koordindtds
alakjdinak neveziink, a vy és vy skalarokat pedig a v koordindtdinak ne-
vezziik. Azt mondjuk, hogy az {e;, es} vektorpar e koordinatazasi rend-
szer — egyszertibben koordindtarendszer — bdzisa, az e; és es vektorok
a bdzisvektorok vagy alapvektorok.  Tetszéleges vektor koordinatainak
meghatarozasahoz elég a bazisvektorokat ismerni.

1.37. PELDA: VEKTOROK KOORDINATAI. Hatarozzuk meg az &bran
megadott vektorok — az e; és ey vektorokra, mint bazisra vonatkoz6 —
koordinatait!

MEGOLDAS. Legegyszertibb, ha az 6sszes vektort egyetlen pontbdél indit-
juk. A megoldést a mellékelt abran szemléltetjiik. |

A koordinatarendszer a 3-dimenzids térben is hasonlé moédon épithetd
fel. Az 1.12. tétel szerint a tér barmely v vektora felirhaté harom adott
linearisan fiiggetlen e, ey és e3 vektor linearis kombinaciojaként, és e
feliras egyértelmi. Ha e linearis kombinacié v = vie; + vees + vses
alakud, akkor a v vektorhoz a (v1,vs,v3) szdmharmast rendeljiik, amit a
v vektor koordindtds alakjdnak neveziink, a vy, vo és v3 skalarokat pedig
a v koordindtdinak nevezzik, a bdzis pedig az {e, e, e3} vektorharmas.

S6t, a koordinatazas az 1-dimenzids térben is megvalosithato: ha e
egy nemnulla vektor (tehat linearisan fliggetlen vektorrendszer!), akkor
barmely vele parhuzamos v vektor egyértelmten felirhaté v = ve alak-
ban. E v skalar lesz a v koordinatas alakja (a zardjel hasznélata itt
sziikségtelen). Igy a v «» v hozzarendelés kélcsénosen egyértelmt megfe-
leltetést létesit a vektorok és a skalarok kozt.

Ha kijeloliink egy pontot az egyenesen /sikban /térben — ez lesz az origd
—, akkor az egyenes/sik/tér pontjai és a helyvektorok végpontjai kozti
kolesonosen egyértelmii megfeleltetéssel egyuttal a pontok is koordinatat
kapnak.

1.38. PELDA: PONTOK KOORDINATAI. Hatarozzuk meg az abran kije-
161t pontok — megadott bazisvektorokra és origéra vonatkoz6 — koordiné-
tait!

MEGOLDAS. E feladat megoldésa lényegében azonos az el6z6ével, mint-
hogy a kijelolt pontokba mutaté helyvektorok megegyeznek az ott meg-
adott vektorokkal. [ |

Az origon atmend és az alapvektorokkal parhuzamos egyeneseket itt
is koordinatatengelyeknek nevezziik, az origdn atmend, és 2 tengelyt tar-
talmazo sfkokat pedig koordindtasikoknak. Ezekbdl is harom van.
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Konnyen lathato, hogy a koordinatatengelyekre esé pontok 3-dimenzios
koordinatas alakja (z,0,0), (0,y,0), illetve (0,0, z) attol fiiggSen, hogy
melyik tengelyrdl van szo. A koordinatasikok pontjainak alakja (x,y,0),
(2,0, z), illetve (0,y,z2). Az origdé (0,0,0), mig az alapvektoroké e; =
(1,0,0), e = (0,1,0), e = (0,0,1).

Miuiveletek koordinatas alakban megadott vektorokkal Legyen adva a
térben egy koordinatarendszer, és abban két tetsz6leges u = (uq, ug, u3)
és v = (v1,v9,v3) vektor. E paragrafusban megkeressiik a vektormtve-
letek koordinatas alakjat. A kérdés tehat az, hogy hogyan kaphaté meg
u+v,u—v,cu, u-v, ux v koordinatas alakja.

Mindegyik miiveletnél felhasznéaljuk a vektoroknak a bézisvektorok
linearis kombinéciojaként valo elGallitasat. Az adott két vektor Osszege

u+v = (u1,us,us) + (v1,v2,v3)
= (ure1 + ugey + uzes) + (vie; + voes + vzes)
= (u1 +v1)e1 + (uz + v2)es + (uz + vs)es
= (uy + v1, us + v, uz + v3).

Hasonl6 képlet adoédik a kiilonbségre
u—v= (ul,u2,u;:,) — (’Ul, 1)2,1)3) = (u1 — V1,Ug — V2,U3 — Ug).
A skalarral valo szorzas is a koordindtanként vald végrahajtas lehet&ségét

mutatja:

cu = c(uy,uz, uz) = c(ure; + uses + uzes)
= cuieq + cuses + cuses

= (cuy, cug, cug).
Osszefoglalva tehat a kovetkezd allitast kapjuk:

1.39. ALLITAS: VEKTORMUVELETEK KOORDINATAS ALAKJA. Adva
van a térben egy koordinatarendszer, és abban két tetszdleges u =
(u1,u2,us) és v = (v1,v2,v3) vektor, valamint egy tetszéleges ¢ € R
valés szam. Ekkor a vektorok Gsszegének, kiilonbségének és skalarszo-
rosanak koordinatas alakja rendre

u+v = (ug,ug,uz) + (vi,v2,v3) = (u1 + v1, ug + va2, ug + v3),
u—v= (U17U2,u3) - (U17U27’U3) = (Ul — U1,U2 — VU2, U3 — 'U3),

cu = c(uy,us,uz) = (cuy, cus, cus).

Az attekinthet&bb oszlopvektor jeldlést hasznalva

Uq U1 u + v U1 V1 U, — V1 U Cuy
Ug |+ (v2| = [u2 +v2f, [U2|— |v2| = [u2 — V2|, C|u2| = |Cu2
U3 U3 Us + v3 U3 U3 U3 — U3 U3 cus

A sikbeli vektorokra hasonlé allitasok igazak, csak két koordinataval.
Erdekesebb a helyzet a skalaris szorzassal. Kezdjiik két sikbeli vektorral.

1.40. PELDA: SKALARIS SZORZAS KOORDINATARENDSZERBEN. Tekint-
slink egy olyan sikbeli koordinatarendszert, ahol az els6 alapvektor hossza
1, a masodiké 2, és a kett&jiik kozti szog 7/3. Szamitsuk ki az a = (1,1)
és a b= (—5/2,1) vektorok skalaris szorzatat.

MEGOLDAS. Az alapvektorok hosszat és szbgét ismerve ki tudjuk szami-
tani az alapvektorok skalaris szorzatait:

e -ep =1, e2~e2:22:4, eloe2:1~2~cos§:1.
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bi ba by b1 by
1.21. &bra. A vektori szorzat kiszami-
tasa a két vektor koordinataibol: irjuk
a két vektort egymaés ald, majd az el-
s6 két koordinatat masoljuk a vekto-
rok végére, végiil az X alakba rakott
nyilparoknal a \ nyil végein 1év6 szé-
mok szorzatabol vonjuk ki a / szerinti
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Ezt folhasznalva kapjuk, hogy

5
a-b=(e;+es)- (fiel +e3)

5 5
:7781'614*(17*)el'eg+eg'62

2 2
5 3
=—2_Z44
2 "

:O7

tehét a két vektor merdleges egymaésra.
Erdekességként meghatarozzuk e koordindtarendszerben a skalaris szor-
zés altaldnos képletét:

u-v=(uje; + uzey) - (vie; + vzez)
= ujvie - e + (urvs + ugvy)er - € + ugvze; - €

= U1v1 + U2 + usvy + 4dugvs.

Ebbdl lathato, hogy a skaléris szorzat koordinatas alakja fiigg a koordi-
nétarendszertdl is. |

A derékszogii koordinatarendszer A természeti torvények kiilonos fon-
tossdgot adnak az egymasra merdleges iranyoknak, ezért példaul igen
gyakran érdemes olyan koordinatarendszert valasztani, amelyben az alap-
vektorok merdlegesek, mas szoval ortogondlisak egymasra. A bazisvek-
torok szoge mellett azok hosszat is érdemes standardizalni, nevezetesen
egységnyi hosszinak vélasztani, igy mindegyik koordinata egytttal ta-
volsagot is jelent. Az egységvektorokbol allo ortogondlis bazist ortonor-
madltnak nevezzik.

Az egységes targyalas érdekében a bazisvektorok koriiljarasat is els-
irhatjuk: altaldnosan elterjedt szokés a jobbrendszert valasztani. Az igy
konstrualt bazis vektorait sikban i, j, térben i, j és k jeloli.

A két és haromdimenzios térben a skalaris szorzat egyszert alakot 6lt,
ha a koordinatarendszer derékszog.

1.41. ALLITAS: SKALARIS SZORZAT DEREKSZOGU KOORDINATAREND-
SZERBEN. A sikbeli u = (uj,u2) és v = (v1,v9), illetve a térbeli
u = (u1,uz,usz) és v = (v1, vy, v3) vektorok skalaris szorzata derékszogi
koordinatarendszerben

U-V = uv; + usgwse, illetve u-v = uiv; + usvs + uzvs.
B1zonvyiTAs. A sikbeli esetben kihasznaljuk, hogy i -1 = j-j = 1 és
i-j=o0:

u-v = (u1i 4 ugj) - (v1i+ vaj)
= uyv1i- 14+ (ugvg + ugvr)i- j + ugvaj - j

= U1V1 + U2V
A térbeli eset hasonléan bizonyithato. |

1.42. ALLITAS: VEKTORI SZORZAT DEREKSZOGU KOORDINATAREND-
SZERBEN. A térbeli a = (a1, a2,a3) és b = (b1, ba, bs) vektorok vektori
szorzata derékszogi koordinatarendszerben

axb= <a2b3 — a3b2, a3b1 — a1b3, a1b2 — agbl).
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BI1zONYITAS. Az alapvektorok egymassal valo vektori szorzatait mér ki-
szamoltuk az 1.29. példaban. Kihasznélva, hogyixi=jxj=kxk =0,
ixj=k,jxi=-k,..., kapjuk hogy

axb= (ali + asj + a3k) X (bli + boj + bgk)
= a9b3j X k+ asgbok X j+ azbik X i+ a1bsi x k+ a1boi X j+ asb1j x i
= agbgi — a3b2i —+ a3b1j — albgj + albgk — (Ilek

= (agbs — asbs, agby — a1bs, a1bs — asby).

1.43. PELDA: PARALLELOGRAMMA TERULETE. Mutassuk meg, hogy
az (a,b) és a (c, d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — bel.

Mi a jelentése az ad — bc elGjelének?

MEGOLDAS. Két 3-dimenzios vektor altal kifeszitett parallelogramma te-
riilete a vektori szorzatuk abszolit értéke. Agyazzuk be a megadott két
vektort a tér egyik koordinatasikjaba, tekintsiik példaul az (a,b,0) és a
(¢,d,0) vektorokat. Vektori szorzatuk

(CL, ba O) X (Ca d7 O) = (O’ 07 ad — bC),

ennek abszolat értéke |ad — be.

Mivel az (a,b,0), (¢,d,0) és (0,0,ad — bc) vektorok jobbrendszert al-
kotnak, ezért ad — be pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a,b) és a
(¢, d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad —bc pontosan akkor negativ,
ha az (a,b) és a (¢, d) vektorok balrendszert alkotnak (gondoljuk meg!).H

Az R™ halmaz Lattuk, hogy 2-dimenzids, illetve 3-dimenzios vektorjel-
legii mennyiségek leirhatok egy rendezett szdmpérral, illetve szamharmas-
sal. Izgalmas a forditott helyzet, amikor legalabb 4, de akar t&bb millio
szorosan Osszefiiggs adatbol képzett, rendezett szam-n-essel dolgozunk.
Vajon értelmes dolog-e e szdm-n-eseket egy n-dimenziés tér vektorainak,
vagy pontjainak tekinteni? Es van-e értelme a 2- és 3-dimenzios térben
hasznalt fogalmak &altalanositasanak n dimenziéra? A valasz mindegyik
kérdésre hatarozott igen, amit a fizika 4-dimenzio6s tér-idé fogalma, szam-
talan gazdaségi, vagy internettel kapcsolatos probléma megoldasa fénye-
sen bizonyit.

Egy tetszéleges H halmaz elemeibdl képzett rendezett elem-n-esek hal-
mazat H"™-nel jeloljiik.

Példaul ha H = {0, 1}, akkor
H? ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0), (1,1, 1)},

vagyis H? a H elemeibdl képzett rendezett elemharmasok halmaza. Esze-
rint a stk pontjait és vektorait R?, a térét R? elemeivel koordinataztuk.
A fenti jelolésnek megfelelen R™ a valds szdmokbdl képzett rendezett
szdm-n-esek halmazdt jeloli. 1gy pl. mondhatjuk azt, hogy az (1,3,0,9,5)
szamotos eleme az R halmaznak. Késébb R™ elemein vektormiiveleteket
fogunk bevezetni, és R™-rél, mint vektortérrdl fogunk beszélni. Hasonlo-
képp fogjuk R"-t geometriai vagy ponttérnek tekinteni, ha elemeire, mint
pontokra fogunk gondolni, és koztiik geometriai mtiveleteket fogunk vé-
.......................................... gezni. E sokféleség sosem fog gondot okozni: R™ szerepét mindig az fogja
meghatarozni, hogy mit tesziink elemeivel, vagyis a szam-n-esekkel.

Az R™ megismerésében az analdgia fonalan haladunk, a 2- és 3-dimenzios
tér fogalmait fogjuk atvinni, altaldnositani n dimenziéra. Ez az analogia
fog segiteni abban, hogy magabiztosan érezziik magunkat n dimenzidban
is, akkor is, ha ott ,nem latunk olyan j6l”, mint 3 dimenziéban. Be-
vezetS példaként az analdgiara — képernydvédsk kedvenc téméjat — egy
4-dimenzios kocka 2-dimenzioés vetiiletét mutatjuk az 1.22. dbréan.

1.22. abra.



Bit: az angol binary digit kifejezésbsl
képzett sz6, ami magyarul binéris, az-
az kettes szamrendszerbeli szamot je-
lent. A szoftver (software) szot is meg-
alkoté John W. Tukey 6tlete.
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Miiveletek R"™ vektoraival 777

1.44. TETEL: VEKTORMUVELETEK TULAJDONSAGAI. asdf asdf asdf

Tavolsag és szog R"-ben Adva van két adatsor: x1, xa,...x, és yi,
Y2, - - Yn. Atlagukat jeldlje z, illetve y, azaz
1+ T+ ...+, Y1 +y2+ ...+ Yn

T = s :[7:
n n

Az r-rel jelolt an. korreldcids egyiitthaté azt méri, hogy a két adatsor
kozti linearis kapcsolat milyen erds. Az erre hasznalt képlet a kévetkezd:

_ 2 i (@i = 2)(yi — 9) .
Viim (@i = 2PV (v — )

Vajon pontosan mit mér r? Az eddig tanultak szemléletes, konnyen ért-
hets valaszt adnak.

Tegyiik fel, hogy a két adatsor kozt fonnall az y; = cx; + d lineéris
Osszefliggés minden ¢ = 1,2,...n indexre valamely ¢, d konstansokkal.
Ha mindkeét adatsorbol levonjuk az atlagukat (a két adatsort norméaljuk),
akkor az igy kapott

r

ai:xif:E, bz:ylfg (121727771)
adatsorokra igaz a b; = ca; dsszefiiggés. (Ugyanis § = (31 cx; +d) =
¢ +d,amibsl y — g =cx; +d — ¢ —d = c(x; — T).)

Tehat, az adatsorokat n-dimenziés vektorokba foglalva az y = cx +d
linearis kapcsolat pontosan akkor 4all fonn, ha b = ca, azaz ha a normalt
vektorok kollinearisak. A korrelacios egyiitthatdo nem maéas, mint e két
vektor szogének koszinusza, ugyanis

_a-b S aib;

bl T @V B

_ > (i = %) (yi — )
Vi (@i = 22300 (yi — )2

Valéban, a két vektor szogének koszinusza pontosan akkor 1, ha a vek-
torok szoge 0, és akkor —1, ha a szog m. A korrelacié tehat —1 és 1
kozt valtozik, és abszolut értéke annél kisebb, minél nagyobb az a és b
vektorok hajlasszoge, azaz minél kevésbé kollinearisak.

Ha r = 0, akkor a és b merdélegesek, ekkor linearis kapcsolat nincs
az eredeti két mennyiség kozt (mas kapcsolat még lehet, nem feltétlentil
fiiggetlen a két adatsor egymastol).

cos(a,b),

=r.

Bitvektorok A modern szamitogépek memoridjaban vagy hattértarolo-
in az adatok tarolasanak legkisebb egysége a bit. Egy bittel két allapot
tarolhato, melyeket a 0 és 1 szamokkal jeloliink, de amelyek t6bb min-
dent is reprezentalhatnak: hamis/igaz, nem/igen, ki/be,.... A biteket
a hardver lehetGségei és a feladat igényei szerint csoportokba, sorozatok-
ba, vektorokba gytjtik, melyekkel kiilonféle miiveletek végezhet&k. Ezek
attol is fiiggnek, hogy a bitvektorok milyen adatokat kddolnak. E mitve-
letek koziil minket azok fognak érdekelni, melyek algebrailag a korabban
megismert vektormiiveletekre hasonlitanak. Késébb latni fogjuk, hogy
itt t6bbrsl van sz6, mint véletlen hasonlosagrol.

A bitvektorok jel6lése a szamitastechnikaban leginkabb a biteket jel6l6
szamjegyek egyszertd egymés mellé irasaval torténik, vagyis pl. 01110101
a (0,1,1,1,0,1,0,1) vektort jeloli. Mi mindkét jelolést hasznalni fogjuk.



1.23. tablazat. Vektorok linearis kom-
binécioi (a) Z2 és (b) Zs folott.

ryz xzat+yb+4+zc Ty xu+yv

000 (0,0,0,0,0,00 00 (0,0,0)
100 (1,0,0,1,1,0) 10 (1,1,0)
010 (0,1,0,1,0,1) 20 (2,2,0)
001 (0,0,1,0,1,1) 01 (0,1,1)
110 (1,1,0,0,1,1) 11 (1,2,1)
101 (1,0,1,1,0,1) 21 (2,0,1)
011 (0,1,1,1,1,0) 02 (0,2,2)
111 (1,1,1,0,0,0) 12 (1,0,2)

22 (2,1,2)
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Kaédvektorok, kédok Az informécio tarolasahoz, tovabbitasihoz sziik-
ség van kodolasra, gyakran egymas utan tobb kiillonb6z6 kodolasi eljaras
alkalmazasara is. Példaul ha valaki egy gondolatat leirja egy papirra,
majd onnan begépeli egy szamitogépbe és egy adott formatumban el-
menti, egy tomorité programmal Osszetémoriti, egy titkosito szoftverrel
titkositja, végiil egy biztonsagos internetes csatornan tovabbkiildi valaki-
nek, hat kodolési lépést hajthatott végre.

A kodolashoz mi a tovabbiakban mindig egy rogzitett, véges kodabé-
cét hasznalunk, amelynek betdi altalaban a 0-t6l n — 1-ig terjedd egészek
lesznek. Az abécé ,betliibsl”, azaz elemeibsl képzett vektorokat kddvek-
toroknak vagy kddszavaknak nevezziikk. A bitvektorok is kodvektorok,
ahol a kodabécé a kételemti {0, 1} halmaz.

A kodvektorok koordinatainak szamét, vagyis a kodvektor dimenzio-
jat a kod hosszdnak nevezziikk. Ez természetesen nem analdg fogalom a
vektor abszolut értékével.

A személyi szam egy olyan kodvektorra példa, melynek hossza 11,
az abécé pedig a 10-elemd {0,1,...,9} halmaz. Nem minden 11-hosszi
decimélis kodvektor érvényes személyi szam, vagyis a személyi szamok a
11-hosszi kodvektorok halmazénak egy részhalmazat alkotjak. Az ilyen
részhalmazokat nevezziik kédnak.

1.45. DEFINICIO: KOD. A kdd azonos abécébdl képzett azonos hosszi-
saga kodszavak egy halmaza. Kddolds az a folyamat, amikor az tizenet-
hez kodszavakat rendeliink, dekddolds az ellenkez iranyu folyamat.

1.46. PELDA: BCD-KOD. Decimalis szamok egyik szokasos kodolasa a
BCD (Binary Coded Decimal), mely a szamok kodolasara a kettes szam-
rendszerbe valo atiras helyett a szdmjegyenként valo kodolést vélasztja.
Tobb valtozata is van, a legegyszertibbikben egy-egy szamjegynek 4-4 bit
felel meg, igy a 16 lehetséges 4-hosszu kodszo helyett csak tizet hasznal: a
0, 1,..., 9 jegyek kodja rendre 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110,
0111, 1000, 1001. Példaul az 561 BCD-kodja harom kdédvektorbol all:
0101 0110 0001. (Kettes szamrendszerbeli alakja 1000110001.)

Vektormiiveletek 7' -ben A korabban bevezetett jelolések szerint Z7,
a Zm-beli n-hosszu vektorokbol all. E vektorok Gsszeadasa, skalarral valo
szorzésa és skalaris szorzésa a Z,,-beli miiveletekkel az R"-beli vektor-
miiveletekhez hasonléan végezhets el. Ennek kiévetkeztében a lineéris
kombinécio, linearis fliggetlenség itt is ugyanugy definidlhato és hasznal-
hato.

1.47. PELDA: LINEARIS KOMBINACIO Z

m

-BEN. Szamitsuk ki a Z3-beli
a=(1,0,0,1,1,0), b=(0,1,0,1,0,1) és ¢ = (0,0,1,0,1,1)

vektorok Osszes linearis kombinaciojat Zo-beli egyiitthatokkal, valamint
a Z3-beli
u=(1,1,0) ésv=(0,1,1)

vektorok Osszes linearis kombinacidjat Zs-beli egyiitthatokkal.

MEGOLDAS. A lehetséges xa+ yb + zc alaki linearis kombinaciok szama
8, hisz z,y, 2 € Z,, vagyis mindegyik egyiitthatonak 0 vagy 1 az értéke, és
ez 2-2:2 = 8 eshetség. Az x =y = z = 0 eset a zérusvektort adja. Ha x, y
és z kozill csak egyikiik értéke 1, a tobbi 0, akkor a harom adott vektort
kapjuk vissza. Azok az esetek maradnak, amikor legalabb két vektort
kell 6sszeadni. Példaul 1a+ 1b + 0c = (1,0,0,1,1,0) + (0,1,0,1,0,1) =
(1,1,0,0,1,1). Az Osszes linearis kombinacio az 1.23. (a) tablazatban
lathato.

Az ru+ yv alaka linearis kombinéciok szama 9, mivel x,y € Zs, azaz
lehetséges értékiik 0, 1 vagy 2, ami 3-3 = 9 lehetGséget ad. Példaként egy
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linearis kombinécio, a tébbi az 1.23. (b) tablazatban lathato: 2u+ 1v =
2(1,1,0) + (0,1,1) = (2,2,0) + (0,1,1) = (2,0,1). .

E paragrafus tovabbi részében a vektormiiveletekre két alkalmazast
mutatunk.

1.48. PELDA: ONE TIME PAD — A TOKELETES TITKOSITAS. Tegyiik
fel, hogy az lizenet kiildése el6tt a kiildé és a fogadd megegyezett egy
titkos kulcsban, mely egy olyan hosszu véletlen bitvektor, mint amilyen
az lizenet legfoljebb lehet. Legyen a kulcs k € Z5'. Legyen a titkositando
iizenet u € Z3'. A titkositas egyszertien annyi, hogy kiildé kiszdmolja az
u + k vektort, és azt kiildi a fogadonak, aki a titkositott iizenethez maga
is hozzdadja a kulcsot, és mivel barmely x € Z3* vektorra x + x = 0,
ezért (u+k)+k =u+ (k+k) =u, vagyis a fogado igy valoban megfejti
az lizenetet. Példaként egy iizenet, egy kulcs és a ketts Osszege a tomor
bitvektor-jeloléssel:

u = 010101010000111111111111
k = 001011000101101001011010, ekkor
u+k =011110010101010110100101

E titkositas hatranya, hogy a k kulcs csak egyszer hasznalhaté fel, mert
két kiilonb6z6 uy + k és us + k {izenetet elcsipve és osszeadva az (u; +
k) 4+ (uz + k) = u; + uy vektorban mar nem szerepel k, és ez statisztikai
modszerekkel mar megfejthetd.

A kodelmélet egyik célja, hogy redundans informéaci6 hozzaadasaval elérje
az elkiildott lizenet megérkezését zajos, veszteséges csatornan keresztiil
is. Ennek két gyakran alkalmazott tipusa a hibajelz6 és a hibajavito
kod: az elébbi az atvitel soran bekovetkezett bizonyos hibakat jelez a
fogad6 szamara, mig az utébbi bizonyos hibak kijavitasat is lehetévé te-
szi. Az 1.47. példaban elgallitott linearis kombinaciok hibajelzé kodok,
egyikiik hibajavito is. Az 1.3.1. feladat arra kérdez, hogy milyen hibat
jeleznek, illetve javitanak.

Az elektronikus szamitogépek adatkezelésének egyik els§ Otlete az
adattarolas vagy tovabbitas biztonsigosabba tételére a paritasbit. Ha
egy n-hosszii b bitvektorhoz még egy bitet csatolunk, melynek értéke 1,
ha b-ben pératlan sok bit egyenls 1-gyel, egyébként 0, akkor olyan (n+1)-
hosszt vektort kapunk, melyben péros sok 1-esnek kell lenni. Ha egy bit
elromlik, paratlan sok l-es lesz, tehéat ez az (n + 1)-edik bit hibajelzé.
Ezt nevezziik paritdsbitnek.

1.49. PELDA: PARITASBIT. Irjuk fel a paritésbitet skalaris szorzatként,
és dontstik el, mely vektorokra igaz, hogy minden bitjiik a vektor maradék
részének paritasbitje.

MEGOLDAS. A paritasbit Zs f6lott 1 - b alakba irhato, ahol 1 a b-vel
azonos hosszisagn és csupa 1-esbdl allo vektor.

Minden olyan vektor, amelyben paros sok 1-es van, eleget tesz a fel-
adatbeli feltételnek, a tobbi nem. [ |

A paritasbit altalanositasa az un. ellendrzd dsszeg, melyre szamtalan
példat taldlunk a mindennapi életben.

A magyar személyi szam a személyre jellemzd 10 jegybdl, és az azt
kovetd e ellendrzs 6sszegbdl all. Az e kiszamitasi képlete

Z11-ben szamolva: e = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - u,

ahol u a személyi szam elsé 10 jegye. A személyi szam 8-10-edik jegye
ugy van kivalasztva, hogy e # 10, igy az ellenérzé Gsszeg egyjegyi. 2007
el6tt egy hasonlo képlettel szamoltak a konyvek an. ISBN-10 kodjanak
ellendrzo jegyét, ami ha 10 volt, X-et frtak (rémai 10-es).
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A termékek EAN-kodja (European Article Number) egy 13-jegyt, a
termék azonositasara szolgald kod, melyhez egy vonalkdd is tartozik. A
13-dik jegy az ellendrzé Osszeg. Ha az EAN kodvektort v jeloli, akkor
fonn kell allni

Z10-ben szamolva az (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - v=10

Osszefiiggésnek. E képlet az ellenérzé Gsszeg meghatarozasara is hasz-
nalhato. 2007 6ta a konyvek ISBN-szama (ISBN-13) megegyezik EAN-
kodjaval (1.24. abra).

1.50. PELDA: ELLENORZO 0OSSZEG. Csak az ellenérzé Osszeget néz-
ve érvényes személyi szam-e a 26012310018, és érvényes EAN-kod-e a
99988877766657

MEGOLDAS. Ez a személyi szam érvényes, mert
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - (2,6,0,1,2,3,1,0,0,1) =
1-242:64+3-0+4-14+5-24+6-34+7-14+8-04+9-04+10-1mod 11 =
63 mod 11 = 8.

Ez az EAN-ko6d nem érvényes, mert
(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - (9,9,9,8,8,8,7,7,7,6,6,6,5) =
(9+3-94+9+3-84+8+3-84743-7T+7+3:-6+6+3-6+5) mod 10 =
183 mod 10 =3 # 0. |

1* Az 1.23. (a) tablazatban egy 8 binéris kodszébdl, a radék részének paritasbitje.
(b) tablazatban egy 9 kodszobol allé ternér kod kod-

szavai vannak felsorolva. .......... Minden olyan vektor, amelyben paros sok l-es van, eleget

2°* Mely vektorokra igaz, hogy minden bitjiik a vektor ma- tesz a feladatbeli feltételnek, a t&bbi nem.



1.25. abra. Az z+y = 1 egyenletet ki-
elégitsé néhany pont két kiillonb6zd ko-
ordinatarendszerben.

A latin eredettd implicit sz6 jelentése
nem kifejtett, rejtett, ami az 6sszekot,
Osszefligg, Osszekever, koriilcsavar je-
lentést implico (implico) szd szarma-
zéka. E sz6 a matematikdban az imp-
licit alak, implicit fiiggvény, stb. ki-
fejezésekben arra utal, hogy valamely
fontosnak tekintett mennyiség, valto-
70, stb. nincs kifejezve a képletbdl.
Ugyanennek a szénak a szdrmazéka a
magéaba foglal, maga utan von jelen-
tést implikdl sz6 is, mely a matema-
tikai logika ,ha..., akkor...” szerke-
zetld miveletével, az implikdcidval is
kapcsolatban van.
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1.4. Egyenes és sik vektoregyenletei

A sik és tér pontjainak és vektorainak koordindtdit haszndlva lehetévé vd-
lik geometriai alakzatok algebrai vizsgdlata, vagy algebrai problémdk jobb
megértése geometriai szemléltetéssel.

Alakzatok és egyenletek

1.51. PELDA: AZ x +y = 1 EGYENLET. Egy tetsz6leges sikbeli koor-
dindtarendszerben abrazoljunk néhany pontot, melynek koordinatai ki-
elégitik az © + y = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet
Osszes megoldasanak megfelel pontok halmazarol!

MEGOLDAS. Az alabbi abran két kiilonb6zé koordinatarendszert abra-
zolunk, és azokban a fenti egyenletet kielégité pontok koziil néhanyat.
Ennek alapjan azt sejthetjiik, hogy az «* + y = 1 egyenletet kielégitd
pontok egy egyenesen vannak. Ezt az egyenest is berajzoltuk. A sejtést
hamarosan bizonyitjuk. |

1.52. PELDA: AZ 22+ y? = 1 EGYENLET. Egy tetszéleges sikbeli koor-
dinatarendszerben &brézoljunk néhany pontot, melynek koordinatai ki-
elégitik az 22 + y? = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet
Osszes megoldasdnak megfelel pontok halmazarol!

MEGOLDAS. Az alabbi abran néhany koordinatarendszert abrézoltunk,
az 22 + 3?2 = 1 egyenletet kielégité néhany ponttal. A ??? fejezetben
visszatériink e feladatra, és meg fogjuk mutatni, hogy az egyenletet ki-
elégits pontok egy ellipszisen vannak.

2 s

1.26. dbra. Az 22 +y? = 1 egyenletet kielégits (x,y) pontok halmaza két
koordinatarendszerben.

1.53. DEFINICIO: ALAKZAT (IMPLICIT) EGYENLETRENDSZERE. Egy
geometriai alakzat egy adott koordinatarendszerre vonatkozo (implicit)
egyenletrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melynek egyszerre
minden egyenletét kielégitik a térnek az alakzathoz tartoz6 pontjai, de
mas pontok nem. Ha az egyenletrendszer egy egyenletbdl all, az alak-
zat egyenletérdl beszélink. Az egyenletet vektoregyenletnek nevezzik,
ha nem a pontok koordinatéira, hanem a pontokba mutat6 vektorokra
irjuk fel. Egy alakzat m egyenletbdl allo egyenletrendszerének, illetve
m vektoregyenletbdl 4llo egyenletrendszerének altalanos alakja

Fl(xl,xg,...,xn):O Fl(r):0

Fg(ml,.’l,‘g,...,.’tn):o FQ(I‘):O
illetve

Fm(x17a727"'amn)20 Fm(r)zo

ahol (z1,a,...,2,) € R™ a tér egy pontja, és r az oda mutatd vektor.



A latin eredetii explicit sz6 jelentése
kifejtett, vildgosan kimondott, ami a ki-
bont, szétterit, kiszabadit, atvitt érte-
lemben tisztéz, kifejt, megfejt jelenté-
st explico (explico) sz6 szarmazéka. E
sz6 a matematikdban az explicit alak,
explicit fliggvény, stb. kifejezésekben
arra utal, hogy valamely fontosnak te-
kintett mennyiség, valtozo, stb. ki van
fejezve a tobbi segitségével.

1.27. abra. Egyenes explicit vektor-
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Kozépiskolai tanulmanyainkban tobb példat lattunk alakzat egyenletére,
példéaul tudjuk, hogy a sikban a koordinatatengelyek szogét felezd egyenes
egyenlete y = z, azaz v — y = 0. Ortonormalt bazist vilasztva az origd
kozept egységsugarti kor egyenlete 22 + 42 = 1. Az el6z6 két egyenlet
mindegyikébdl kifejezhetd a két koordinata egy paraméter bevezetésével.
Az y = x egyenlet ekvivalens az

r=1
y=1
egyenletrendszerrel, mig az 22 + 32 = 1 egyenlet ekvivalens az

T = cost

y = sint

egyenlettel. Mindketts atirhato vektoralakba is. Hasznaljuk a oszlopvek-
toros jelolést:

m _ H teR, iletve m = {Cfm} te[0,2m) CR.
y t Y sint

E két példa vezet a kovetkezs altalanos fogalomhoz.

1.54. DEFINICIO: ALAKZAT (EXPLICIT) EGYENLETRENDSZERE. Egy
geometriai alakzat egy adott koordinatarendszerre vonatkozo (explicit)
egyenletrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melyben az egyen-
letek bal oldalan a pontok koordinatait megadd valtozok, jobb oldalan
adott paraméterek fiiggvényei szerepelnek. Altalanos alakja

z1= fi(ti,ta, ..., tk)
xo= fa(ti,ta, ..., tk)

mn: fn(t17t27~-~7tk)

ahol t;1 € I1, ty € Is,..., ty, € I,, és I,...,I, C R. Az ilyen egyenlet-
rendszer egyetlen vektoregyenletté foghato Gssze:

r = f(tl,tz,...,tk),

ahol f egy RF — R” fiiggvény. Az explicit egyenletrendszereket szokas
paraméteres eqyenletrendszernek is nevezni.

A kovetkezd paragrafusokban egyenes és sik kiilonb6z6 egyenleteit, egyen-
letrendszereit fogjuk attekinteni példakat adva a fenti két altalanos defi-
nicidra.

Sikbeli egyenes egyenletei Tekintsiik a sik egy tetszGleges e egyenesét,
és jeloljiik ki a sikban az O origot. Legyen a nemzérus v egy tetszéle-
ges, az egyenessel parhuzamos vektor. Az ilyen vektorokat az egyenes
wrdnyvektordnak nevezziik. Mutasson ro az egyenes egy tetszéleges, ki-
jelolt pontjaba. Vilagos, hogy az e egyenes barmely pontjaba mutaté r
vektor el6all rg + tv alakban, ahol ¢ valos szam. Masrészt ha @ a sik
egy tetszbleges, nem az e egyenesre es6 pontja, akkor az O—C)Q —rg vektor
nem parhuzamos v-vel, tehat nem is konstansszorosa, azaz O.Cj —rg Ftv
semmilyen t-re sem, igy O—C)Q nem all el ry + tv alakban. Tehat az e
tetszd6leges pontjaba mutato r vektor felirhatdé r = rg 4+ tv alakban, és ez
csak e pontjaira igaz.



1.28. abra. Sikbeli egyenes implicit
vektoregyenlete: n - (r —rg) = 0.

o

1.29. abra. Sikbeli egyenes (implicit)
vektoregyenlete: n-r = C. Ha n egy-
séguektor, akkor az n-r = C geometriai
jelentése az, hogy az egyenes barmely
pontjaba mutatd vektornak az n egye-
nesére esé merdleges vetiilete C. Ez az
4bra is ezt az esetet szemlélteti.
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1.55. ALLITAS: SIKBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE. A
sik minden egyenesének van

r=rg+tv (1.3)

alaku vektoregyenlete, és minden ilyen alakt egyenlet egy egyenes egyen-
lete, ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és rg az egyenes egy tetszéleges,
de rogzitett pontjaba mutatd vektor.

A sikbeli egyenesre merdleges vektorokat az egyenes normdlvektorainak
nevezziik. Legyen n egy tetszéleges, a v-re merdleges vektor, azaz legyen
n az e egy norméalvektora. Azt, hogy r — ry az e tetszGleges pontjaba
mutato r vektorra parhuzamos v-vel, agy is kifejezhetjiik, hogy r — rg
merdGleges n-re. A merdlegesség pedig kifejezhetd a skalaris szorzattal.
Igy az egyenes egy implicit vektoregyenletéhez jutunk: r pontosan akkor
mutat az e egy pontjaba, ha n- (r —ro) = 0. Ez az egyenlet atrendezés
utdn n-r = n-rq alakra, majd a C = n-rg jelolés bevezetésével n-r = C
alakra hozhato.

1.56. ALLITAS: SIKBELI EGYENES IMPLICIT VEKTOREGYENLETE. A
sik minden egyenesének van

n-(r—rgp) =0, (1.4)

és vele ekvivalens
n-r=C (1.5)

alaki vektoregyenlete, és minden ilyen alaki egyenlet egy egyenes egyen-
lete, ahol n az egyenes egy normélvektora, ro az egyenes egy tetszoleges,
de rogzitett pontjaba mutatd vektor és C' konstans.

Az (1.4) alaku egyenlet kénnyen atirhato (1.5) alakava a C' = n - rg
jeloléssel. Az atalakitas forditott iranyban is egyszert, hisz han-r = C,|
akkor talalunk olyan r(y vektort, melyre n-rqg = C. Ez azért igaz, mert ha
tetsz6leges n-re nem mergleges v vektorra n-v = D, akkor n- (%v) =C,
igy az rg = %V megfelel.

Az r = (z,y), ro = (x0,%0) és v = (a,b) jeloléseket hasznélva az
explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrendszerré alakithatoé.

1.57. ALLITAS: SIKBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE.
A sik minden egyenesének van

T =29+ at

1.6
Y= yo+ bt (16)

alaki egyenletrendszere, ahol (a,b) az egyenes egy irdnyvektora, és
(z0,y0) az egyenes egy tetszéleges rogzitett pontja.

A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy az explicit egyenletrendszerbdl a t
paraméter kikiiszobolhets, és igy egy implicit egyenletet kapunk.

1.58. ALLITAS: SIKBELI EGYENES (IMPLICIT) EGYENLETE. A sik min-
den egyenesének van
Az +By=C (1.7)

alaku egyenlete, és minden ilyen alakt egyenlet egy egyenes egyenlete,
ahol A és B kozil nem mindkettd nulla, és (—B, A) az egyenes egy
iranyvektora.

A bizonyitas el6tt érdemes megjegyezni, hogy az egyenes fenti implicit
egyenlete az egyenes n - (r — rg) = 0 alaka vektoregyenletébdl azon-
nal megkaphat6, de ezt egyel6re csak ortonormdlt koordinatarendszer-
ben tudjuk koénnyen igazolni. Legyen (A,B) = (b,—a). Ez az egye-
nes egy normalvektora, hisz merdleges az (a,b) iranyvektorra. Tovabba
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r—ro=(x—xo,y — Yo), ezért a vektoregyenlet
(A,B) - (z — 20,y — y0) =0

alaku lesz, ami a skalaris szorzast elvégezve az A(z — xo) + B(y — yo) =
0 formulat adja. Ha a koordinatarendszer nem ortonormalt, az (A, B)
vektor nem sziikségképpen normalvektor, és a skalaris szorzas képlete is
mas, de azért az (1.7) egyenletrdl mondott allitas igaz. A ?77. fejezetben
tanultak alapjan az egyenes egyenletét a vektoregyenletbsl majd nem
ortonormélt koordinatarendszer esetén is le tudjuk vezetni, most viszont
egy olyan bizonyitast adunk, mely az explicit egyenletrendszerre épiil.

BizoNYITAS. Ha a vagy b valamelyike 0, akkor a két egyenlet egyike
felesleges, példaul ha a = 0, akkor az egyenletrendszer alakja

Tr = X9
y=yo+0bt

ami ekvivalens az x = zy egyenlettel, hisz az y = yg + bt semmi mast
nem mond, mint hogy y egy valos szam. Mivel (a,b) # (0,0), ezért csak
az az eset marad, amikor a és b egyike sem 0. Ekkor mindkét egyenletbdl
kifejezhets ¢, és a két értéket egyenlévé téve kapjuk, hogy

T—To  Y—Yo

a b’
azaz
bx — ay = bxg — ayo, vagy b(x — xg) — aly — yo) = 0.

Legyen a tovabbiakban A = b és B = —a. Ekkor a fenti egyenlet Az +
By = Axg + By lesz. Az egyenlet jobb oldalan 1év konstanst C-vel
jeldlve az egyenes egyenlete Ax + By = C alakot 6lt. Masrészt kénnyen
lathato, hogy minden ilyen alakii egyenlet egy egyenes egyenlete, mert
ekvivalens egy egyenes paraméteres egyenletrendszerével. Nevezetesen
az Ax + By = C egyenlet visszairhat6 Ax + By = Axg + By alakba,
hisz az Az + Byo = C egyenletben A # 0 esetén egy tetszbleges yo-t
valasztva, egyértelmien kifejezhets xg. (A B # 0 eset analdg.) Ennek
alapjan felirhat6 az (1.6) egyenletrendszer. |

1.59. PELDA: SIKBELI EGYENES EGYENLETEIL Irjuk fel annak az egye-
nesnek Osszes egyenletét vagy egyenletrendszerét, mely atmegy a (2, 3) és
az (1,1) koordinataja pontokon.

MEGOLDAS. Ha egy egyenes dtmegy e két ponton, akkor irdnyvektora a
két pontba mutato vektorok kiilonbsége, azaz v = (2,3) — (1,1) = (1, 2).
Legyen ro = (1,1), de az ro = (2, 3) valasztas is megfeleld.

Az iranyvektor segitségével kapjuk, hogy

HRIERMEL

Explicit (paraméteres) egyenletrendszer alakban:

r=14+ 1
y=1+42t.
Az iranyvektorbol (A, B) = (2, —1), innen az egyenes egyenlete 2z —y =

2-1-1-1, azaz
2z —y=1.

Ortonormalt koordinata-rendszerben a
(2,-1)-(z—1,y—1)=0

egyenletet kapjuk vektoregyenletként, mely kiszamolva az el6z6 egyenle-
tet adja. |
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Sikbeli pont egyenletei Tekintsiik a sikbeli (2, yo) pontot. Ennek exp-
licit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

v illetve [I} = [xo]_

Y=Y Y Yo
Ez annyira nyilvanvald, semmitmond6, hogy a gyakorlatban nem is szok-
tunk pont egyenleteirsl beszélni, e konyvbe is csak didaktikai okokbol
keriilt, ugyanis a matematikai fogalmak megértésében gyakran nagy se-
gitségiinkre van a széls6, extremélis esetek megértése, vizsgalata.

Mivel itt az alakzat csak egyetlen pontbol all, nincs sziikség para-
méterre, igy ez az alak egyuttal implicitnek is tekinthets. Ekkor ugy
tekintiink ugyanerre az egyenletrendszerre, mint két egyenes egyenletére,
melyek normalvektorai (1,0) illetve (0,1), és amelyek metszéspontja a
keresett pont:

r =2 . " . z+ 0y = xo
vagy minden egyiitthatot kiirva
Y= Yo 0z + y=yo

Ez adja az Otletet, egy pont implicit egyenletrendszerének tekinthetnénk
két egyenletet, melyek egyméast az adott pontban metszé egy-egy egyenes
egyenletei. Tehat mondhatjuk, hogy a pont implicit egyenletrendszerének
altalanos alakja:

Az + By =Ch
Asx + Boy = Co

Az azonban itt nem igaz, hogy minden ilyen alakt egyenletrendszer egy
pont egyenletrendszere, mert két egyenes metszheti egymést egyetlen
pontban, de lehet, hogy nincs kézos pontjuk, és lehet végtelen sok kozos
pontjuk is. Epp ennek a kérdésnek a részletes vizsgalata lesz a 2. fejezet
témaja.

A 3-dimenziés tér sikjainak egyenletei Tudjuk, hogy két linearisan
fliggetlen u és v vektor barmely linearis kombinécidja a két vektor al-
tal meghatarozott sikban van, tovabba hogy e sik barmely vektora elGall
a megadott két vektor linearis kombinaciojaként (1d. 1.8. és 1.11. téte-
lek). Ebbdl azonnal adodik, hogy a sik egy rogzitett pontjaba mutatd
ro vektor segitségével a sik barmelyik pontjaba mutato r vektor felirhatod
r = rg + su + tv alakban.

1.60. ALLITAS: SIK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE. Béarmely siknak
van
r=rg+su+tv (1.8)

alaki vektoregyenlete, és minden ilyen alaku egyenlet egy sik egyenle-
te, ahol u és v a sik két linearisan fiiggetlen vektora, és ro a sik egy
tetszoleges, de rogzitett pontjaba mutatd vektor.

Hasonloéan a sikbeli egyeneshez, a térbeli sik egyenletébdl is kikiiszobolhe-
t6 a paraméter a merdlegesség felhasznalasaval. Az 1.2.4. feladat allitasa
szerint, ha egy vektor merdleges két tetszéleges vektor mindegyikére, ak-
kor meréleges azok lineédris kombinéciéjara is. Mivel az n = u X v merd-
leges u-ra és v-re is, ezért mer6leges azok minden linearis kombinéci6jara
is, azaz az r — rg = su + tv vektorra is. Ez az észrevétel az alapja az
alabbi tételnek.
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1.61. ALLITAS: SIK IMPLICIT VEKTOREGYENLETE. A haromdimenzi-
6s térben minden siknak van

n-(r—rp) =0, (1.9)

és a vele ekvivalens
nr=C (1.10)

alaki vektoregyenlete, és minden ilyen alakt egyenlet egy sik egyenlete,
ahol n a sik egy normalvektora, rg a sik egy tetszéleges, de rogzitett
pontjaba mutatd vektor és C' konstans.

Az allitas igazolasa analdg a sikbeli egyenesnél leirtakkal.

Az r = (z,y,2), Yo = (0, Y0, 20) és u = (a1,b1,c1) v = (az,b2, c2) je-
161éseket hasznalva az explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrendszerré
alakithato.

1.62. ALLITAS: SIK EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE. A haromdimen-
zi6s tér minden sikjdnak van

=29+ ai1s + ast
Y= yo+ bis+ bat (1.11)

2= 29+ c15+ cot

alakt egyenletrendszere, ahol (a1, by, ¢1) és (ag, ba, c2) a sik két linearisan
fiiggetlen vektora, és (2o, Yo, 20) a sik egy tetszdleges rogzitett pontja.

Az explicit egyenletrendszerbdl kikiiszobolhets a két paraméter, ha pél-
daul két egyenletbdl kifejezziik a paramétereket, és behelyettesitjik a
harmadik egyenletbe. Igy egy implicit egyenletet kapunk. A szamitaso-
kat nem részletezziik, az eredmény

(bica — bacr)(x — x0) + (cra2 — c2a1)(y — Yo) + (a1b2 — braz)(z — 20) = 0.

Az (A, B,C) = (byca—bacy, craz — caa, a1be —asby) jeloléssel a sik egyen-
lete A(x —x0) 4+ B(y —yo) + C(z — z9) = 0 alakra hozhato, vagy ami vele
ekvivalens, Az + By 4+ Cz = D alakra.

1.63. ALLITAS: SIK IMPLICIT EGYENLETE. A haromdimenzios térben

minden siknak van
Az +By+Cz=D (1.12)

alaki egyenlete, és minden ilyen alaki egyenlet egy sik egyenlete, ha
A, B és C legaldbb egyike nem nulla, és D = Axzy + Byy + Czg, ahol
(0,Y0, 20) & sik valamely pontja.

A sik fenti egyenlete a sik n - (r — rg) = 0 alaka vektoregyenletébdl
is megkaphato, de ezt egyel6re csak ortonormdlt koordinatarendszerben
tudjuk kénnyen igazolni. Mivel

(A,B,C) = (b102 - b261701a2 - Cgal,albg - agbl), (113)

ami épp az ux v vektorral egyenls, ezért (A, B, C) merdleges a sik minden
vektorara, vagyis a sik egy norméalvektora. Az n- (r —rg) = 0 egyenletet
koordinatas alakba atirva kapjuk, hogy

(AaBaC)'(xianyfyOazsz):0'

1.64. PELDA: SIK EGYENLETEI. Irjuk fel annak a siknak az egyenleteit,
mely atmegy a (0,—1,2), a (—1,0,7) és a (2,1,4) pontokon.
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MEGOLDAS. A harom pontba mutato vektorok kiilonbségei a sikkal par-
huzamos vektorok, igy azokkal felirhat6 a sik mindegyik egyenlete. Két
vektor a lehetséges harombol:

u=(2,1,4) - (0,-1,2) = (2,2,2), és
v=(-1,0,7) - (0,—1,2) = (-1,1,5).

Ezek alapjan példaul az ro = (0,—1,2) valasztas mellett a sik explicit
vektoregyenlete

T 0 2 -1
yl=|-1| +s|2| +t| 1|,
z 2 2 5
explicit egyenletrendszere
T = 2s — t

y=—-14+2s+ t
z= 24+2s+5t

Mivel az (1.13) képlet szerint (A, B,C) = (8, —12,4), ezért a sik implicit
egyenlete 8(x —0) — 12(y — (—1)) + 4(z — 2) = 0, azaz 4-gyel valo osztas
és atrendezés utan

2¢ — 3y + z = 5.

Igy ortonormalt koordinatarendszerben a
(27 _3a 1) : (xvyvz) = 5> vagy (27 _3a 1) ' (LU,y + 1,2 - 2) =0

a sik implicit vektoregyenlet alakja. |

Térbeli egyenes egyenletei Mindaz, amit a sikbeli egyenes explicit vek-
toregyenletérél mondtunk a 29. oldalon, lényegében valtoztatas nélkiil
megismételhetd. Jeloljiik ki a térben az origot, és tekintsiik azt az e egye-
nest, melynek irdnyvektora v, és amely atmegy azon a ponton, melybe az
ro vektor mutat. Vilagos, hogy az e egyenes barmely pontjaba mutatoé r
vektor el6all rg 4+ tv alakban, ahol t valos szam, és az e-re nem illeszkedd
pontokra ez nem all. Igy igaz a kivetkezs allitas:

1.65. ALLITAS: TERBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE. A
haromdimenziés tér minden egyenesének van

r=rg+tv (1.14)

alaku vektoregyenlete, és minden ilyen alakt egyenlet egy egyenes egyen-
lete, ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és ry egy tetszéleges, de rog-
zitett pontjaba mutaté vektor.

Itt nem tudjuk a paramétert egyetlen vektoregyenletben kikiisz6bdlni, de
az explicit egyenletrendszerré vald atirds megy, ha felvesziink egy koor-
dinatarendszert, melyben r = (x,y, 2), ro = (%0, Y0, 20) €8 v = (a, b, ¢):

1.66. ALLITAS: TERBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE.
A tér minden egyenesének van
xr =x9+ at
Y= yo+ bt (1.15)
z2=2zy+ ct

alakt egyenletrendszere, ahol (a,b,c) az egyenes egy iranyvektora, és
(2o, Yo0, 20) az egyenes egy tetszéleges rogzitett pontja.
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A fenti explicit (paraméteres) egyenletrendszerbdl a paraméter kikiiszo-
bolhets. Ha az a, b és ¢ szdmok valamelyike 0, akkor a neki megfelels
fenti egyenletben mar nem szerepel ¢, akkor nincs is mit tenniink. Ha leg-
alabb két egyenletben szerepel ¢, akkor mindegyikbdl kifejezve t-t, majd
egyenl6vé téve Gket paraméter nélkiili egyenleteket kapunk. Példaul ha
a, b és c egyike sem 0, akkor

T—Zo Y— Yo _ Z— %0

t = = =
a b c

A t-t elhagyva valojaban harom egyenletet kaptunk:

T—%o _Y—Yo T—To Z—20 Y=Y _ 22— %0
- I - ) - .

a b a c b c

Annak az egyenletnek nincs értelme, amelyikben a nevezd 0, de a neve-
z6kkel vald bévités utan kapott

b(x —z0) =aly —yo) clx—x0) =alz—20)  c(y—1yo)=0b(z—20)

egyenletek mindegyike korrekt akkor is, ha 0 valamelyik egyiitthato. E
harom egyenlet harom sik egyenlete, melyek metszésvonala az adott egye-
nes. A harom sikbol azonban mér kettd is meghatérozza az egyenest, igy
két egyenletbdl allo egyenletrendszerrel is megadhat6é az egyenes. Bizo-
nyithato az aldbbi allitas:

1.67. ALLITAS: TERBELI EGYENES IMPLICIT EGYENLETRENDSZERE.
A tér minden egyenesének van két egyenletbdl allo egyenletrendszere.
A két egyenlet az alabbi harom koziil barmelyik kettd, amelyik nem
0 = 0 alaku.

b(z — z0) = aly — o)

c(x — x0) = a(z — 29) (1.16)

c(y —yo) = b(z — 20)

1.68. PELDA: TERBELI EGYENES EGYENLETRENDSZEREIL Irjuk fel an-
nak az egyenesnek az explicit és implicit egyenletrendszerét, mely atmegy
az A(1,3,4) ésa (a) B(3,3,1) (b) B(5,5,—2) ponton.

MEGOLDAS. (a) A két pontot Gsszekotd vektor = (2,0, —3). Innen az
egyenes explicit egyenletrendszere

=142t
y=3
z=4-—3t

masodik egyenlete y = 3 egy xz-sikkal parhuzamos sik egyenlete. A mésik
két egyenlet mindegyikébdl kifejezve t-t, majd egyenlévé téve Gket, egy
maésik sik egyenletét kapjuk. Az egyenes ennek a két siknak a metszésvo-
nala. Az elss egyenletbdl t = 1(z—1), a harmadikbol ¢ = —1 (2 —4) hogy
3z + 2z = 11. Igy az el6z6 egyeneshez a kovetkezé implicit (paraméter
nélkiili) egyenletrendszer tartozik, mely két sik egyenletébdl all:

3z +2z=11
Y =3
(b) A két pontot Osszekots vektor itt = (4,2, —6). Innen az egyenes

explicit egyenletrendszere
r=1+4t

y=3+2t
z=4—6t
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Mindegyik egyenletbdl kifejezve t-t, és ezeket egyenlévé téve kapjuk, hogy
r—1 y—3 =2-—4
4 2 —6
Ez a kovetkezd harom sik egyenletét adja:
z—1 y—-3 2z2—-4 =z-1 y—3 z-—4

4 2 7 —6 4 7 2 —6
Atrendezve
T —2y =-5
3x +2z= 11
Jy+ 2= 13

E harom sik koziil barmely kett6 meghatarozza az adott egyenest, igy e
harom egyenlet koziil barmely ketts az egyenes (implicit) egyenletrend-
szere. m

Teérbeli pont egyenletei Csak a teljesség és az analdgidk megértése cél-
jabol vizsgaljuk meg a tér egy pontjanak lehetséges egyenleteit. A térbeli
(0, Y0, 2z0) pont explicit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

Tr = To

x o
y=1yo illetve Yyl = |yo
z =z < <0

Az explicit egyenletrendszert implicit alaknak is tekinthetjiik, ekkor hé-
rom — a koordinatasikokkal parhuzamos — sik egyenletét latjuk, melyek
egyetlen k6zos pontban metszik egymast.

x =T z+ 0y + 0z = ¢
Yy = 1yo vagy minden egyiitthatét kiirva Ox+ y+ 0z = yo
zZ= 2 Ox+0y+ 2= 2

A sikbeli esethez hasonléan egy pont implicit egyenletrendszerének te-
kinthetnénk hérom egyenletet, melyek egymast az adott pontban metszé
egy-egy sik egyenletei. Tehat mondhatjuk, hogy a pont implicit egyen-
letrendszerének altalanos alakja:

Ajx + By + Ciz=D;

Asx 4+ Boy + Coz = Dy

AgCL' + Bgy + C3Z = D3
Itt is 6vatosnak kell lenniink, mert nem minden ilyen alakt egyenletrend-
szer egy pont egyenletrendszere. Példaul harom sik metszheti egymést

egy egyenesben, de parhuzamos sikok esetén az is el6fordulhat, hogy nincs
kozos pontjuk. E kérdés vizsgédlatara visszatériink a 2. fejezetben.

Egyenletek R"”-ben Az egyenes és a sik explicit vektoregyenlete R™-ben
is ugyanolyan alaki, mint R3-ben, azaz az egyenes explicit vektoregyen-
lete r = rg + tv, a siké r = rg 4+ su + tv alaki.

1.69. PELDA: EGYENES BES SIK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE. Irjuk
fel az A(1,1,1,1), B(2,3,2,4) pontokon atmend egyenes, és az A, B és
C(3,2,1,0) pontokon atmend sik explicit vektoregyenletét!

MEGOLDAS. Az AB = (1,2,1,3) és az AC = (2,1,0,—1) vektorok segit-
ségével azonnal folirhatd az egyenes és a sik egyenlete is:

T 1 1 T 1 1 2
y| |1 2| . y| |1 2 1
1= +t NE illetve 1= + s 1 +t ol
w 1 3 w 1 3 —1
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A sikbeli egyenes és a térbeli sik vektoregyenlete n - r = ¢ alakd.
E két esetben ez az egyenlet tehat az n-dimenzios tér (n = 2,3) egy
n — 1-dimenzids alakzatdnak egyenlete. A késGbbiekben latni fogjuk,
hogy ez altalaban is igaz, de e pillanatban még a dimenzi6é fogalméat sem
definialtuk, ezért egyeldre csak nevet adunk ennek az alakzatnak. Az R"
térben az n-r = c egyenletet kielégits r vektorok végpontjainak halmazat
hipersiknak nevezzilk. Koordinatas alakban

a1x1 + a2x2 + ...+ apxy = C,
ahol n = (a1, as,...,a,), r = (z1,22,...,Tp)-
1.70. PELDA: HIPERSIK EGYENLETE. Mutassuk meg, hogy az
r+2y+ 32+ 6w =12

egyenletd hipersik barmely két pontjat Osszekots vektor merdleges az
(1,2,3,6) vektorra, azaz vele valo skalaris szorzata 0.

MEGOLDAS. Ha az (x1,y1, 21, w1) és az (z2, Yo, 22, we) pontok a megadott
hipersfkon vannak, akkor

1+ 2y; + 321 + 6wy =12
To + 2ys + 329 + 6we = 12

Ha a két egyenletet kivonjuk egymasbol, akkor az
(1 —22) +2(y1 —y2) + 3(21 — 22) + 6(w; —wa) =0
egyenlethez jutunk, amely skalarszorzat alakban
(1,2,3,6) - (x1 — 22,41 — Y2, 21 — 22, w1 — wa) =0,

ami épp azt jelenti, hogy a két pontot 0sszekétd vektor merdleges az
(1,2,3,6) vektorra. [

A kovetkezd tablazat osszefoglalja geometriai alakzatoknak a tovab-
biak szempontjabol legfontosabb egyenleteit. Az R™-beli egyenletek ko-
ziil tobbet még nem ismeriink, ezeket harom kérdgjel jelzi, viszont arra
biztatjuk az Olvasot, hogy az analogia fonalan haladva fogalmazza meg
sejtéseit.

Implicit Explicit
vektoregyenlet egyenlet(rendszer)
Sikban  egyenes r =ry+tv Ax+ By=C
pont r=rg Az + By = C;
Asx + Bgy =y
Térben sik r=ro+su+itv Azxr+By+Cz=D
egyenes T =r7Tg+tv Ayx+ Biy+ Ciz= D,
Asx + Boy + Coz = Dy
pont r=rg Az + Biy+ Ciz= Dy

Asx + By + Coz = Do
Azx + B3y + C3z = D3

R™ben hipersik 777 a1r] +asxs+ ...+ apxy, =0
sik r=rog+su-+tv 7?7?77
egyenes r =19+ tv 777

pont r=rg 777




Linedris: a vonalas jelentésd latin li-
nearis szo6bol ered, mely a lenfonal,
horgdszzsinor, atvitt értelemben vonal,
hatdrvonal jelentésd linea (linea) szd
szarmazéka. A matematikdban egye-
nessel kapcsolatba hozhatd, illetve el-
séfoku értelemben szokés hasznalni.

2. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

2.1. Két modell

E szakasz témdja a linedris egyenletrendszerek fogalma €s a linedris egyen-
letrendszer két geometriai interpretdcidja: hipersikok metszetének megha-

tdrozdsa €s eqy vektor linedris kombindcicként valo elddllitasa. A szdmi-
tdasok kényelmes konyvelésére bevezetjik a mdtrix fogalmadt.

Linearis egyenlet és egyenletrendszer Az el6z6 fejezet végén lattuk,
hogy a sikbeli egyenes egyenletének altalanos alakja

Az + By =C,

ahol A, B és C konstansok. Ennek altaldnositasaként jutunk a lineéris
egyenlet fogalmahoz.

2.1. DEFINICIO: LINEARIS EGYENLET. Az
a1x1 + asy + -+ apxy, = b (2.1)

alakra hozhato egyenletet az xy, ...z, ismeretlenekben linedris
egyenletnek nevezziik, ahol a1, as,... és a,, valamint b konstansok. Az
ai, az,... és a, konstansokat az egyenlet egyiitthatoinak b-t az egyenlet
konstans tagjanak nevezziik.

2.2. PELDA: LINEARIS EGYENLET. Az aldbbi egyenletek linearisak:
1
r-2y=1 g1~ V2&y + (5 —m)xs =0, acos0.87 —0.15¢ = 0.23.

Az utolso egyenletben a cos 0.87 szerepel 6vatossagbol, mert cos 0.87a fél-
reérthetd. Vagy a tényezk atrendezésével, vagy zardjelezéssel egyértel-
miivé tehets: acos0.87 = (cos0.87)a, de cos(0.87a) mast jelent, és nem
lineéaris.

A kovetkezd egyenletek nem linearisak az x, y és z ismeretlenekben:

xz—y=0, x+2y=3° axsinz+ycosz+y=2z%

viszont mindegyikiik linearis az x és y ismeretlenekben, hisz ekkor z pa-
raméterré valik, melynek barmely értéke mellett linedrisak az egyenletek.

38
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2.3. PELDA: LINEARIS EGYENLET AZONOS ATALAKITASA. Az
r=y, T=3—y+2z

egyenletek az z, y és z ismeretlenekben linearisak, mert azonos atalaki-
tassal a definicidébeli alakra hozhatok:

r—y+0z=0, xz4+y—2z=3.

Masrészt az .
T4 12-0
z oz

nem linearis, mert a z-vel valdé beszorzas nem azonos atalakitas, tehat a
linearis = + y + 2z = 0 egyenlettel nem ekvivalens.

Linearis egyenletek egy halmazat linedris egyenletrendszernek nevezziik.
Az egyenletrendszer ismeretlenei mindazok az ismeretlenek, amelyek leg-
alabb egy egyenletben szerepelnek. Ha egy ismeretlen egy egyenletben
nem szerepel, akkor ugy tekintjiik, hogy 0 az egyiitthatoja. A vilagos
attekinthet&ség kedvéért az egyenletrendszereket ugy irjuk fel, hogy az
ismeretlenek mindegyik egyenletben ugyanabban a sorrendben szerepel-
jenek. Egy egyenletrendszer egy egyenletbdl is allhat.

2.4. PELDA: LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK. Linearis egyenletrend-
szerek példaul a kévetkezdk:

Jr— y=2 T1
—r+2y==6 Tg =1 2 —3y+z—w=6.
r+ y=6 r3 =4

Elképzelhetd, hogy egy egyenletrendszer atalakitasa kézben olyan egyen-
letet kapunk, melyben minden egyiitthat6 0, azaz amely 0 = b alakt. Az
is lehet, hogy egy egyenletrendszerben egyes konstans egytitthatok para-
méterek, azaz pontos értékiiket (még) nem ismerjiik. Ilyenkor tudnunk
kell, mely valtozok az ismeretlenek, melyek a paraméterek. Igy tehéat az
x, y ismeretlenekben lineéris egyenletrendszerek a kovetkezok is:

ar+ y=2a 3r— y=2 riy=1
1 0 -z +2y==6 0=9
YT 0=0 -

Paraméterek hasznalataval az 6sszes adott szami egyenletbdl 4ll6 és adott
szamu ismeretlent tartalmazo egyenletrendszer altalanos alakja felirhato.
Példaul az Gsszes 3-ismeretlenes, 3 egyenletbdl allo6 egyenletrendszer a
kovetkezs alaka:

a11r1 + a2 + a13x3 = by

az171 + g2 + 233 = b

a31x1 + azaT2 + a33r3 = bs



2. FEJEZET. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 40

2.5. DEFINICIO: LINEARIS EGYENLETRENDSZER. Linedris egyenlet-
rendszeren ugyanazokban a valtozokban linearis egyenletek egy véges
halmazat értjik. Altalanos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén

a1121 + a12T9 + ...+ a1nx, = by

a01X1 + a92T9 + ...+ aonx, = bo
(2.2)

Am1Z1 + Gm2To + ...+ Qrn®n = bm

ahol z1, x3,...x, az ismeretlenek, a;; az i-edik egyenletben az x; isme-
retlen egyiitthatojat jeloli, és b; az i-edik egyenlet konstans tagja. Ha
mindegyik egyenlet konstans tagja 0, homogén linedris egyenletrendszer-
rél beszéliink, ha csak egy is kiilonbozik 0-t6l inhomogénnek nevezziik
a linearis egyenletrendszert.

2.6. DEFINICIO: LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA. Azt

mondjuk, hogy a rendezett (u1,us, ..., u,) szdim-n-es megolddsa a (2.2)
egyenletrendszernek, ha megoldédsa minden egyenletnek, azaz minden
egyenletet kielégit az ©1 = w1, 2 = ug,... T, = u, helyettesités-

sel. Ha e szam-n-est vektornak tekintjiik, megolddsvektorrél beszéliink.
Az 6sszes megoldas halmazat az egyenletrendszer megolddshalmazéanak
nevezziik. Egy egyenletrendszert megoldhatonak vagy konzisztensnek
neveziink, ha van megoldasa, azaz ha megoldashalmaza nem iires. El-
lenkez6 esetben az egyenletrendszer nem megoldhato vagy inkonzisztens.

Szokas a nem megoldhato lineéaris egyenletrendszert tilhatdrozottnak ne-
vezni. E félrevezet§ kifejezés arra utal, hogy az egyenletek adta feltételek
mar ,tal sokan” vannak ahhoz, hogy akar csak egy szam-n-es is kielégitse.
Késtbb latni fogjuk, hogy ezzel ellentétben nem a ,tal sok” egyenlet, ha-
nem az egymasnak ellentmondé egyenletek okozzék az inkonzisztenciat.
E szbéhasznalatban azokat az egyenletrendszereket, melyeknek egynél tobb
megolddsuk van, alulhatdrozottnak nevezik.

2.7. PELDA: EGYENLETRENDSZER EGY MEGOLDASA. Megadjuk
a 2.4. példa egyenletrendszereinek egy-egy megoldasat, melyet behe-
lyettesitéssel ellendrizhetiink: (z,y) = (2,4), (z1,22,23) = (3,1,4),
(,y,2,w) = (2,0,2,0), (z,y) = (1,a), (z,y) = (2,4). A harmadik
egyenletnek végtelen sok megoldasa van, példaul egy masik megoldas az
(z,y,z,w) = (3,0,0,0). Az utols6 egyenletrendszernek nincs megoldésa,
hisz nincs olyan x és y érték, melyre fonnéllna a 0z + 0y = 2 egyenlGség.
Altalaban, a
Oxy+0x9+---4+0x, =0

egyenletnek minden szam-n-es megoldasa, mig a
0x1 +0xo+---+ 0z, =b, (b#£0)

egyenletnek egyetlen megoldasa sincs.

Ekvivalens linearis egyenletrendszerek Tekintsiik az alabbi harom egyen-
letrendszert:
r+ y=3 r+y=3 r =2

(2.3)
r+2y=4 y=1 y=1

Mindharomnak (z,y) = (2,1) az egyetlen megoldasa.

2.8. DEFINICIO: EKVIVALENS EGYENLETRENDSZEREK. Azonos isme-
retlenekkel felirt két egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha meg-
oldésaik halmaza azonos.



Madtriz: a latin mater (mater) (anya,
szildanya, forrds) sz6 szarmazéka a
matrix (matrix), melynek jelentése az
europai nyelvekben a kovetkezd valto-
zésokon ment at: anyadllat, vemhes dl-
lat, anyaméh, bezdrt hely, ahonnan va-
lami kifejlédik, bezdrt, kérilzdrt dolgok
sokasdga, témbje. Jelentése az élettan-
ban méh, a geologidban finomszemcsés
k&, melybe fosszilidk, kristalyok, dré-
gakovek vannak zarva, az anatémia-
ban a kérmot, fogat kialakito szovet.
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Példaul az el6z6 harom egyenletrendszer ekvivalens. A harmadik egyen-
letrendszer megoldasa azonnal leolvashato: = = 2, y = 1. A maésodik
egyenletrendszer is kdnnyen megoldhato, csak vissza kell helyettesiteni a
masodik egyenlet szerinti y = 1 értéket az els6 egyenletbe, amibdl kapjuk,
hogy x = 2. Az els6 egyenletrendszer megoldasahoz atalakithatjuk vele
ekvivalens — a méasodik vagy a harmadik egyenletrendszerhez hasonléan
egyszeri alakra. Ez a modszer lesz a kévetkezd szakasz témaéaja.

2.9. TETEL: EKVIVALENS ATALAKITASOK. Az alabbi transzformaciok
minden egyenletrendszert ekvivalens egyenletrendszerbe visznek at:

1. két egyenlet felcserélése;

2. egy egyenlet nem nulla szdmmal val6 szorzasa,

3. egy egyenlet konstansszorosanak egy masikhoz adésa.
Ezen kiviil

4. egy 0 = 0 alaki egyenlet elhagyasa
is ekvivalens atalakitas, de ez eggyel csokkenti az egyenletek szamaét.

BIZONYITAS. Az els6 kettS és a negyedik atalakitasra nyilvanvalo, hogy
nem valtoztatja meg a megoldasok halmazat (a negyedik atalakitéssal
kapcsolatban lasd a 2.1.18. feladatot). Nézziik a harmadik atalakitast,
legyen c egy tetsz6leges konstans. Egy megoldast az egyenletrendszerbe
helyettesitve, majd az i-edik c-szeresét hozzdadva egy masik egyenlet-
hez, példaul a j-edikhez, konnyen lathato, hogy a régi egyenletrendszer
minden megoldasa az tjnak is megoldasa. Ezutan az 1j egyenletrendszer
i-edik egyenletének —c-szeresét hozzaadjuk a j-edikhez. Igy visszakap-
juk a régi egyenletrendszert, tehat az el6z6 gondolatmenet szerint az 1j
egyenletrendszer minden megoldésa a réginek is megoldasa. Vagyis a két
megoldashalmaz megegyezik. Tehat ez az atalakités is ekvivalens. |

Matrixok Az egyenletrendszer megoldasaban az azonos atalakitasok so-
ran a miveleteket csak az egyenletrendszer egyiitthatoival és konstans
tagjaival végezziik, az ismeretlenek masolgatasa felesleges, ezért az egyiitt-
hatokat és a konstans tagokat egy téblazatba gytjtjik — megdrizve az
egyenletrendszerbeli egymashoz vald helyzetiiket —, és az egyenletrend-
szer megoldéasainak lépéseit csak ezen hajtjuk végre. Az ilyen specilis
szamtablazatokat mdtrizoknak nevezziik, ezekkel késébb kiilon fejezetben
foglalkozunk. A matrixba irt szamokat a mdtriz elemeinek nevezziik.

A matrix méretének jellemzéséhez mindig el6bb a sorok, majd az osz-
lopok szédmat adjuk meg, tehat egy m X n-es matrixnak m sora és n
oszlopa van. Egy ilyen matrix altalanos alakja:

a1 ai2 . A1n
a1 a2 . a9n
Am1 Am2 cee Qmn

A maétrix fédtiojiba azok az elemek tartoznak, amelyek ugyanannyi-
adik sorban vannak, mint ahanyadik oszlopban, azaz a példaul a fenti
matrixban a {64tlo elemei aq1, asa,. ...

A vektorokat is szokas mdtriz jeloléssel, mdatriz alakban, azaz egy 1-
soros vagy l-oszlopos maétrixszal lefrni — ahogy azt az elsé fejezetben mi
is tettiik. Az m X l-es matrixot oszlopvektornak, az 1 X n-es métrixot
sorvektornak is szokas nevezni. Annak a kérdésnek az eldontése, hogy
egy n-dimenzids vektort sor- vagy oszlopvektorral reprezentaljunk, dén-
tés (szokas, izlés) kérdése. Manapsag jobban el van terjedve a vektorok
oszlopvektoros jelolése, ezért e konyvben alapértelmezésként mi is ezt a
jelolést fogjuk hasznalni. Kivételt csak a kodelméleti alkalmazasokrol
52016 részek jelentenek, ott a sorvektoros jelolés terjedt el. Igy tehat az
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(1,2, 3) vektornak megfelels sorvektor és oszlopvektor alakja

1
[1 2 3],illetve 210,

Vektorok magyar irodai és Aaltaldnos 3
iskolaban hasznélt jelclése — a tize-
des vessz6 hasznalata miatt — pontos-
vesszGt tesz a vektor koordindtdi kozé
elvdlasztojelként. Vegyiik észre, hogy
vektorok sorvektorral val6 megadéasnal
irasjelet nem hasznalunk, csak szokdz- Egyenletrendszer matrixa és bdvitett matrixa Az egyenletrendszer mdt-
zel véalasztjuk el a koordinatakat! riza vagy egyltthatomdtriza az egyenletek egyiitthatoit, mig bévitett vagy
kibdvitett matrixa az egyenletek egyiitthatoit és konstans tagjait tartal-
mazza. Az attekinthetéség érdekében a boévitett matrixban gyakran egy
fliggbleges vonallal véilasztjuk el az egylitthatokat a konstans tagoktol.

A 2.5. definicidbeli altalanos alakhoz tartozo egyiitthato-, illetve bévitett

amelyek koziil, ha méast nem mondunk, az utébbit fogjuk a vektor mat-
rixos jeloléseként hasznalni.

métrixok:
a1 a2 ... Qip a1 a2 ... Gin | by
a21 az2 ... QG2n azi a22 ... Q2n bo
aml Am2 ... (mn aml Am2 ... (mn bm

A gyakorlatban igen nagy méretii egyenletrendszereket, s ezzel ugyan-
csak nagy méretd matrixokat is kezelni kell. A feladatok egy részében
azonban a hatalmas méretd matrixok elemeinek nagy része 0. Az ilyen
métrixokat ritka mdtrizoknak nevezzik. Szokas az ilyen egylitthatémaéat-
rixi egyenletrendszereket is ritkdnak nevezni. A nem ritka matrixokat
strinek nevezik. ElGszor a kisebb méretd stiri matrixokra hatékony
modszerekkel ismerkediink meg.

2.10. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASANAK KOVETESE A BO-
VITETT MATRIXON. Oldjuk meg a kévetkezs egyenletrendszert!

20+ 3y +22="7
z+ y+ z2=3
20 +2y+32=6

MEGOLDAS. Két lehetséges megoldast mutatunk. A (2.3) kozépsé és jobb
oldali egyenletrendszernél latott haromszog, illetve atlos alakra hozas lesz
a célunk.

Elgszor irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat!

20 +3y+22="7
T+ y+ z=3
20 +2y+32=6

N =N
N = W
W = N
D W

Kicseréljiik az els§ és a masodik Kicseréljiik az els§ és a masodik
egyenletet: sort:
z+ y+ z2=3
20 +3y+22=7
204+ 2y+32=6

N DN =
DN O =
W N =
[S2NEN IOV



2.1. &bra. Egyenletrendszer megolda-
sanak szemléltetése
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Az els6 egyenlet 2-szeresét kivon-
juk a masodik, majd a harmadik
egyenletb6l. Mondhatjuk azt is,
hogy az els6 egyenlet —2-szeresét
hozzaadjuk a masodik majd a har-

Az els6 sor kétszeresét kivonjuk a
mésodik és harmadik sorbol, vagy
méasként fogalmazva az els§ sor
—2-szeresét hozzaadjuk a méasodik
majd a harmadik sorhoz.

madik egyenlethez.

T+y+z2=3 11 113
y -1 0 1 01
0 0 1]0

z=0

Az egyenletrendszerrdl latjuk, hogy mar tudjuk y és z értékét. Ezért eze-
ket az els6 egyenletbe helyettesitve megkapjuk z értékét is, nevezetesen
r+y+2z=23, azaz y = 1 és z = 0 behelyettesitése utén: x +1+ 0 = 3,
vagyis z = 2. De a visszahelyettesités helyett folytathatjuk az ekvivalens
atalakitasok sorozatat is:

Kivonjuk a masodik, majd a har-
madik egyenletet az elsGbdl:

Kivonjuk a masodik, majd a har-
madik sort az els¢bdl:

1 0 02
0 1 0|1
0 0 10

Igy olyan alakra hoztuk az egyenletrendszert, illetve a bévitett matrixot,
amibgl azonnal leolvashaté a megoldas: (z,y,2) = (2,1,0). |

Sormodell: hipersikok metszete A linearis egyenletrendszerek szem-
léltetésére két geometriai modellt mutatunk, melyek segiteni fognak az
altaldnosabb fogalmak megértésében.

Tekintsiik a kétvaltozods linearis ax + by = c¢ egyenletet, ahol a, b és
c valos konstansok. Ha a és b legalabb egyike nem 0, akkor az egyenle-
tet kielégité pontok halmaza egy egyenes, vagyis a megoldashalmaz egy
egyenest alkot. (Ha a = b = ¢ = 0, akkor az egyenlet alakja 0z + Oy = 0,
azaz 0 = 0, ami minden (z,y) szdmparra fennall, vagyis az egyenletet
kielégits (z,y) pontok halmaza az egész sik. Ha pedig a = b = 0, de
¢ # 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.)

2.11. PELDA: SORMODELL KET KETISMERETLENES EGYENLETTEL.
Tekintsiik az

r+ y=3
r+2y=4

egyenletrendszert. Oldjuk meg az egyenletrendszert ekvivalens atalakité-
sokkal, és abrazoljuk az egyenesek grafikonjat minden lépésben.

MEGOLDAS. Két 1épésben megoldhatjuk az egyenletrendszert, ha az elsé
egyenletet kivonjuk a masodikbol, majd az igy kapott egyenletrendszer-
ben a masodik egyenletet kivonjuk az els6bdl, azaz:

r+ y=3 r+y=3 r =2
=
r+2y=4 y=1 y=1

Az egyenletrendszer két egyenlete egy-egy egyenes egyenlete a sikban.
Az, hogy az egyenletrendszer megoldhat6, pontosan azt jelenti, hogy a
két egyenesnek van kozos pontja, példankban a (2,1) pont. A 2.1. abra
a megoldas lépéseit szemlélteti az egyenletek grafikonjaval. |



(a) Harom altalanos helyzeti sik:
egyetlen megoldas

“

(b) Egy egyenesen atmend, de nem
csupa azonos sik: végtelen sok
megoldas, a megoldasok egy egyenest
alkotnak

(¢) Azonos sikok: végtelen sok
megoldés, a megoldasok egy sikot
alkotnak

2.3. abra. Megoldhat6 egyenletrend-
szerek

<

(a) A sikok koziil ketté parhuzamos,
de nem azonos

va
/Z

D 4

(b) Egy egyenessel parhuzamos, de
koz0s egyenest nem tartalmazo harom

sik

2.4. abra. Nem megoldhat6 egyenlet-
rendszerek
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2.12. PELDA: HA O LESZ A BAL OLDAL. Tekintsiik az

r+y=3
r+y=2

egyenletrendszert. Lathato, hogy ez két parhuzamos egyenes egyenlete,
melyeknek nincs k6z6s pontjuk, igy az egyenletrendszer nem oldhaté meg.
Ha az els6 egyenletet kivonjuk a masodikbél, az ellentmondd 0 = —1
egyenletet kapjuk, vagyis igy is arra jutottunk, hogy az egyenletrendszer
nem oldhaté meg. Az

r+y=3
z+y=3"

z+ y=3

va, az
B A% 42y —6

egyenletrendszerekben az elsé egyenlettel a masodik 0 = 0 alakra hoz-
hato, aminek minden szampar megoldasa, igy elhagyhato. Igy csak az
x4+ y = 3 egyenlet marad. Ennek Gsszes megoldasa paraméteres alakba
irva példaul (x,y) = (3 —¢,1).

2.13. PELDA: SORMODELL: HAROM HAROMISMERETLENES EGYENLET-
TEL. Vizsgaljuk meg, hogy harom haromismeretlenes egyenletbsl allo
egyenletrendszer megoldasainak halmaza milyen geometriai alakzatot ad-
hat!

MEGOLDAS. Ha a harom egyenlettel meghatarozott harom sik &ltalanos
helyzeti, akkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van (Id. 2.3.
(a) abra). Peéldaul a 2.10. példaban szerepls egyenletrendszernek egyetlen
megoldasa van: (z,y,z) = (2,1,0).
Tekintsiik a
20+ y+2z=5
r+ y+ z2=3 (2.4)
3r + 2y +32=28

egyenletrendszert. Ennek egy megoldasa (z,y, z) = (2,1,0), ugyanakkor
a harom sik normaélvektorai egy sikba esnek, ugyanis

(2,1,2) +(1,1,1) = (3,2,3).
Mivel mindharom normalvektorra mersleges példaul a
(23 1; 2) X (L 1, 1) = (717()’ 1)

vektor, ezért e vektor parhuzamos mindharom sikkal. A (2,1,0) ponton
atmend, és (—1,0,1) iranyvektort egyenes tehat benne van mindharom
sikban (ilyen esetet dbrazol a 2.3. (b) abra). Az Gsszes megoldast tehat
megadja ennek az egyenesnek a paraméteres vektoregyenlete:

2 -1
= 1| +t| Of.
0 1

[SEINSIER ]

Hamarosan ugyanezt a megoldést ekvivalens atalakitasokkal is meg fog-
juk tudni hatarozni.

Hasonlo esetet abrazol a 2.4. (b) abra, ahol mindharom sik parhu-
zamos egy egyenessel, de a sikok egymassal nem parhuzamosak, viszont
a 2.3. (b) esettel ellentétben az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
Ilyen példaul a (2.4) kis valtoztatasaval kapott

20+ y+2z=5
x4+ y+ z=3 (2.5)
3xr+2y+32=9
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egyenletrendszer. Vegyiik észre, hogy mig a (2.4) egyenletrendszerben a
harmadik egyenletbdl kivonva az els kettét az elhagyhato 0 = 0 egyen-
letet kapjuk, addig a (2.5) egyenletrendszerben az ellentmond6 0 = 1
egyenletre jutunk. Vagyis ennek az egyenletrendszernek nincs megoldé-
sa.
Végiil tekintsiik az
r+ y+ z=3
2042y +22 =06 (2.6)
3z +3y+32=9

egyenletrendszert! Lathato, hogy a masodik és a harmadik egyenlet az
els6 konstansszorosa, azaz ugyanannak a siknak az egyenletei, az egyen-
letrendszer tehat ekvivalens az egyetlen

T+y+z=3

egyenletbdl allo egyenletrendszerrel. Ennek explicit egyenlete egyenlet-
rendszert kapjuk. Az y-nak és z-nek tetszsleges értéket valasztunk, pél-
daul legyen y = s, z=t, akkor t =3 —y — 2, azaz v = 3 — s — t. Igy az
Osszes megoldas: (z,y,2) = (3—s—t,s,t). Ezt oszlopvektorokkal f6lirva
kapjuk, hogy a megoldés

x 3 -1 -1
yl =10 +s| 1| +t| Of.
z 0 0 1

Ez a 2.3. (c) abra szerint eset. A 2.4. (a)-beli eseteknek megfelels egyen-
letrendszerek felirasat az olvasoéra hagyjuk. |

Az eléz6 példakban a 2- és 3-dimenzios térben szemléltettitk a 2-,
illetve 3-ismeretlenes egyenletrendszer megoldasait. E geometriai modell
lényege a kovetkezdképp foglalhato Ossze az n-ismeretlenes esetben:

SORMODELL. Ha egy n-ismeretlenes egyenlet bal oldalan nem minden
egylitthato 0, akkor az egyenletet kielégité pontok (azaz az egyenlet
megoldasai) egy hipersikot alkotnak R™-ben. Ha egy n-ismeretlenes
egyenletrendszer m ilyen egyenletbdl all, akkor az egyenletrendszer meg-
oldasa a nekik megfelel m hipersik k6zos része R™-ben.

Oszlopmodell: vektor elGallitasa linearis kombinaciéként E modellben
az egyenletrendszerre gy tekintiink, mint egy olyan vektoregyenletre,
amelyben egy vektort kell elGallitani adott vektorok linearis kombinacio-
jaként. Példaul a 2.11. példabeli

T+ y=3
r+2y=4

egyenletrendszer ekvivalens az

-+ fje-E

vektoregyenlettel. Itt az a feladat, hogy megkeressiik az (1,1) és (1,2)
vektoroknak azt a linearis kombinaciojat, amely egyenld a (3, 4) vektorral.

2.14. PELDA: A MEGOLDAS LEPESEI AZ OSZLOPMODELLBEN. Kovessiik
végig a fenti egyenletrendszer 2.11. példaban adott megoldasanak lépéseit
e modellben is.

MEGOLDAS. Az ekvivalens atalakitésok lépései:
z+ y=3 r+y=3 x =2

=
r+2y=4 y=1 y=1
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| Vektoros alakban:

AT T P A e

f E lépéseket szemléltetjiik a 2.5. dbran. |

OSZLOPMODELL. Altalanosan, a 2.5. definicibban megadott (2.2) egyen-

v letrendszer a kovetkez6 vektoregyenlettel ekvivalens:
ai aio a1n b1
g a21 a22 A2n ba
R A B /0 I o | T =
- : 1 : 2 : n
Am1 Am?2 Amn bm
I

Az egyenletrendszer megoldasa tehat ekvivalens egy vektoregyenlet
megoldasaval, ahol az egyenletrendszer konstans tagjaibol allo vektort
kell az egyiitthatoméatrix oszlopvektorainak linearis kombinaciéjaként
elgallitani.

E modellben egy egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha az
egyitthatomatrix oszlopvektorainak Gsszes linearis kombinaciojabol allo

2.5. abra. A megoldés lépései a vek- halmazban a konstans tagokbol 4llé vektor is szerepel.
tormodellben.

2.15. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDHATOSAGA AZ OSZLOPMO-
DELLBEN. Vizsgéljuk meg az alabbi két — azonos egyiitthatomatrixd —
egyenletrendszer megoldhatésagat e modellben:

z+ y+2z2=3 r+ y+22=3
r4+2y+42=3 r+2y+42=3
3r+4y+82=9 3zr+4y+8z2=1

MEGOLDAS. Az egyenletrendszerek ekvivalensek a kdvetkezs vektoregyen-

letekkel:
1 1 2 3 1 1 2 3
1lax+ |2|y+ (4] 2= (3|, |l|lxz+ |2|y+ [4]| 2= |3].
3 4 8 9 3 4 8 1

Itt a kozos egylitthatomatrix minden oszlopvektora benne van a

2c+y—2=0

egyenletd sikban, (ez konnyen ellendrizhets a vektorok koordinatainak
a sik egyenletébe valo helyettesitésével), és ki is feszitik a sikot, mert a
harom vektor nem kollinearis. Masrészt a (3,3,9) vektor is benne van
e sikban, a (3,3,1) vektor viszont nem. Tehat az els6 egyenletrendszer
megoldhat6, a masodik nem. |

Mely egyenletek linearis egyenletek az x, y és z valtozokban 7e 20+ 3y=5 2o+ y=3

az alabbiak koziil? + y=1 =z =2
1 3z—(In2)y+ e2=04 2 zy—yz—zx=0 Konnyen lathato, hogy mindkét egyenletrendszer egyetlen
3 ad’z—-by=0 4 (sinl)z+(cos1)y—mz =0 megoldisa: z = 2, y = 1, tehat a két egyenletrendszer ekvi-
5 §+Q+f:1 6 l+1+1:1 valens.

a b ¢ x Yy =z

. 2x+ 3y=2 2x+ y=2
Igazoljuk, hogy az alabbi egyenletrendszerek ekvivalensek! 0Oz+ Oy=3 =z+ y=7
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Az els6 egyenletrendszer nem oldhaté meg a 0 = 3 alaka
egyenlet miatt, de a mésodik sem, hisz nincs olyan z és y,
melyre x +y =2 és x +y = 7 lenne, hisz 2 # 7.

Oldjuk meg (fejben szamolva) az alabbi linearis egyenlet-
rendszereket az a = 1, b = 2, ¢ = 3 paramétervalasztas
esetén!

9.
(2a —b)x+ (Ba—c)y=0
Bb—2c)x+ (b—2a)y=0
Behelyettesités utan mindkét egyenlet 0 = 0 alakt, amit

tetszoleges x és y kielégit, igy az dsszes (z,y) szampéar meg-
oldasa az egyenletrendszernek.

10°
(b—a)z+Ba—cy=1
(3b—2¢)z+ (b—2a)y=0
x = 1, y tetsz6leges, azaz az Osszes (1,y) alaka szampar
megoldas.
11°

b—a)z+Ba—cy=1
Bb—2c)x+ (b—2a)y=1

A masodik egyenlet behelyettesités utan 0 = 1 alaku, igy az
egyenletrendszernek nincs megoldasa.

12°¢
b—a)z+Ba—cy=1
(Bb—2c)z+ (c—by=2
x =1,y =2, azaz (z,y) = (1,2) az egyetlen megoldas.

Hatarozzuk meg valamely 1épcsés alakjat, majd a redukalt
lépesGs alakjat az alabbi matrixoknak!

11 1 11
13 (2 3 2 3 4
1 2 1 2 3
1 01 0 -1
0 1 0 1 2
0 0 0 O 0
1 1 1 11
14 (2 3 2 3 4
3 2 1 2 3

1 0 0 O 0
01 0 1 2
0 01 0 -1
15 Csak egész szamokkal szamolva megoldhaté-e az az

egyenletrendszer, melynek bévitett méatrixa a kovetke-
z6:

3 4
7 8
17

N W=

1
7
1 2

Igen.
Ekvivalensek-e az alabbi egyenletrendszerek?

3x+2y—2z=1

16 ( 2x+3y—3z= —1
4x 4+ 2y =8

20 +2y —2z2=0
3xr+3y—2z=3
5x —3y+2z=5

Igen, mindkettének (x,y, z) = (1,2, 3) az egyetlen megolda-
sa, azaz megoldashalmazaik megegyeznek.

r— y—3z2=3

17 ¢ 3x+2y+22=3
5+ 5y + 7z =3

20+ 3y+5z=0 {
5x —4z=9
Igen, mindketté bévitett egylitthatomatrixanak redukalt
lépcsds alakja a zérussor nélkil
1 0 -038 1.8
0 1 2.2 —1.2

18° Egyenletrendszerek k6z6s megoldasa. Tekintsiik az
azonos ismeretleneket tartalmazé &£ és £ egyenletrend-
szereket. Legyen ezek megoldashalmaza My, illetve M.
Mutassuk meg, hogy ha £ az &1 és &2 egyenletrendsze-
rek egyesitése, azaz £ = & U &2, és M az £ megol-
dashalmaza, akkor M az M; és My kozos része, azaz

M = Mi N Ms.

Vizsgaljuk meg ezt az allitdst az aldbbi speciélis esetek-
ben:

(a) &r={z+y=2} & ={z—y=0}
(b)&r={z+y=2,2-y=0}L & ={z—y=0}
(c)er={z+y=2,2-y=0} & ={a—y=1}
() & = {o+y=20—y=0h & ={0s+0y =0}
(e) &1 tetszbleges egyenletrendszer, £2 = {0=0}.
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2.2. Megoldas kikiiszoboléssel

FE fejezeben alaposabban megismerjik a linedris egyenletrendszerek meg-
olddsdnak klasszikus mddszerét, a kikiiszobolést.

Elemi sormiiveletek A linearis egyenletrendszerek egyik megoldasi mod-
szerének lényege, hogy ekvivalens atalakitasokkal olyan alakra hozzuk az
egyenletrendszert, melybdl visszahelyettesitések utan, vagy azok nélkiil
azonnal leolvashaté az eredmény. Az atalakitidsokat a bévitett métrixon
hajtjuk végre agy, hogy a nekik megfelels atalakitéasok az egyenletrendsze-
ren ekvivalens atalakitasok legyenek. A 2.9. tételben felsorolt els§ harom
ekvivalens atalakitds nem véaltoztatja meg az egyenletrendszer egyenle-
teinek szamat sem. Az egyenletrendszer bdvitett matrixan az ezeknek
megfelels atalakitasokat elemi sormiiveleteknek nevezziik.

2.16. DEFINICIO: ELEMI SORMUVELETEK. Egy matrix sorain végzett

alabbi miveleteket elemi sormdveleteknek nevezziik:

1. Sorcsere: két sor cseréje.

2. Beszorzds: egy sor beszorzasa egy nemnulla szdmmal.

3. Hozzdadds: egy sorhoz egy masik sor konstansszorosanak hozzaada-
sa.

Természetesen egy sort el is oszthatunk egy nemnulla ¢ szammal, hisz az
az 1/c-vel valo beszorzassal egyenértéki. Hasonloképp levonhatjuk egy
sorbol egy masik sor c-szeresét, hisz az a —c-szeresének hozzaadasaval
ekvivalens.

Az elemi atalakitasokra a kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznalni:
1. S; < 5;: az i-edik és a j-edik sorok cseréje.
2. ¢S;: az i-edik sor beszorzasa c-vel.
3. S;+cS;j: a j-edik sor c-szeresének az i-edik sorhoz adasa.

Az elemi sormiveletek mintdjara elemi oszlopmiveletek is definidlha-
tok, de azokat ritkdn hasznaljuk. Jeldlésiikre értelemszertien az O; < O;,
cO;, O; + cO; formuldkat hasznaljuk.

Lépcsds alak Az eddig megoldott egyenletrendszerekben igyekeztiink
atlos, vagy legalabb atlo alatt kinullazott alakra hozni az egyenletrend-
szert, mint azt példaul a 2.10. példaban tettiik. Ez nem mindig sikeriil,
mert néha nem kivant elemek is kinullazédnak, de a kdvetkez6kben defi-
nialt 1épcsds alakhoz mindig el tudunk jutni.

2.17. DEFINICIO: LEPCSOS ALAK. Egy matrix lépcsds, vagy sorlépcsds
alaki, ha kielégiti a kovetkezo két feltételt:

1. a csupa 0-bol 4116 sorok (ha egyaltalan vannak) a matrix utolso6 sorai;
2. barmely két egymés utan kévetkezd nem-0 sorban az alsé sor elején

t6bb 0 van, mint a folotte 1évd sor elején.

A nemnulla sorok elsé zérustol kiilonbozd elemét féelemnek, vezérelem-
nek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy f6elem oszlopanak féoszlop vagy
bdzisoszlop a neve.

2.18. PELDA: LEPCSOS ALAK. A kivetkezd matrixok 1épcsds alakuak:

010110
3 2 10 (1)02_35_64 000101
0 4" [0 1" g o o ol 000011
0000000
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2.19. PELDA: A LEPCSOS ALAK NEM ECGYERTELMU. Egy méatrix elemi
sormitiveletekkel tobb kiilonb6z6 1épcsés alakra is hozhato, mint azt az
alabbi két atalakitas is mutatja. Az elss:

1 3 0] =5 [1 3 0 1 3 0
11 2| =2 o —2 2] =22 |0 —2 2f,
2 2 4 0 —4 4 0 0 0
mig a mésodik:
1 3 0 1 1 2] S:-s: [1 1 2
11 2 %= 01 3 of =2 o 2 -2
2 2 4 2 2 4 00 0

Gauss-médszer A Gauss-mddszer vagy mas néven Gauss-kikiiszobolés
vagy Gauss-elimindcid a linearis egyenletrendszerek megoldésanak egy
modszere. Lényege, hogy a linearis egyenletrendszer bévitett méatrixat
elemi sormtveletekkel 1épcsGs alakra hozzuk, és abbol visszahelyettesi-
téssel meghatarozzuk a megoldéas altalanos alakjat. A Gauss-modszer
kénnyen algoritmizalhatd, ha sorban haladunk az oszlopokon. A moéd-
szerre lattunk mar példat, ilyen volt a 2.10. példa els6 megoldésa. Most
lassunk két tovabbi példat.

2.20. PELDA: GAUSS-MODSZER, EGY MEGOLDAS. Oldjuk meg az aldbbi
egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

T+ y+22=0
20+ 2y +3z=2
r+3y+3z=4
z+2y+ z2=95

MEGOLDAS. Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, és oszlopon-
ként haladva kiiszoboljiik ki — nullazzuk ki — a f6elemek alatti elemeket!

11 200] 25 11 1 20 11 2]0
2 2 302 230 [0 0 —1[2] 5585 |0 2 1|4 Sa-1s,
13 34/ — lo 2 1|4 00 —1l2 =
1 2 115 01 —1/5 01 —1/5
002 1|4 s-gs (0 2 1|4 oyt 24
00 —1]2 0 0 —1]2 yT 2=
00 -3 00 00 - z=2

A harmadik egyenletbdl z = —2, ezt a masodikba helyettesitve y = 3,
ezeket az elsébe helyettesitve kapjuk, hogy x = 1, azaz az egyetlen meg-
oldas (z,y,z) = (1,3,—2). [ |

Mit csinalunk akkor, ha a lépcsés alak szerint kevesebb a f&elemek,
mint az oszlopok szama? Egyel6re bevezetiink két elnevezést, melyek
jelentése hamarosan vilagos lesz: az egyenletrendszer azon valtozoit, me-
lyek f6elemek oszlopaihoz tartoznak, kététt vdltozoknak, mig az Osszes
tobbi valtozot szabad vdltozonak nevezziik.

2.21. PELDA: GAUSS-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS. Oldjuk
meg az aldbbi egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

r1+ 2094+ x3+2x4+ x5=1
T, 4229 +3x3+3x4+ x5 =0
3x1 4+ 629 + T3+ 8x4 4+ 325 = 1
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MEGOLDAS. Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, és oszlopon-
ként haladva kiiszoboljiik ki a féelemek alatti elemeket!

1 212 1]1] s [1 2 1 2 1] 1
123 3 1]0] %= 1o 0 2 1 0f-1] =2
36 7 8 3|1 00 4 2 0]-2
121 2 1| 1

9 9 S
00 2 1 0l-1 1+ 200 + x3 4+ 224 + T5
0000 0| 0 203 + 4 =-1

Az egyenletrendszer kotott valtozoi a 1épesds alak f§oszlopaihoz tarto-
70 valtozok, azaz xi és x3. A szabad valtozok: xs, x4, x5. A szabad
valtozoknak tetszéleges értékeket adhatunk, a kotottek értéke kifejezhets
veliik. Legyen példaul a szabad valtozok értéke xo = s, x4 = t, T5 = wu.
Ezek behelyettesitése utan a fenti egyenletek koziil elGszor a méasodikbol
kifejezziik x3-at, majd azt behelyettesitjiik az els6be, ahonnan kifejezziik
az x1-et, azaz a fenti egyenletekbdl kifejezziik a kotott valtozokat:

3 3

T = ——2s—-t—u
2 2
1 1t
Lo = —= _z
879 2

Innen az egyenletrendszer megoldasa

3 3 1 1
(JU17$2,$3,I4,$5) = (5 —2s — it - u,Ss, _5 - §t7tau)7
vagy matrixjeloléssel
1 %—23—%t—u % —2 —% -1
To S 0 1 0 0
r3| = —% — %t = —% +s| Of +¢ —% +u| O
T4 t 0 0 1 0
5 u 0 0 0 1

Késtbb kiilondsen az utobbi — vektorok lineéris kombinaciojara bontassal
vald — feliras lesz hasznos. |

Vilagos, hogy ha a szabad valtozoknak tetszSleges értéket adhatunk,
melybdl a kotott valtozok egyértelmien kifejezhetdk, akkor a fenti példa-
ban mutatott modszerrel az egyenletrendszer Gsszes megoldasat leirtuk.
Az ilyen modon megadott megoldast az egyenletrendszer dltaldnos meg-
olddsdnak, a konkrét paraméterértékekhez tartozd megoldasokat partiku-
laris megolddsnak nevezziik. Példaul az el6z6 példabeli egyenletrendszer
egy partikularis megoldasa az s =0, t = 1, u = 2 értékekhez tartozo

(l'lvaa $3,.’E4,x5) = (_2707 _]-7 13 2)

Lényeges e megoldasi médban, hogy a bévitett matrixot 1épcesés alakra
tudtuk hozni. Ez vajon mindig sikeriil?

2.22. TETEL: LEPCSOS ALAKRA HOZAS. Barmely métrix elemi sor-
miiveletekkel lépcsds alakra hozhato.

BizoNYITAs. Tekintsiink egy tetszéleges m x n-es matrixot. A kovetkezd
eljaras egyes lépéseiben e matrixnak le fogjuk takarni egy-egy sorat vagy
oszlopat. Az egyszertiség kedvéért a letakaras utan keletkezett matrix
sorainak és oszlopainak szdmat ismét m és n fogja jeldlni, a;; pedig a
letakarasok utan maradt matrix i-edik sordnak j-edik elemét.
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1. Ha az els6 oszlopban csak 0 elemek &llnak, takarjuk le ezt az osz-
lopot, és tekintsiik a maradék méatrixot. Ha ennek elsé oszlopaban
ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és ezt addig foly-
tassuk, mig egy olyan oszlopot nem talalunk, amelyben van nem 0
elem. Ha ilyen oszlopot nem talalunk, az eljardsnak vége, a matrix
lépcsds alaka.

2. Ha az els6 oszlop els§ sordban 4allo elem 0, akkor cseréljiik ki e
sort egy olyannal, melynek els§ eleme nem 0. Igy olyan matrixot
kaptunk, amelyben a1 # 0.

3. Vegyiik az i-edik sort ¢« = 2-t6l ¢« = m-ig, és ha a sor els6 eleme
ain # 0, akkor az els6 sor —a;1/ai1-szeresét adjuk hozza. Mivel
“ﬁ a1 = 0, ezért e lépés utan az aq alatti elemek 0-va valnak.

i1 —

4. A fenti atalakitas utan takarjuk le az els6 sort és az els6 oszlopot.
Ha ekkor nem marad a métrixban tébb sor, vége az eljarasnak,
a korabban letakart sorokat feltarva megkaptuk a lépcsss alakot.
Egyébként ugorjunk vissza az 1. 1épéshez, és folytassuk az eljarast.

Vilagos, hogy ez az eljaras véges sok 1épésben véget ér, melynek eredmé-
nyeként eljutunk az eredeti méatrix egy 1épcsés alakjahoz. |

Egy inhomogén linedris egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris
egyenletrendszeren azt a homogén egyenletrendszert értjiik, melyet az
inhomogénbdl a konstans tagok 0O-ra valtoztatasaval kapunk.

2.23. PELDA: HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA.
Oldjuk meg a 2.21. példabeli egyenletrendszerhez tartozé6 homogén line-
aris egyenletrendszert.

MEGOLDAS. Oldjuk tehat meg az alabbi egyenletrendszert:

T1 4+ 29+ x3+224+ x5=0
1+ 209+ 3x3+ 34+ 25=0
3x1 + 620 + Tx3 4+ 8x4 + 325 =0

A megoldashoz sziikségtelen a bgvitett matrixot hasznalni, hisz annak
utolso6 oszlopa az elemi sormiiveletek alatt nem valtozik. Az egyiitthato-
matrix lépcsds alakja ugyanazokkal a sormiiveletekkel megkaphat6, mint
a 2.21. példa megoldéasaban, azaz

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
1 2 3 3 1|l=1(0 0 2 1 0] =
3 6 7 8 3 00 0 0 O
1+ 220+ x3+ 204 + 25 =
21’3+ Ty =0

Innen a megoldas is ugyaniagy kaphato meg, s6t, ugyanaz a linearis kom-
binéci6 szerepel benne, csak a konstans tagok nem szerepelnek:

3 1
(x17x27x37$4a ‘T5) = (725 - it —u,s, 7§t’t7u)a

vagy matrixjeloléssel

T —2s — %t —u —
T2
3| = —
T
Ts5

3
2
0
1
2
1

N

—2 -1

1 0

t =s O] +¢t|— +u 0
0 0

0 1

S o ®

0

A homogén és inhomogén egyenletrendszerek e példabol sejthets kapcso-
latdra még visszatériink. |
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Végiil egy alkalmazas:
2.24. PELDA: SIKOK METSZESVONALANAK MEGHATAROZASA. Hata-
rozzuk meg az alabbi két sik metszésvonalanak explicit (paraméteres)
alakjat!
r+ y+z=1
3z + 4y =2

MEGOLDAS. A fenti egyenletekkel megadott két sik metszésvonalanak
meghatarozisahoz, pontosabban a metszésvonal explicit, paraméteres egyen-
letrendszerének felirdsahoz egyszertien meg kell oldani a két egyenletbdl
allo egyenletrendszert:

1 1 1]1]8-35[1 1 1] 1 r+y+ z= 1
et
3 4 0|2 0 1 —-3]|-1 y—3z=-1

Ebbél z = t paramétervalasztassal y = —1 + 3t és © = 2 — 4t, azaz
(z,y,2) = (—4t+ 2,3t — 1,t) = (2,-1,0) + t(—4,3,1),

vagy matrixjeloléssel

T 2 —4
yl =1-1| +t 3
z 0 1

Redukalt lépcsds alak A 2.10. példa masodik megoldéasi modszerében
atlos alakra hoztuk az egyilitthatématrixot, azaz nem elégedtiink meg
azzal, hogy a f6elemek alatt kinullaztunk minden egyiitthatot, hanem a
f6elemeket 1-re valtoztattuk a sor beszorzasaval, és a f6elemek folott is
kinullaztunk minden elemet, més szdval eliminaltunk.

2.25. DEFINICIO: REDUKALT LEPCSOS ALAK. Egy matrix redukadlt
lépcsds, vagy redukdlt sorlépcsds alakiu, ha kielégiti a kovetkezo felté-
teleket:

1. 1épcs6s alaki;

2. minden fGelem egyenls 1-gyel;

3. a fGelemek oszlopaiban a f6elemeken kiviil minden elem 0;

A fGelemet itt vezéregyesnek vagy vezetd egyesnek is szokas nevezni.

2.26. PELDA: REDUKALT LEPCSOS ALAK. A kovetkezd matrixok redu-
kalt 1épcsds alakuak:

010001
10 0 1 é_gg_g 000101
0 o/’ |o o’ 0 0 0 0’ 000011
000000

A 2.19. példaban lattuk, hogy a lépcsés alak nem egyértelm.

2.27. PELDA: REDUKALT LEPCSOS ALAK. Hozzuk redukalt 1épcsés
alakra a 2.19. példaban szereplé matrixot.

1 3 0] -5 [1 3 0] _1g

11 2| =2 g 2 9| &7

2 2 4 0 —4 4
1 3 0 13 0 10 3
0 1 —1|%2%2 1 1 1| =220 1 1.
0 —4 4 00 0 00 0

Vajon tudunk-e két kiilonbo6z6 redukalt 1épcsds alakra jutni?
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Gauss — Jordan-médszer A Gauss — Jordan-mddszer, mas néven Gauss —
Jordan-kikiisz6b6lés vagy Gauss—Jordan-elimindcid a linearis egyenlet-
rendszerek egy megoldasi mddszere. Lényege, hogy a linearis egyenlet-
rendszer bévitett métrixat elemi sormiiveletekkel redukdlt 1épcs6s alakra
hozzuk. Ebbdl az alakbol azonnal leolvashaté a megoldas. Adjunk 1j
megoldast a Gauss-modszernél bemutatott egyenletrendszerekre.

2.28. PELDA: GAUSS—JORDAN-MODSZER, EGY MEGOLDAS. Oldjuk
meg a 2.20. példaban felirt egyenletrendszert Gauss —Jordan-modszerrel!

MEGOLDAS. Felirjuk az egyenletrendszer b&vitett méatrixat, és a 2.20. pél-
daban latott modon eljutunk a lépcsés alakhoz, majd folytatjuk:

11 20 11 0] 1o, [t 1 2] 0

2 2 3)2( |02 4 25 |00 1 3| 2f sis

1 3 3|4 00 —1]2 00 1|-2

1 2 15 00 00 00 0| 0
10 % —2] s,-1s, [1 0 0] 1 " _
015 21 si-3s5 [0 1 0| 3 B
00 1|2 = loo 1| 2= v =3
00 0| 0 00 0| 0 z=-2

Tehat az egyenletrendszer egyetlen megoldasa (z,y,2) = (1,3,—-2). N

2.29. PELDA: GAUSS—JORDAN-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOL-
DAS. Oldjuk meg a 2.21. példabeli egyenletrendszert Gauss—Jordan-
modszerrel!

MEGOLDAS. A 2.21. példaban eljutottunk egy lépcsés alakig. Az eljarast
folytatjuk, mig a redukalt 1épcsés alakra nem jutunk.

121 2 1|1 121 2 1] 17 128
1233 1]0/=...=100 21 0f-1] 2=
367 8 3|1 000000

3 3
1 2 0 3/2 1] 3/2 21+ 28 +omitas= o
00 1 1/2 0]-1/2| = % %
000 0 0] 0 Tk =

Végezziik el az x5 = s, x4 = t, x5 = u helyettesitést, az xq1 és x3 valtozok
azonnal kifejezhetdk. Igy a megoldas:

3 3 1 1
(1’1,1’2,Z3,Z4,£€5) = (5 — 25— it - U,S,*§ - itvta U),
vagy maétrixjeloléssel
T1 %—25—%t—u % -2 —% -1
To S 0 1 0 0
z3| = -1 -1 =|-3|+s| O] +t|-L]+ul| O
272 2 2
Ty t 0 0 1 0
Ts u 0 0 0 1

Természetesen ugyanazt a megoldast kaptuk, mint a 2.21. példaban. B
A redukalt lépcs6s alak egyértelmiisége Fontos kovetkezményei van-
nak a kovetkezd tételnek:

2.30. TETEL: A REDUKALT LEPCSOS ALAK EGYERTELMU. Minden
matrix redukalt 1épcsds alakra hozhato, amely egyértelmd.
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B1zONYITAS. Legyen adva egy valos matrix. ElGszor lépcss alakra hoz-
zuk (a 2.22. tétel szerint minden matrix 1épcsds alakra hozhato). Azutan
minden sort elosztunk f&elemével, a f6elemek helyén igy vezéregyesek
lesznek. Az elsG vezéregyes az els§ sorban van, folotte nincsenek mét-
rixelemek. Vegyilik a méasodik vezéregyest és eliminéaljuk a folotte 1évd
elemet, amennyiben az nem 0. Mivel e vezéregyes el6tt csak zérusok
vannak, az eliminacié nem valoztatja meg a méatrix el6z§ oszlopait. Ha-
sonloképp vegyiik sorra a vezéregyeseket, és eliminaljuk a folottik 1évs
elemeket. Az eredményiil sziiletett méatrix redukalt lépcsds alaku.

Belatjuk, hogy az elvégzett elemi sormiiveletektd] fiiggetleniil, e mat-
rix egyértelmd (e bizonyitas a [?rref| cikken alapul). Tegyiik fel indirekt
modon, hogy van egy olyan matrix, mely elemi sormiveletekkel két kii-
16nb6z6 redukalt 1épcesds alakra is hozhato. Jelolje ezeket R és S. Mivel
mindketten ugyanazzal a matrixszal ekvivalensek, elemi sormitiveletekkel
egymaésba alakithatoak, vagyis egymaéssal is ekvivalensek. Véalasszuk ki
oszlopaik koziil azt a balrol els6 oszlopot, melyben kiilléonbdznek, valamint
az Osszes el6ttiik 4llo vezéroszlopot. Az igy kapott matrixokat jeldlje R’
és S'. Tehat R’ # S, mert kiilonbdznek az utolsé oszlopukban. Példaul,
ha

1 2 0 4 5 1 2 0 4 5
R=1|0 0 1 2 3| é S=1|0 0 1 9 3|,
000 0 0 000 0O
akkor _
1 0 4 1 0 4
R'=|0 1 2| ¢é S=|01 9
0 0 0] 000

Tekintsiik az igy kapott R/, S’ métrixokat egy-egy egyenletrendszer bé-
vitett egytitthatomatrixanak. Ezek altalanos alakja tehat a kévetkezd:

(1 0 ... 0]m] (1) (1) 8 8
01 ... 0]re
R=1[00 ... 1|r| vagy R=1|>7" o1
- ol 0 ... 01
00 ... 0/0
_O 0O ... 0 0_ _O 0 . 0 ()_
és
0 0] s1] (1) (1) ?) 8
0 1 0] s2
S=[00 ... 1|s| vagy =127 o |1
0 0 010 0 0 0|0
00 0
0 0 ... 0| O] 0 0 ... 0]0]

Mivel oszlopok kihagyasa nem valtoztat a sorekvivalencidn — hisz elemi
sormiiveletekben mitiveletet csak egy oszlopon beliil végziink —, ezért az
R’ és S’ métrixok ekvivalensek, azaz a hozzajuk tartozé két egyenlet-
rendszernek ugyanaz a megoldasa. Ez csak ugy lehet, ha vagy minden
i =1,...,k indexre r; = s;, vagy egyik egyenletrendszer sem oldhaté
meg, azaz mindkét esetben azt kaptuk, hogy R’ = S’, ami ellentmondaés.
Ez az ellentmondés bizonyitja, hogy a kiindul6 R # S feltevés helytelen
volt, tehat R = S. |
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Szimultan egyenletrendszerek Gyakori feladat az alkalmazasokban, hogy
sok olyan egyenletrendszert kell megoldani, amelyek csak a konstans ta-
gokban térnek el egymastol. A kikiiszoboléses modszerekkel ezek egyszer-
re is megoldhatok alig tobb ersforras felhasznalasaval, mint ami egyetlen
egyenletrendszer megoldasahoz sziikséges.

2.31. DEFINICIO: SZIMULTAN ECGYENLETRENDSZEREK. T&bb egyen-
letrendszer halmazat szimultan egyenletrendszernek neveziink, ha
egylitthatoméatrixaik azonosak.

2.32. PELDA: SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA. Oldjuk
meg az alabbi egyenletrendszereket!

r+ y+ 2=3 u+ v+ w=3 r4+ s+ t=0
20+ 3y +22=7 2u+3v+2w="T7 2r4+3s+2t=0
20 +2y+32=6 2u+2v4+3w =" 2r+2s+3t=1

MEGOLDAS. Mivel e hdrom egyenletrendszer egyiitthatémétrixa azonos,
a bal oldal atalakitasat elég egyszer elvégezni, a jobb oldalak atalakitasat
pedig vele egyiitt. Ehhez a szimultdn egyenletrendszerre a kovetkezd
bévitett matrixot érdemes képezni:

11
2 3
2 2

W N =

3 3 0
7T 7 0
6 7 1

A megoldashoz hasznaljuk a Gauss—Jordan-modszert:

1 1 13 3 0] %2511 13 3 07 51-5
23 2(7 7 0% 01 0|11 0] =
2 2 3|6 7 1 00 1/0 1 1

(1 0l2 1 —1

01 0/11 o],

(00 1|0 1 1

és ebbdl leolvashaté mindharom egyenletrendszer megoldasa:

T 2 u 1 T -1
yl = |11}, v| = |11, s| =10
z 0 w 1 t 1

Ha tudjuk, hogy t6bb egyenletrendszerbdl allo szimultén egyenlet-
rendszerrdl van sz, mindegyik egyenletrendszerben hasznalhatjuk ugyan-
azokat a valtozokat.

2.33. PELDA: SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER BOVITETT MATRIXA.
Oldjuk meg azt a szimultan egyenletrendszert, melynek bévitett matrixa

2 111 0
5 3|10 1
MEGOLDAS. A Gauss— Jordan-modszer 1épései:

2 1[1 0]%-35[2 1| 1 0]a2s,[2 1| 1 0]si-s
Gl =l )=o) e

2 0 672;10 3 -1
0 1]-5 2 0 1]-5 2 |-

k2
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Ko6tott valtozok szama, matrix rangja A redukalt 1épcsés alak egyér-
telmiiségének egy nyilvanvalo, de fontos folyomanya az alabbi eredmény:

2.34. KOVETKEZMENY: FOELEMEK OSZLOPAI. Egy valos matrix bar-
mely 1épcsGs alakjaban a fGelemek ugyanazokban az oszlopokban van-
nak, tehat ezek szama is fiiggetlen a lépcsds alaktol.

A bizonyitas azonnal adodik abbdl, hogy barmely 1épcsés alak fGelemeibdl
kapjuk a redukalt lépcs6s alak vezéregyeseit, igy barmely 1épcsGs alak
f6elemei ugyanott vannak, ahol a vezéregyesek, a redukalt lépcsds alak
pedig egyértelmd.

Ebbdl az is kévetkezik, hogy barmely valés matrix esetén

barmely lépcsts alak fGelemeinek szdma =
béarmely 1épcsGs alak nemzérus sorainak szama =

a redukalt 1épcsds alak vezéregyeseinek szdma.

Ez a kovetkezs definicidhoz vezet.

2.35. DEFINICIO: MATRIX RANGJA. Egy matrix valamely lépcsés
alakjaban a nemnulla sorok szamat a méatrix rangjdnak nevezziik. Az
A matrix rangjat r(A) jeloli.

2.36. PELDA: MATRIX RANGJANAK KISZAMITASA. Szamitsuk ki az
alabbi matrixok rangjat!

11 1 1 0110
2 3] [3 21 11 -1 -1 1001
{00}’[004]’1—11—1’1001
1 -1 -1 1 0110

MEGOLDAS. Az els6 és masodik maéatrix lépcsds alakt, rangjuk azonnal
leolvashato: 1 és2. A harmadik és negyedik méatrix elemi sormiiveletekkel

1 1 1 1 1 0 0 1
0 -2 0 -2 Tlet 01 1 0
00 —2 2" 00 0 0 0
0 0 0 -4 0 0 0 O
alakra hozhato, tehat a rang 4, illetve 2. |

2.37. ALLITAS: KOTOTT ES SZABAD VALTOZOK SZAMA. Ha egy
n-ismeretlenes egyenletrendszer megoldhato, és egyiitthatomatrixdnak
rangja r, akkor a Gauss- vagy a Gauss—Jordan-modszerrel kapott meg-
oldésaban a kotott valtozok szama r, a szabad valtozok szama n — r.

Fontos megjegyezni, hogy egyelére csak annyit tudunk bizonyitani, hogy
ha az egytitthatématrix és a bévitett matrix rangja r, akkor az egyenlet-
rendszernek van olyan megolddsa, amelyben a kotott valtozok szama r, a
szabad valtozoké n—r, és egy ilyen megoldas megkaphato a Gauss- vagy a
Gauss—Jordan-modszerrel. Ez abbdl kovetkezik, hogy a rang megegyezik
a féelemek szamaval, az pedig a kotott valtozok szaméaval. Mi torténik
azonban, ha mas modszerrel keresiink megoldast, vagy ha példaul fel-
cseréljiik az ismeretlenek sorrendjét? Arrol még nem tudunk semmit,
hogy a maétrix rangja vajon megvaltozik-e, ha folcseréljik az oszlopait.
A valtozok sorrendjének cseréje viszont oszlopcserét okoz az egyiitthato-
maéatrixon. A kovetkez§ fejezetben be fogjuk azt is latni, hogy a kotott és
szabad valtozok szama fliggetlen a valtozok sorrendjétsl, s6t a megoldas
modszerétdl is.
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2.38. PELDA: KOTOTT ES SZABAD VALTOZOK SZAMA.

o7

Egy lineéris

egyenletrendszer bévitett egylitthatomatrixanak egy 1épcsés alakja a ko-

vetkezo:

0.145
0.000
0.000
0.000
0.000

0.016
0.901
0.000
0.000
0.000

0.755
0.015
0.000
0.000
0.000

0.649
0.397
0.969
0.000
0.000

0.625
0.076
0.085
0.000
0.000

0.426
0.690
0.889
0.368
0.000

0.859
0.007
0.304
0.027
0.000

0.040
0.755
0.296
0.497
0.000

Lathato, hogy a matrix rangja és igy kotott valtozdinak szama 4, az
egyenletrendszer ismeretleneinek szama 7, a szabad valtozok szdma 3.

Kikiiszobolés Zp—ben’l= Ha p prim, akkor a modulo p maradékoszta-
lyok kozti miiveletek rendelkeznek minden olyan tulajdonsiaggal, melyet
a kikiiszobolés soran a valos szamok korében hasznaltunk. Ennek kovet-
keztében a Gauss- és Gauss—Jordan-modszerek minden tovabbi nélkiil
hasznalhatok Z,, £616tti egyenletrendszerekre is. (Lasd még a ??. oldalon
az algebrai testrdl irtakat.)

2.39. PELDA: EGYENLETRENDSZER Zs FOLOTT. 4-bites kodszavakat
kiildiink, bitjeit jeldlje a, b, ¢ és d. Hibajavito kddot készitiink tgy, hogy
minden koédszé végére harom paritasbitet tesziink, nevezetesen a b+c+d,
a+c+d és a+b+d bitet Az dsszeadas itt természetesen Zo folott értendds.
Példaul a 0110 kodszo helyett a 0110011 kodszot kiildjiik. Egy lizenetben
az egyik ilyen 7-bites kodsz6 elsé 4 bitjét a vevs szerkezet bizonytalanul
érzékeli, amit kapunk, az a (7,7,7,7,1,0,1) kodvektor. Mi lehetett az

eredeti lizenet, ha az utols6 3 bit biztosan jo7

MEGOLDAS. Az a, b, ¢ és d bitek ismeretlenek, csak annyit tudunk, hogy

b+c+d=1
a+ c+d=0
a+b+ d=1

Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert Gauss—Jordan kikiiszoboléssel Zo
folott. Ne felejtsiik, hogy Zo-ben 1+ 1 = 0, igy 1 = —1, azaz a kivonas
nem kiilonbézik az osszeadastol.

01 1 1]1 1 01 1]0 1 01 1]0
101 1]o0]%=F1]0 1 1 1|10 1 1 171 %k
11 0 1|1] 1 1 0 1|1] 01 1 01
(1 0 1 1]0] S48 1 0 1 0]0]
001 1 112 1o 11 01
0 0 0 1/0] 0 0 0 1]0]
Visszairva egyenletrendszerré:

a +c¢ =0

b+c =1

d=0

Az utolso egyenletbsl d = 0, a masodikbél b =1 — ¢, azaz b =1+ ¢ és
az els6bdbl a = —c, azaz a = c. Eszerint ¢ szabad valtozo, legyen értéke s,
a tobbi k6tott. A megoldas altalanos alakban (a,b,c,d) = (s,1 + s, s,0),
azaz (a,b,c¢,d) = (0,1,0,0)+s(1,1,1,0). Az s =0 és az s = 1 értékekhez
tartozo megoldéasok tehat: (0,1,0,0) és (1,0,1,0).

Ha az egyenletrendszert vektoregyenletnek tekintjiik, akkor az elsd
megoldas azt mutatja, hogy az egyiitthatéoméatrix masodik oszlopa meg-
egyezik a jobb oldallal (és valoéban), a masodik megoldas pedig azt, hogy
az els6 és a harmadik oszlop Gsszege a jobb oldalt adja.
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Megjegyezziik e kodrol, melyet [7,4, 3]s binaris Hamming-kédnak ne-
veznek, hogy a kod 16 szobdl all, barmely szavanak barmely 4 bitje egy-
értelmiien meghatarozza a maradék harmat. Igy ha legfoljebb 3 bit meg-
valtozik egy széban, akkor az kimutathatd, és ha csak egy bit valtozik
meg, az kijavithato. |

2.40. PELDA: EGYENLETRENDSZER Zs FOLOTT. Oldjuk meg az alabbi
két egyenletrendszert Zs folott.

20+ 3y =1 2+ 3y =1
3r+2y=4 3z +4y =3

MEGOLDAS. A szamolas megkonnyitésére vagy készitsiink osztasi tablat,
vagy hasznaljuk a ?7. oldalon talalhato ?7. abra szorzastablajat.
2 3|1f 3s; |1 43| 5,-35,|1 4|3
M H R
azaz az egyenletrendszer alulhatarozott. Itt persze ez nem azt jelenti,
hogy végtelen sok megoldas van, hanem azt, hogy legalabb egy paraméter

végigfut Zs Osszes elemén. Szabad valtozod az y, legyen y = s, igy = =
3—4s =3+s, tehat (x,y) = (3+s, s), azaz a vektorok méatrixjeldlésével:

-l v

Mivel Zs-nek 6t eleme van, ezért s-nek is ennyi értéke lehet, azaz az els6
egyenletrendszer Gsszes megoldasa (3,0), (4,1), (0,2), (1,3), (2,4). A
mésik egyenletrendszer megoldésa:

2 3[1] 35 [1 4]3] 5,88 [1 4]3
R E e il ]

amibél 2y = 4, azaz y = 2, v+ 4 -2 = 3, azaz x = 0. Tehat a megoldas
(z,y) = (0,2). =

olyan sormivelet, mely azt visszaalakitja.

Mutassuk meg, hogy min-

den elemi sormiivelettel atalakitott matrixhoz van egy
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2.3. Kikiiszobolés a gyakorlatban

E szakaszban a Gauss- és Gauss — Jordan-kikiiszobolés gyakorlati alkal-
mazasaiban fontos kérdéseket vizsgdalunk. Mennyi a kilonbézd vdltozatok
muveletigénye? Mennyire megbizhaté a végeredmény, ha ismerjik be-
meneti adataink pontossigdt? Hogyan csokkenthetd a szamitdsok kozben
fellépd hibdk nagysdga?

A kikiiszob6lés miiveletigénye Ahhoz, hogy a lineéaris egyenletrend-
szerek kiilonb6z6 megoldési modszereit 6ssze tudjuk hasonlitani, azt is
tudnunk kell, mennyi a mitiveletigényiik. Szokas az algoritmusok mive-
letigényét flopban mérni (flop = floating point operation), ahol 1 flop
egy lebegbpontos alapmiiveletet jelent (+, —, * vagy /). A processzo-
rok sebességét gyakran az egy masodperc alatt elvégzett flopok szdmaval
mérik (itt a flops a floating point operation per second réviditése). Mi-
vel a szorzés (osztas) processzorideje bizonyos gépeken hosszabb lehet
az Osszeadasénal (kivonasénal), ezért kiilon fogjuk szdmolni e mtiveletek
szadmat.

Ha egy algoritmus miiveletigénye a feladat méretének egy polinomja,
altalaban elég a legmagasabb foku tagot figyelni, ugyanis egy algoritmus
miiveletigénye csak nagyobb méret esetén kezd érdekes lenni, a méret
novekedtével pedig az alacsonyabb foku tagok részesedése a polinom ér-
tékébdl elhanyagolhatd. Precizen fogalmazva ennek oka, hogy tetszéleges
k-nal kisebb foka p(x) polinomra

k
i 7T P(7)

n— o0 nk

=1

2.41. PELDA: FLOP ES FLOPS. Egy algoritmus mtiveletigénye n méreti
bemenet esetén n3 + 1000n, egy masiké n® — 100n? flop. Milyen gyorsan
futnak le e programok egy 10 gigaflops sebességii gépen, ha n = 100007

MEGOLDAS. 10gigaflops = 10-10°flops, n3+1000n = (10%)34+1000(10%) =
102 + 107, n® — 100n2 = (10%)3 — 100(10%)? = 10'? — 100, vagyis a két
futasi ids (1012 + 107)/10'0 = 100.001, illetve (1012 — 1010)/10'0 = 99
masodperc. [ |

2.42. TETEL: A KIKUSZOBOLES MUVELETIGENYE. A Gauss- és a
Gauss — Jordan-moédszer miiveletigénye egy m-ismeretlenes, n egyenlet-
bdl 4ll6 egyenletrendszer esetén egyarant

n®  n? .. T 9 N . 5
— + — — — Osszead4as/kivonds, — +n° — — szorzas/osztés.
3 2 6 3 3

azaz 0sszesen 5

3 7
§n3 + §n2 — Enﬂop,

azaz jo kozelitéssel 2n3 /3 flop.

Bi1zoONYITAS. El6szor felelevenitiink két elemi Gsszefiiggést, amire a bizo-
nyitasban sziikség van:

n(n+1) nn+1)2n+1)

1—|—2+...+n:T, 124224, . 4n%= G .

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a kikiiszobolés soran a féatloba ke-

rills elemek egyike sem 0. A Gauss-modszernél a fGatlo alatti elemek
eliminéalasahoz %n?’ — 1n 6sszeadas és %ns + %n2 — gn szorzas sziikséges.
A visszahelyettesités §n2 — %n Osszeadasbol és %nZ + %n szorzasbol all.
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Ha a Gauss — Jordan-modszernél a f6atlo alatti elemek kikiiszobolése mel-

lett a f6atlo elemeit is 1-re valtoztatjuk, az %nB — %n Osszeadéas mellett
1

n® + In? + Ln szorzas sziikséges. A 64atlo feletti elemek eliminalésahoz

f 2 1

5n°—5n Osszeadas és ugyanennyi szorzas kell. A szdmitasok részletezését

az olvasora bizzuk. [ |

Numerikusan instabil egyenletrendszerek A gyakorlati feladatokban
gyakran mérési eredményekkel, igy nem pontos adatokkal dolgozunk.

2.43. PELDA: INSTABIL EGYENLETRENDSZER. Oldjuk meg a kévetkezd

egyenletrendszert!
6.73z — 8.97y = 5.61

4.792 — 6.39y = 3.99

Mutassuk meg, hogy az egytitthatok 0.01-dal valdé megvaltoztatasa a meg-
oldasok nagy megvaltozasat okozhatja, s6t az is elérhets, hogy az egyen-
letrendszernek ne legyen, vagy épp végtelen sok megoldasa legyen!

MEGOLDAS. Az egyenletrendszer megoldéasa: = = 1.5, y = 0.5. Az els6
egyenletben az x egyiitthatdjat Gjra mérjiik, és masodszorra egy szazad-
dal kevesebbnek, 6.72-nek adodik. Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert is!
Az eredmény meglepd modon nagyon messze van az el6z6tsl: © ~ —2.26,
y ~ —2.32. Ujabb mérés az y egyiitthatojat —8.96-nak mutatja. E két
egylitthato egy szazaddal val6 megvaltozésa utan a megoldas messze van
mindkét el6z8 eredménytsl: x ~ 4.35, y ~ 2.64. Ha végiil az els6 egyenlet
konstans tagjat is megvaltoztatjuk egy szdzaddal 5.62-re, akkor x ~ 7.21,
y ~ 4.78 lesz az eredmény, ha pedig 5.60-ra, akkor — csemegeként — ismét
a kerek x = 1.5, y = 0.5 értékeket kapjuk.

A fenti egyenletrendszeren tovabb valtoztatva az egylitthatokat az is
elérhetd, hogy végtelen sok megoldasa legyen:

6.72x — 8.96y = 5.60
4.80x — 6.40y = 4.00

ugyanis itt a két egyenlet egymés konstansszorosa. Ha pedig a mésodik
egyenlet konstans tagjat visszairjuk 3.99-re, egy ellentmondé egyenlet-
rendszert kapunk. [ ]

Ilyen megbizhatatlan eredményekkel a gyakorlatban semmit nem lehet
kezdenil!

NUMERIKUSAN INSTABIL EGYENLETRENDSZER. Az olyan egyenletrend-
szert, melyben az egyiitthatok vagy a konstans tagok kis valtozéasa a
megoldasban nagy valtozast okoz, numerikusan instabilnak vagy rosszul
kondiciondltnak nevezzik. Egyébként numerikusan stabil, illetve jol
kondiciondlt egyenletrendszerrdl beszéliink.

Vilagos, hogy a fentiek nem preciz matematikai fogalmak. Késébb preci-
zen definidlva szammal fogjuk mérni a kondicionaltsag fokat, de azt, hogy
egy adott egyenletrendszer megoldasai elfogadhatoak-e vagy nem, csak a
feladat dontheti el.

A numerikus instabilitas okat szemlélteti a ??. abra. Kétvaltozos
egyenletrendszerek esetén, ha a két egyenes grafikonja ,kozel” van egy-
mashoz, azaz majdnem egybe esnek, akkor kis valtozasok az egyeneseken
messze vihetik a metszéspontot, de parhuzamossa is tehetik a két egye-
nest.

Ha a gyakorlatban numerikusan instabil egyenletrendszerrel talélko-
zunk, vizsgaljuk meg, hogy az egyenleteink kozti ,majdnem” linearis
Osszefiiggdség mogott nem valodi linearis Osszefliggéség van-e kis mérési
hibaval.
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A lebeg6pontos szamabrazolas Tudjuk, hogy minden valés szam folir-
hato6 tizedestort alakban. Ha a szam racionalis, azaz folirhato két egész
szam hényadosaként, akkor a tizedes tort alak véges vagy végtelen pe-
riodikus. Az irracionélis szamok tizedes tort alakja mindig végtelen sok
szamjegybdl all. Véges tizedes tort alakkal — marpedig a szamitégépek
csak ilyenek kezelésére képesek — a végtelen tizedestorteket csak koze-
liteni tudjuk. A lebegGpontos szdmabrazolas alapétlete az, hogy egy
tizhatvannyal valé szorzéssal minden szam ,értékes jegyeit” a tizedes
ponthoz képest azonos helyre ,toljuk” (odalebegtetjiik). A szamok tu-
doményos vagy exponencialis jel6lésének normalt alakjaban ez a hely az
els értékes (nem nulla) szdm utéan van. Példaul 0.123 = 1.23 - 1071,
0.000321 = 3.21 - 104, 123000 = 1.23 - 10°, .321 - 10* = 3.21 - 103.

A szamrendszer alapja nem csak 10 lehet. Legyen b egy 1-nél na-
gyobb egész. Megmutathato, hogy minden valds ¢ szam felirhaté b alapa
szamrendszerben, azaz

+apa;...ak.Qg+1 .- Gy ...

alakban, ahol a; egész, ag # 0 és 0 < a; < b—1. Ha b = 2, akkor
a; lehetséges értékei 0 és 1, ha b = 10, akkor a; csak a 0,1,...,9 jegyek
valamelyike lehet. A félreértés elkeriilésére a szamrendszer alapjat a szam
utan als6 indexbe lehet irni. Pl. 101101, egy kettes, mig 1011013 egy
harmas szamrendszerbeli szamot jelol. A ¢ szam b alapu fenti felirasa azt
jelenti, hogy

1 1
c:i(aobk—i—mbk_l+---+akbo+ak+1b+"'+ak+nbn+-~-)

Péld4aul a kettes szamrendszerbeli 1001.1015 szam értéke

1 1 1 1 5

10011015 =1-23 +1+1- =4+ 1-— =8+ 1+ -4 - = 9= = 9.625.

001.1014 +1+ 2+ 23 8+ +2+8 98 9.625
2.44. DEFINICIO: LEBEGOPONTOS SZAMOK. A b alapt, p-jegyt (vagy
p értékes jegytl, p pontossagn) lebegdpontos szdmok kozé tartozik a 0,
valamint a

(—l)sao.a1a2 s Qp—1 - be,

alaku szamok, ahol s értéke 0 vagy 1 aszerint, hogy pozitiv vagy negativ

szamrol van szo, ag # 0,0 < a; < b—1mindeni =0,1,...,p—1 indexre
és e egész szam. Egy ilyen alakd szam értéke

1 1 1
(—1)5 (ao —|—a13 —|—a2b—2 + .- —|-ap_1bp—_1> - b°.

A reprezentacio teljes leirasdhoz b és p értéke mellett ismerniink kell e
maximélis és minimalis értékét (emax, €min)-

2.45. PELDA: LEBEGOPONTOS SZAMOK ERTEKE. Adjuk meg az alabbi
lebegGpontos binaris szamok értékét tizes szdmrendszerben:

1.001-2% 1.11-2% 1.1.273.

MEGOLDAS. 1.001;-2! =10.01y = 2+ } = 2.25, 1.11, 23 = 1110, = 14,
1.1-273 = 0.00115 = § + 15 = 15 = 0.1875. |

16
2.46. PELDA: LEBEGOPONTOS SZAMOK HALMAZA. Mely szamok abra-
zolhatok a b = 2, p = 3, —1 < e < 1 paramétert lebeg&pontos szamokkal?

MEGOLDAS. Az adott paraméterd lebegépontos szamok halmaza — ki-
hasznalva, hogy a definicio szerint ag nem lehet 0, tehat értéke csak 1
lehet — a kovetkezé:

{i(l+%+%)~2e:a1,a2 értéke 0 vagy 1, f1§eg1}u{0}.



IEEE 75/ a lebegSpontos aritmetika
nemzetkozi szabvanya, melynek szim-
talan hardver- és szoftverimplementéa-
cidja van. 1985-6s valtozata még csak
binaris szamébrazolast definialt, 2008-
as valtozata mar a decimélis szaméb-
razolast is. Az IEEE 754-2008 6t alap-
formatumot ismer: 32, 64 és 128 bi-
tes binaris (més néven single, double,
quad), valamint 64 és 128 bites deci-
malis (double, quad) abréazolast. Eze-
ken kivill abrazolja a —0-t (pl. a O-
hoz valé balrol tartas jelzésére), szub-
normalis (azaz bizonyos, az alulcsor-
dulés tartomanyaba es§ szamokat), a
két végtelent (400, —o0), és két nem-
szamot (NaN = not a number). A
szabvany elGirja tobb aritmetikai mt-
velet, Otféle kerekitési szabaly és 6t ki-
vétel kezelés megvalositasat (érvényte-
len miivelet, pl. negativ szambol gyck-
vonas, 0-val osztés, tulcsordulas, alul-
csordulas, nem egzakt eredmény jelzé-
se).
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Tehat a halmaz pozitiv elemei — jelezve e értékét is:

1537,537,5,7

27874787 74’2,47 727 ’2'

——— —
e=—1 e=0 e=1

E szamok tizedestort alakban folirva:
.5,.625,.75,.875,1,1.25,1.5,1.75,2,2.5, 3, 3.5.

A szamok eloszlasat mutatja a 2.6. abra. |

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
2.6. dbra. Lebeg6pontos szamok b =2, p =3, —1 < e < 1 esetén.

A lebeg6pontos és a valos szamok kozott az fl fiiggvény létesit kapcso-
latot (fl a floating point kifejezésbél). Legyen x = ag.a1az . ..ap—16p. .. -
10¢ egy tetszdleges pozitiv valos szam. Az x szadm p értékes jegyre vald
kozelitése

A(z) = ap.a1az . .. ap—1 - 10° ha 0 <a, <5,
(ao.a1a2 coap_1+ 10;,%1) -10° ha b <a, <9,

vagyis ha az a, 5-nél kisebb, lefelé, egyébként folfelé kerekitiink. Az
x — fl(x) leképezést kerekitésnek is nevezik. A valdsok kerekitési sza-
balya mas, 10-t6l kiillonb6zs alap esetén is hasonloan definidlhaté. A
szamitogépek a kerekitésnek mas modjat is ismerik és hasznéljak.

A modern szamitogépek nagy részében a processzor az IEEE 754 szab-
vany szerint kezeli a lebegSpontos szamokat (1d. a széljegyzetet).

Miiveletek lebegGpontos szamokkal Jeldlje o a négy alapmtvelet va-
lamelyikét, és F a lebegGpontos szamok egy halmazat. A lebeg&pontos
szamok kozti miiveletek eredménye négy csoportba sorolhato:

1. zoy € F, azaz az eredmény pontos;
2. z oy nem F-beli, de F-belire kerekithetd;

3. |z oy| nagyobb minden F-belire kerekithetd szamnal: ezt nevezziik
tilcsorduldsnak;

4. |z o y| kisebb minden F-belire kerekithet§ pozitiv szamnal: ezt ne-
vezzik alulcsorduldsnak;

Amikor a szamitogép kiirja a szamokat tizes szamrendszerbeli kere-
kitést végez, ha viszont kettes szdmrendszerben szamol, az eredményt

kettes szamrendszerben kerekiti. Erre mutatunk egy leegyszertisitett pél-
dat.

2.47. PELDA: ALAPMUVELETEK LEBEGOPONTOS SZAMOKKAL. A fenti
négy eset mindegyikére keresslink példat a 2.46. példabeli lebeg&pontos
abrazolas szamaival. Vigyazzunk, itt nem a tizes szadmrendszerben kell
kerekiteni!

MEGOLDAS. Pontos az eredménye példaul az 1+ %

% vagy az 1 % =
miiveleteknek, kerekithets az eredménye a % . %

5 = .65625 ~ .625 =
g, vagy % : % = % : % = g ~ .85714 ~ 875 = A kerekitéseket ugy

végezziik, hogy mindig a legkozelebb es6 lebeg&pontos szdmra kerekitiink.

Tulesordul példaul a %—i—g =6¢ésa —% S = —% miivelet, mig alulcsordul
1.1 1

a —5 -5 = —y miivelet. Ez utobbi O-ra kerekithets e szAmabrazolasban.l

g
[S][Y)

ool ||



> a=1; b=c=1.5%x10"(—16);
> a-+(btc)==(atb)+c
ans = 0

2.8. programkéd. Haa =1, b =c =
1.5-10715, akkor a processzor aritme-
tika szerint a + (b+¢) # (a +b) +c.
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tulcsordulés pontos alulcsordulas  kerekithetd tilcsordulés
\‘ & & | >
—4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4

2.7. abra. A kerekithets, a pontos, az alul- és tulcsordulé szamhalmazok
lebeg&pontos szamabrazoléas esetén b = 2, t = 3, —1 < e < 1 paraméterek
mellett. A 0 pontos érték, az alulcsordulé szamok — feladattol fliggGen —
kerekithet6k O-ra.

Szemléltetésiil abrazoljuk az el6bbi példa szamtartomanyait:
Mint lattuk, altalaban

fi(z +y) # fl(z) + fi(y), és fi(zy) # fi(x) fl(y).

A lebegépontos aritmetikdban tobb azonossag sem all fonn, példaul az
asszociativitas, azaz ha x, y és z egy lebeg6pontos szdmabrazolas szamai,
altalaban

Részleges féelemkivalasztas

A(fi(z +y) +2) # fi(z + iy + 2)).
Egy valodi példa lathato a széljegyzetben.

A kovetkezd példakban csak tizes szam-

rendszerbeli aritmetikat hasznalunk. A szamitasokat ugy kell elvégezni,
hogy az adott pontossdgnak megfelel§en minden részeredményt p értékes
jegyre kerekitiink.

2.48. PELDA: GAUSS-MODSZER LEBEGOPONTOS SZAMOKKAL. Oldjuk
meg az alabbi — numerikusan stabil — egyenletrendszert pontosan, majd
3 értékes jegy pontossaggal szdmolva.

1074z +y=2

MEGOLDAS. Pontosan szamolva

10—4
1

amib6l az eredmény © = y =

1

-1

2 szzggsl 10—4 1

0 0 —-1-104
2-10*
14+104 -

r—y=20

2

—2.10%

|

Igazolhato, hogy az egyenletrend-

szer numerikusan stabil, ami azt jelenti, hogy példaul 10~* helyébe 0-t
helyettesitve, vagyis kicsit valtoztatva egy egyiitthatot, a kapott

K

112
—11]0

egyenletrendszer megoldasa csak kicsit kiilonbozik az el6z6t6l: © =y = 2.
Végezziik most el a Gauss-kikiiszobolést 3 értékes jeggyel szamolva:

10~4
1

1
-1

0

2] S5—10%S; [10‘4
=

0

1
—1—104

2
—2.10%

10~4

]z[o

1
—10%

ahol a kozelitésnél a fi(—1—10%) = —10* sszefiiggést hasznaltuk. Az gy
kapott egyenletrendszernek viszont x = 0, y = 2 a megoldasa, ami nagyon
messze van az eredeti egyenletrendszer megoldasatol! Most végezziink egy
apro valtoztatast: elGszor cseréljiik fel a két egyenletet!

|

1
10~4

-1
1

0
2

:| 527107451 |:

1 -1
0 1+107*

0
2

I=|

1
0

-1
1

0
2

|\

2
—2.10%

|\
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amelynek megoldasa © = y = 2, ami nagyon ko6zel van a pontos megol-
dashoz! m

Mi az oka a két megoldas kozti kiillonbségnek, és fel tudnank-e hasz-
nélni minél jobb megoldas megtalalasaban?

Mindkét megoldésban az els6 egyenlet konstansszorosat hozzaadtuk
a masodik egyenlethez, de az els§ esetben a kisebb, a méasodikban az
els§ oszlop nagyobb elemét valasztottuk féelemnek. Amikor a kiseb-
bet valasztottuk, akkor az elsé sort egy kis szammal osztottuk, vagyis
repciprokival — egy nagy szammal — szoroztuk, és ezt adtuk a mésodik
sorhoz. A nagy szammal valo beszorzas kovetkeztében a méasodik egyen-
let egyiitthatoit ,elnyomtak” e nagy szamok, nagyon megvaltoztatva az
egyenletet, aminek kévetkeztében a megoldasok is nagyon megvaltoztak!
A fi(—1—10%) = —10* kerekités hatésa, vagyis a —1 ,eltiintetése”, ekviva-
lens azzal, mintha az eredeti egyenletrendszer helyett a kovetkezét kéne

megoldani:
1074 12
1 00|

Es ennek valoban z = 0, y = 2 a megoldasa! Amikor viszont az elsé
oszlop nagyobbik elemét vélasztottuk f6elemnek, a sort egy kis szammal
kellett beszorozni, és ezt hozzdadni a masik sorhoz, vagyis kerekitéskor az
eredeti egyenlet egyiitthatéi megmaradtak, az egyenletrendszer kevésbé
torzult. Ennek alapjan megfogalmazunk egy fontos szabalyt.

RESZLEGES FOELEMKIVALASZTAS (RESZLEGES PIVOTALAS). A Gauss-
féle kikiiszobolési eljaras soran, lebegépontos adatokkal dolgozva min-
den oszlopban a szébajohets elemek koziil — sorcserék segitségével —
mindig a legnagyobb abszolut értékit valasszuk fGelemnek!

Bizonyos — a gyakorlatban ritkan el6fordulé — esetekben jobb eredmény
kaphato a teljes féelemkivdlasztds modszerével. Ekkor f6elemnek az Gsszes
még hatralévs elem abszolut értékben legnagyobbikat valasztjuk. Itt osz-
lopcserékre is sziikség van, és miveletigényesebb is ez az eljaras, ezért
ritkdn alkalmazzak.

2.49. PELDA: RESZLEGES FOELEMKIVALASZTAS. Részleges fGelemkiva-
lasztassal hozzuk lépcsés alakra az alabbi matrixot!

1.8 3.0 30 3.7 75
36 32 36 62 78
72 36 48 24 1.2
24 54 52 26 5.2

MEGOLDAS. Az els6 oszlop legnagyobb eleme a masodik sorban van, igy
az els6 és a masodik sor cseréjével kezdiink:

72 3.6 48 24 12] £75/2 [72 36 48 24 1.2]

S3—51/4
Si=8; 36 3.2 36 62 78| si—si/3 0.0 14 1.2 50 72
1.8 3.0 3.0 3.7 75 00 21 1.8 31 72
124 54 52 26 5.2 00 42 36 1.8 48]
(72 36 48 24 12] g o, [72 3.6 48 24 1.2]
128 |00 42 36 18 48] si-5/3 |00 42 36 18 48
00 21 1.8 3.1 7.2 00 0.0 00 22 48
100 1.4 12 50 72 0.0 00 0.0 44 5.6
(72 36 48 24 1.2 72 36 48 24 1.2]
Sy8i |00 42 36 18 48| si-sy/2 |00 4.2 36 18 48
00 0.0 00 44 56 00 0.0 00 44 5.6

100 0.0 00 22 43 0.0 0.0 0.0 00 2.0]
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A részleges f6elemkivalasztasban mindig az oszlop legnagyobb

elemét valasztottuk. Nem lehet egy elemet nagyobba tenni, és ezzel az
egész modszert elrontani gy, hogy egy sorat egyszertien beszorozzuk?

2.50. PELDA: SOR SZORZASA. A 2.48. példaban szorozzuk meg az elsé
egyenletet 10°-nel, azaz a kisebb elembd] csinaljunk nagyot, és ezt az
egyenletrendszert is oldjuk meg részleges féelemkivalasztéassal.

10z + 10°y = 2-10°

rT— Y= 0

MEGOLDAS. Egy egyenlet beszorzasa egy nemzérus szammal ekvivalens
4
atalakitas, igy ennek az egyenletrendszernek is x = y = % a pontos
megoldasa. Ha 3 értékes jegyre szamolunk, és alkalmazzuk a részleges
f6elemkivalasztas modszerét, akkor ismét rossz eredményt kapunk:

10 105 | 2-10° s22195: [10 105 2-10°] _[107* 1
1 -1 0 0 —-1-10*|—-2-104"| o —10%
amibél x =0 és y = 2. |

Hasonloképp zavart okozhat az egyilitthatéméatrix egy oszlopanak be-

szorzésa is, ami az egyenletrendszeren példaul ugy valosithatd meg, ha
egyik valtozo mértékegységét megvaltoztatjuk. (Ha példaul a korabban

kilométerben meghatarozott ismeretlent milliméterben keressiik, egytitt-
hatojat minden egyenletben 10°-nal kell osztani.)

Az egyiitthatok ilyen ,egyenetlenségeibdl” szarmazo szamitasi hibak

csokkentésére a kovetkezd gyakorlati modszer ajanlhato:

SKALAZAS. A kovetkezs két skdlazasi szabaly kovetése a tapasztalatok
szerint a gyakorlati feladatok nagy részében nagyon jo eredményt ad a
részleges fGelemkivalasztassal egyiitt alkalmazva:

1. Oszlopok skdldzdsa:

Vélasszunk a feladatban szerepld mennyisé-

geknek természetes mértékegységet, ezzel altalaban elkeriilhetSk az
egyiitthatok kozti tetemes nagysagrendi kiilonbségek. Ezen kiviil
nincs sziikség az oszlopok elemeinek beszorzasara.

2. Sorok skdldzdsa: Az egyenletrendszer [A|b] bévitett méatrixanak
minden sorat osszuk el az A egyiitthatomatrix adott sorbeli legna-
gyobb abszolut értéki elemével. Igy A minden soranak 1 a legna-

gyobb eleme.

Nem ismeretes olyan modszer, mely a lebegGpontos abrazolas korlatai
mellett hatékonyan megtalalna a lehets legpontosabb eredményt. Az el-
mélet és a tapasztalatok alapjan stirt, nem tilzottan nagy méreti egyen-
letrendszerekre a skalazott féelem kivéalasztasos Gauss-modszer ajanlha-

t0. A ritka egyenletrendszerekkel a kovetkezs szakasz foglalkozik.

Lebegbpontos szamok

10

2.

Fogalmazzuk meg a 2-es szdmrendszerre vonatkozé ke-
rekitési szabalyt! Szamitsuk ki a 2.47. példa megoldéa-
sadban szerepl$ miiveleteket a kettes szamrendszerben és
kerekitsiik az eredményeket e szabaly szerint.

Az alabbi két interaktiv programkod kiszamitja a

221919 nQ{Hl Osszeget két kiilonbozé sorrendben, de a

két eredmény kiilonbozik, és csak a masodik jo. Va-

jon miért? (Elemi fiiggvénytanbol tudjuk, hogy a fenti

Osszeg un. teleszkoposszeg, mert atalakitas utdn a szél-
9999 1

s6 tagokat kivéve minden tag kiesik: Y 777 T =

$90999 (1 1) _q 1)
n=1\n "~ n¥i) — 10000 *

> format long

> sl = 0;

> for n = 1:9999

> sl = s1 + (1/(n"24n));
> end

> sl

sl = 0.999900000000001
> s2 = 0;

> for n = 9999:-1:1

> 82 = 82 + (1/(n"24n));

2
—2.10%

|\



> end

2. FEJEZET. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

> 82
s2 = 0.999900000000000

66



2. FEJEZET. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 67

2.4. Megoldhatésag és megoldas

Az eldzdekben a megolddsok megtaldldsdnak mddszereit tanulmdnyoztuk.
E szakaszban a megoldhatosdg kérdését és a megolddsok halmazdnak leg-
fontosabb tulajdonsdgait vizsgaljuk. A vizsgdlatokban a linedris egyenlet-
rendszerek mindkét geometriai interpretdcidja fontos szerepet kap.

Egyenletrendszer megoldhatésaganak feltétele Tudjuk, hogy egy li-
neéris egyenletrendszer pontosan akkor mem oldhaté meg, ha a bévitett
matrix 1épcs6s alakjanak van olyan sora, melyben minden elem nulla,
kivéve az utols6t. Kz ugyanis egyenletté visszairva 0 = ¢ alaki, ahol
c # 0, és ennek az egyenletnek nincs megoldasa. FEz viszont azt jelen-
ti, hogy ilyenkor a bévitett matrix rangja nagyobb az egyiitthatomatrix
rangjanal. E megallapitas azonnali kovetkezménye a kovetkezs tétel.

2.51. TETEL: EGYENLETRENDSZER MEGOLDHATOSAGANAK MATRIX-

RANGOS FELTETELE. Legyen egy n-ismeretlenes linearis egyenletrend-

szer egyutthatomatrixa A, a konstans tagokbol all6 vektora b.

1. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhato meg, ha az egyiitt-
hatomaéatrixanak és bévitett matrixdnak rangja megegyezik, azaz

r(A) =r(A|b).

2. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien,
ha az egyiitthatomatrixanak és bévitett métrixdnak rangja meg-
egyezik az ismeretlenek szamaval, azaz

r(A) =r(Alb) = n.

BizONYITAS. Az egyenletrendszer pontosan akkor oldhato meg, ha bévi-
tett matrixanak lépcsds alakjaban nincs olyan sor, melynek csak az utolsé
eleme nem 0. Ez épp azt jelenti, hogy r(A) = r(Alb).

A maésodik allitds abbdl kovetkezik, hogy az egyenletrendszer akkor
oldhaté meg egyértelmiien, ha megoldhatd, és nincs szabad valtozodja,
vagyis az egyiitthatématrix rangja megegyezik az ismeretlenek szamé-
val. |

Az el6z6ekbdl az is adodik, hogy egy linearis egyenletrendszernek pon-
tosan akkor van egynél t6bb megoldasa, ha

r(A) =r(Alb) <n.

(Miért nem lehet r(A) > n?)

Egy valos egyiitthatos egyenletrendszernek csak ugy lehet egynél tobb
megoldasa, ha van szabad valtozéja. Annak viszont minden értékékéhez
egy-egy masik megoldas tartozik, vagyis ekkor az egyenletrendszernek
végtelen sok megoldasa van. Igy, ha A valos matrix, akkor a megoldasok
szama, a két rang és az ismeretlenek szama kozt a kovetkezs a kapcesolat:

Feltétel Megoldasok szama
r(A) <r(A|b) 0
r(A)=r(Alb) =n 1
r(A)=r(Alb) <n 00

Ha az egyenletrendszer homogén linearis, azaz mindegyik konstans
tag 0, akkor az elemi sormitiveletek kézben a b&vitett matrix utolsé osz-
lopdban minden elem 0 marad, igy ebben az oszlopban biztosan nem
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lesz f6elem. Eszerint a homogén linearis egyenletrendszerek mindig meg-
oldhatok, hisz ekkor a r(A) = r(Al|b) Osszefliggés mindig fonnall. A
megoldhatosig persze e feltétel ellendrzése nélkil is latszik, hisz az x1 =
g = -+ = x, = 0 mindig megoldas! Mivel r(A) megegyezik a redukalt
lépcsds alak f6elemeinek szamaval, ezért r(A) < m ésr(A) < n is fonnall,
ahol m az egyenletek, n az ismeretlenek szama. Igy viszont m < n esetén
r(A) = n nem allhat fénn, tehat a homogén linearis egyenletrendszernek
van az X = 0 vektoron kiviil is megoldésa. Ezzel bizonyitottuk az alabbi
tételt:

2.52. TETEL: HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDHA-
TOSAGA. Az A egylitthatoméatrixi homogén linearis egyenletrendszer
mindig megoldhato, mert a nullvektor — az un. trividlis megoldds — min-
dig megoldas. Pontosan akkor van nemtrividlis, vagyis a 0-vektortol
kiilonb6z6 megoldasa is, ha

r(A) < n,

ahol n az ismeretlenek — azaz A oszlopainak — szamat jel6li. Speciali-
san, az m egyenletbdl all6 homogén linearis egyenletrendszernek m < n
esetén mindig van nemtrivialis megoldasa.

Valos egylitthatos homogén linearis egyenletrendszerekre az el6z6 tabla-
zat a kovetkez§ alakot Olti:

Feltétel Megoldéasok szama

r(A)=n 1
r(A)<n 00

2.53. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASAINAK SZAMA. Az a pa-
raméter mely értékei mellett van az alabbi egyenletrendszernek 0, 1, il-
letve oo sok megoldasa?

T1+ T2t axs=1
r1+axre+ T3 =a

ary + X2+ x3

I
S

MEGOLDAS. Hozzuk az bévitett méatrixot 1épcsés alakra:

1 1 a] 1| S2-5 |1 1 a 1

1 a1 24 1) -1 1-a | a—1 |2
la 1 1 a? 0 1-a 1-a%|ad®—a

1 1 a 1

0 a-1 1—a a—1

0 0 —(a—1)(a+2)|(a+1)(a—1)

Lathato, hogy a = 1 esetén az utolsé két sorban minden elem 0, igy az
egyenletrendszer az 1 + o + 3 = 1 egyenlettel ekvivalens, melynek
megoldasa: (x1,x9,x3) = (1 — s — t, s,1), azaz oszlopvektor alakba frva:

1 1 -1 -1
x| = |0l +s| 1 | +t| 0
T3 0 0 1
Ha a = —2, akkor az utols6 sornak megfelel6 egyenlet 0 = 3 alaku, azaz

ekkor nincs megoldés. Minden egyéb esetben, azaz ha a # 1 és a # —2,
akkor egyetlen megoldas van:

(a+1)2 1 a+1
r=—>-, I2= r3 = — .
! a—+ 2 2 3 a—+2




(a)?7?
777
(b)?7?
777

2.9. abra. (a) Egy origon atmend
egyenes és (b) egy origon atmend sik
barmely vektoranak konstansszorosa,
illetve barmely két vektoranak ossze-
ge (a) az egyenesbe (b) a sikba esik.

2. FEJEZET. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 69

Feltehets a kérdés: mi értelme az utobbi tételeknek, ha a rang meg-
allapitasahoz ugyanigy a lépcs6s alakra hozast kell végrehajtani, mint
a megoldashoz? Amikor a rangra vonatkozé allitasokat ellenérizhetnénk
egy linearis egyenletrendszeren, mar a megoldast is meghatarozhatjuk!
Ez valoban igaz, azonban a rang szoros kapcsolatban van a linearis fiig-
getlenséggel, amelyen keresztiil mélyebbre jutunk az egyenletrendszerek
megoldhatosidganak és a megoldashalmaz struktarajanak megértésében!
Példaul a rang megmondja, hogy az egyenletrendszerben hany fliggetlen
egyenlet van, vagyis hogy hany egyenlet ,szamit”, a tobbi akar el is hagy-
hat6 a megoldas megvéltozasa nélkiil. De a rang adja meg azt is, hogy a
megoldasok legkevesebb hény vektor linedris kombinaciéiként kaphatok
meg. Fzeket az allitasokat a kovetkezGkben részletezziik.

Homogén linearis egyenletrendszer megoldasai Tekintsiink egy tetszo-
leges homogén lineéris egyenletrendszert. Mint a 2.52. tételben lattuk,
ez biztosan megoldhato, és a megoldasok halmazaban a nullvektor benne
van. Mit mondhatunk a megoldasok halmazarél, ha tobb megoldasa is
van a homogén egyenletrendszernek?

2.54. ALLITAS: MEGOLDASOK LINEARIS KOMBINACIOJA. Egy homo-
gén linearis egyenletrendszer megoldésainak barmely linearis kombiné-
ci6ja is megoldas.

BizonviTAS. Elég az allitast két megoldasra bizonyitani. Jelolje aj,
as,...,a, az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak oszlopvektorait. Le-
gyen x = (x1,Za2,...,&,) sy = (y1,Y2,. .., Yn) két tetszbleges megoldas,
azaz,

ajry +agxs+...+a,x, =0

aiyr + agy2 + ...+ any, =0,

és ¢, d legyen két tetszdleges skalar. Megmutatjuk, hogy ekkor cx + dy is
megoldas, ugyanis

ai(cry +dy1) + as(ze +dy2) + ... + ay(czy, + dy,) =

(caix1 + dajyr) + (cagxs + dagys) + ... + (capx, + dayy,) =
c(ayry +agwe + ...+ apx,) +d(ajys +asys + ... +ayyn) =
0+0=0.

azaz cxX + dy is megoldas. Ez bizonyitja allitasunkat. |

Altér, nulltér Az, hogy vektorok egy H halmaza olyan, hogy a H-beli
vektorokbol képzett linearis kombinéciok is mind H-ban vannak, azzal
ekvivalens, hogy barmely H-beli vektor skalarszorosa és barmely két H-
beli vektor sszege is H-beli (1d. a 2.5.1. feladatot). Masként fogalmazva:
a vektorok skalarral valo szorzasa és a vektorok Osszeadasa nem vezet ki
H-bol.

Az R™ tér ilyen tipust részhalmazai igen fontosak. Példaul a sik-
ban egy origobn atmend egyenes vektorai (az egyenes pontjaiba mutato
helyvektorok) ilyenek. Hasonloképp, a térben barmely origon dtmend sik
vagy egyenes vektorai ilyenek. Ez vezet a kovetkezs definicidhoz.

2.55. DEFINICIO: ALTER. Az R™ tér vektorainak olyan részhalmazat,
mely zart a vektorok skalarral valé szorzasanak és a vektorok dsszegének
miveletére, az R™ alterének nevezziik. Képlettel kifejezve: a H C R”
vektorhalmaz R™ altere, ha

lu,ve Heseténu+ve H,

2u € H, ésceResetén cu € H.
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Konnyen lathato, hogy minden altérnek eleme a zérusvektor, hisz barmely
altérbeli vektorral egyiitt annak O-szorosa is, vagyis a 0-vektor is eleme
az altérnek.

2.56. PELDA: ALTER. Alteret alkotnak-e az alabbi vektorhalmazok R3-
ben?

L{(z,y,2) |zr=y, 2 =2y},

2{(s+2t,s—1,2s+1t)|s,t eR}.

MEGOLDAS. Az elsé halmaz nem altér, mert nem elégiti ki a definiciobeli
feltételeket. Példaul az (1,1,1) vektor benne van e halmazban, azonban
kétszerese nem, mert nem elégiti ki a z = xy egyenlGséget!

A masodik feladatban szereplé halmazban nincs benne a nullvektor,
hisz az s + 2t = 0, s — 1 = 0, 2s + t = 0 egyenletrendszernek nincs
megoldésa, igy ez a halmaz sem alkot alteret! |

Az R™ térnek nyilvan altere sajat maga, és a nullvektorbol allo vek-
torhalmaz.

Kés6bb meg fogjuk mutatni, hogy R? alterei az alabbiak:

1. a zérusvektorbdl allo egyelemd halmaz,

2. egy origdn atmend egyenes Osszes vektora,

3. a sik Gsszes vektora.

R? alterei:

1. a zérusvektorbdl all6 egyelemi halmaz,

2. egy origdn atmend egyenes Osszes vektora,

3. egy origédn atmend sik Gsszes vektora,

4. a tér 6sszes vektora.

Mivel egy egyetlen n-ismeretlenes egyenletbdl allo egyenletrendszer
megoldashalmaza egy R™-beli hipersik, ezért az origon 4tmend hipersikok
is alterek.

A 2.54. allités az altér fogalmat hasznalva a kovetkezd alakot 6lti:

2.57. ALLITAS: MEGOLDASOK ALTERE. Egy n-véltozos homogén line-
aris egyenletrendszer megoldashalmaza alteret alkot R™-ben.

2.58. DEFINICIO: NULLTER. Az A egyilitthatométrixit homogén line-
aris egyenletrendszer megoldésainak alterét az A matrix nullterének
nevezziik.

Kifeszitett altér A homogén lineéris egyenletrendszer 6sszes megoldésat
néhény vektor linearis kombinacidjaként allitottuk els. A megoldasok
alterét tehat ,,generalja” vagy geometrikusabb szohasznélattal ,kifesziti”
néhany megoldasvektor. Erre utal a kovetkezd definicio. Azt, hogy az
altér szot a definiciéban hasznalhatjuk, a rakdvetkezd allitas bizonyitja.

2.59. DEFINICIO: KIFESZITETT ALTER. A Vi, Va,..., Vi € R™ vekto-
rok Osszes
c1V1 +cova + ...+ Ve

alaku linearis kombinaciojat a vy, vo,..., vi vektorok altal kifeszitett
altérnek nevezzik, és span(vy, va, ..., vg)-val jeloljik. Képletben:
span(vy,va, ..., Vi) ={c1vi +cava+ ...+ Vg e 6. .., 0 ER T

Valéban, az elnevezés jogos:

2.60. ALLITAS: A KIFESZITETT ALTER ALTER. A Vi, Vo,..., Vi €
R™ vektorok altal kifeszitett span(vy, va, ..., Vvy) vektorhalmaz R™ egy
altere.
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B1zoNYITAS. Be kell latni, hogy span(vy, va,. .., vy) barmely vektoranak
skalarszorosa és barmely két vektoranak osszege is ide tartozik. Legyen

Uu=c1vi+cvo+...+cpVe, és v=divy +dove + ... +dpvi

a span(vy, va, ..., Vi) két tetszéleges vektora, és legyen x € R tetszoleges
valés. Ekkor

zu = (ze1)vy + (zea)ve + ... + (zeg ) v € span(vy, va, ..., Vi),
és
u+v = (c1+d1)vi+(ca+do)ve+. ..+ (ck+d2) vy € span(vy, va, ..., V).

2.61. PELDA: NULLTER. Hatarozzuk meg az
1 21 21
1 2 3 3 1
3 6 7 8 3

matrix nullterét. Keressiink véges sok olyan vektort, melyek kifeszitik e
teret!

MEGOLDAS. Az adott matrix a 2.23. példabeli homogén lineéris egyenlet-
rendszer egyiitthatomatrixa. A homogén linearis egyenletrendszer meg-
oldashalmaza épp a nulltér vektoraibél all6 halmaz. A nulltér vektorai
tehat

T —2s — %t —u —2 f% -1
To s 1 0 0
x3| = —1t =s| 0| +t|—3|+u| 0]
Ty t 0 1 0
T5 U 0 0 1

alakba frhatok, amibdél leolvashato, hogy e teret a megoldasban megadott
hérom vektor kifesziti. |

Az altér fogalma kapcsan tobb elgondolkodtato kérdés is folmeriil:

1. Mitdl fiigg, hogy egy alteret hany vektor feszit ki, és mennyi a lehetd
legkevesebb vektor, mely kifesziti?

2. Hogyan kaphato meg egy alteret kifesz{té minimalis szamua vektor-
halmaz?

3. Az inhomogén egyenletrendszer megoldasai is alteret alkotnak?

E kérdések megvalaszolasahoz a lineéris fliggetlenség fogalmanak mé-

lyebb megértése segit.

Linearis fiiggetlenség és Osszefiiggfség Az 1.10. definicié szerint egy
legalabb kételemii vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha mindegyik vek-
tor fliggetlen a tobbitsl, azaz egyik sem fejezhetd ki a tobbi linearis kom-
binécidjaként, egyetlen vektor pedig linearisan fiiggetlen, ha nem a zé-
rusvektor. Ez nehézkes feltétel, hisz mindegyik vektorra kiilon ellenérizni
kell, ezért egy konnyebben ellenérizhets, de ekvivalens feltételt keresiink.
A haromdimenzids térben lattuk, hogy ha harom vektor fiiggetlen, akkor
a tér barmely vektora egyértelmiien elGall linearis kombinacidjukként. Ez
igaz a nullvektorra is. A nullvektor egyféleképp biztosan elgall: a harom
vektor nullakkal vett linearis kombinaciojaként. Ezt nevezziik a nullvek-
tor trivialis elGallitasanak. Es a fentiek szerint mas elallitasa nincs is, ha
a harom vektor linearisan fliggetlen. Ez az alapja a kiovetkez§ tételnek:
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2.62. TETEL: LINEARIS FUGGETLENSEG. Tetsz6leges R™-beli V =
{v1,Vva,...,vg } vektorrendszerre az aldbbi két allitas ekvivalens:

1. V linedrisan figgetlen, azaz k > 1 esetén egyik vektora sem fejezhetd
ki a tobbi linearis kombinaciéjaként, k& = 1 esetén pedig a vektor
nem a zérusvektor.

2. A zérusvektor csak egyféleképp — a trivialis médon — &ll el§ V' linearis
kombinaciojaként. Méasként fogalmazva, a c1, ca,...,cr skalarokkal
vett linearis kombinacié csak akkor lehet a nullvektor, azaz

c1vi+covo+ ...+ v =0
csak akkor allhat fenn, ha

012022...:Ck:0.

BizoNYITAS. El6szor tegyiik fel, hogy a vektorrendszer csak egyetlen v
vektorbol all. Ekkor a tétel azt allitja, hogy e vektor pontosan akkor
linearis fiiggetlen, azaz pontosan akkor nem a nullvektor, ha a cv = 0 csak
c = 0 esetén allhat fenn. Ez nyilvanvalo, hisz ha v # 0 és ¢ # 0, akkor
cv = 0 sem allhat fenn. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a vektorrendszer
legalabb két vektorbol all.

(<=) Megmutatjuk, hogy ha ¢1vi + cava + ... + ¢ vy = 0 csak ¢; =
¢y = ... = ¢ = 0 esetén allhat fenn, akkor semelyik v; vektor sem
fejezhets ki a tobbi linearis kombinaciojaként (i = 1,2,...,k). Tegyiik
fel indirekt modon, hogy valamelyik vektor — példaul a vy — kifejezhetd
a tobbi linearis kombinacidjaként, azaz

vi =dovo + ... + dp Vi,
vagyis atrendezés utdn
(—1)V1 +dave + ...+ drvi = 0.

Mivel v; egyiitthatoja nem 0, ezért feltevésiinkkel ellentmondasban els-
allitottuk a nullvektort olyan linearis kombinacidként, melyben nem min-
den egyiitthato 0. Ez az ellentmondas bizonyitja az allitast.

(=) Megmutatjuk, hogy ha a vektorrendszer egyik vektora sem &ll
el6 a tobbi linearis kombinaciojaként, akkor a egyediil csak a csupa zérus
egylitthatoju linearis kombinécidja lehet zérusvektor. Ismét indirekt mo-
don bizonyitunk: tegyiik fel, hogy van olyan — nem csupa 0 egyiitthatoja
— linearis kombinécié, mely a nullvektorral egyenld, azaz

c1vi +cavo 4+ ...+ v =0,

de valamelyik egyiitthatd — példaul a ¢; — nem 0. Ekkor vy kifejezhets a
t6bbi vektor linearis kombinécidjaként:

C2 Ck
Vi=——Vy—...— —VL,
C1 C1

ami bizonyitja az allitast. |

Egy vektorrendszert linedrisan dsszefliggének neveziink, ha nem fiig-
getlen, azaz egyelemi vektorrendszer esetén ha az a vektor a zérusvektor,
tobbelemtd vektorrendszer esetén pedig ha van olyan vektora, mely kife-
jezhets a tobbi linearis kombinaciojaként. Az el6zd tétel szerint ez azzal
ekvivalens, hogy a vektorrendszernek van olyan zérusvektort ado linearis
kombinaci6ja, melyben nem mindegyik egyiitthatd zérus.

Egy {aj,as,...,a, } vektorrendszer linearis fiiggetlenségének eldon-
téséhez meg kell oldani az

r1a] + T8 + -+ 18, =0

homogén linearis egyenletrendszert. Ha van nemtrivialis megoldésa, ak-
kor a vektorrendszer linearisan 6sszefliggs, egyébként linearisan fliggetlen.
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2.63. KOVETKEZMENY: HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER ES
A LINEARIS FUGGETLENSEG. Az A = [a; ay ... a,| matrix osz-
lopvektorai pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha az [A|0] matrixa
homogén linearis egyenletrendszernek a trivialison kiviil nincs mas meg-
oldéasa, azaz ha A lépcsds alakjaban minden oszlopban van féelem.

2.64. PELDA: VEKTOROK LINEARIS FUGGETLENSEGE. Mutassuk meg,
hogy a 4-dimenzios (1,2,3,4), (0,1,0,1) és (1,1, 1,0) vektorok linearisan
fliggetlenek.

MEGOLDAS. A vektorokbol képzett matrix és 1épcsss alakja

101 10 1
2 1 1 01 —1
30 1| 7 lo 0o —2|°
41 0 00 0

ami azt mutatja, hogy a homogén linearis egyenletrendszernek csak egyet-
len megoldéasa van, azaz az oszlopvektorok linearisan fliggetlenek. |

Az inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasai Az inhomogén li-
neéris egyenletrendszer megoldasai nem alkotnak alteret. Legegyszertib-
ben ez onnan latszik, hogy a zérusvektor minden altérnek eleme, viszont
egyetlen inhomogén egyenletrendszernek sem megoldasa! Ugyanakkor az
inhomogén lineéris egyenletrendszer és a hozza tartozé homogén egyen-
letrendszer megoldasai kozt egy igen fontos kapcsolat van.

2.65. TETEL: HOMOGEN ES INHOMOGEN EGYENLETRENDSZER MEG-
OLDASAI. Az inhomogén linearis [A|b] méatrixi egyenletrendszer alta-
lanos megoldasa megkaphaté tgy, hogy egy partikularis megoldasahoz
hozzaadjuk a hozza tartozé homogén [A|0] méatrixa egyenletrendszer
altalanos megoldasat.

inhomogén inhomogén egy homogén

altaldnos = partikularis + altaldnos

megoldasa megoldasa megoldasa
Bi1zONYITAS. Legyen x = (21,2, ..,%,) az inhomogén egy partikularis
megoldasa, és jeldlje aj, as,...,a, az A oszlopvektorait, H a homogén,

I az inhomogén egyenletrendszer altaldnos megoldésat. Megmutatjuk,
hogy x + H = I, ahol a bal oldali 6sszeadast elemenként értjiik.

x + H C I: Meg kell mutatnunk, hogy ha x-hez adjuk a H egy tet-
sz6leges y = (y1,Y2,...,Yn) € H elemét, az inhomogén egyenletrendszer
egy megoldasat kapjuk. Valoban, x, illetve y eleget tesz az

air; +asrs + ...+ a,x, = b, illetve
a1yr +asye + ...+ ayy, =0
egyenletnek. Ebbdl

aj(z1 +y1) +az(ze +y1) +... +an(vn +y1) =

(a1:1:1 + ags T2 + ...+ anxn) —+ (a1y1 —+ a2y2 + ...+ anyn) =

b+ 0 = b,
tehat x+y megoldasa az inhomogén egyenletrendszernek, azaz x+y € I.

x+ H D I: Meg kell mutatnunk, hogy ha z az inhomogén egy tetszs-

leges megoldéasa, azaz z € I, akkor talalhat6 olyany € H, hogy z = x+y.
Valoban, az y = z — X megteszi, mert

al(zl — 1‘1) + 82(2’2 — 1‘1) + ...+ an(zn — 1‘1) =

(a121 +agzo + ...t apzy) — (121 + a2 + ... + ayxy,) =

b—-b =0,

azaz z —x € H. Ezzel kész a bizonyitas. |



(a) Egy térbeli egyenes, rajta egy
pont xo jeloléssel
(b) Egy térbeli sik, rajta egy pont xg
jeloléssel

2.10. &bra. (a) Egy héaromismeretle-
nes inhomogén lineéris egyenletrend-
szer megoldashalmaza, ha az Altala-
nos megoldas egyparaméteres; (b) Egy
haromismeretlenes inhomogén linearis
egyenletrendszer megoldashalmaza, ha
az altalanos megoldas kétparaméteres.
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E tétel azt jelenti, hogy ugyan az inhomogén lineéris egyenletrendszer
megoldasainak halmaza nem altér, de egy altér eltoldsdval megkaphato.
Az ilyen halmazokat affin altereknek nevezziik.

E tételt szemléltetik a 2.21. és a 2.23. példak, valamint a kdvetkezs:

2.66. PELDA: INHOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDA-
SAI. Egy négyismeretlenes lineéris egyenletrendszer megoldasat szamito-
géppel probalom ellendrizni, de méas jon ki. A két eredmény:

x 1 1 0 T 2 -2 3
gyl 1 0 1 y| o 1 —9
Jo8 Il B Bt Y Rkl NP R J I DY Bt T It R
w 1 _1 9 w 2 0 1

Felteszem, a szamitogép eredménye j6. De jo-e a sajat szamitasom is?
MEGOLDAS. Els§ ranézésre csak annyi latszik, hogy mindkét megoldés
egy kétdimenzios altér eltoltja. ElGszor megvizsgaljuk, hogy a két al-
tér — vagyis az egyenletrendszer homogén részére adott két megoldas —
egybeesik-e. Elég megmutatni, hogy az egyik altérben benne van a ma-
sikat generalo két vektor. Ha igen, a két altér megegyezik. Ezesetben el
kell dénteni, hogy az inhomogén két partikularis megoldasa az altérnek
ugyanabban az eltoltjaban van-e. Vagy egyszertibben, hogy a két partiku-
laris megoldas kiilonbsége benne van-e az altérben. E kérdéseket egyetlen
méatrix lépcsSs alakra hozasaval is megoldhatjuk. Az elsé két oszlop az
els6, a méasodik két oszlop a méasodik altér generatorait tartalmazza, az
6todik oszlop a két partikularis megoldas kiilonbsége.

1 0] -2 3 1 1 0]-2 3 1
0 1 1 -2| -1 . 0 1 1 -2| -1
-2 -3 1 0 1 0 0 0 0 0
-1 -2 0 1 1 0 0 0 0 0
Az eredménybdl latszik, hogy mindkét megoldés azonos. |

2.5. A megoldasok vizsgalata

E szakaszban az egyenletrendszer megolddsainak jobb megértésére eqyiitt-
hatémdtrizdhoz kapcsolodo altereket és a megolddsok altereit, valamint
ezek kapcsolatdt vizsgdljuk.

Sor- és oszloptér Az A egyiitthatomatrixi egyenletrendszerrsl A-nak
mind a sor-, mind az oszlopvektorai sokat mondanak.

Az oszlopmodell leirasaban a 45. oldalon lattuk, hogy az [A|b] méatri-
x1 egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha b elgall az A oszlop-
vektorainak linearis kombinaciojaként. Masként fogalmazva, az egyenlet-
rendszer pontosan akkor oldhat6 meg, ha b benne van az A oszlopvektorai
altal kifeszitett altérben.

Az A sorvektorai is érdekes tulajdonsiggal rendelkeznek. Egy linea-
ris egyenletrendszer minden egyenletének bal oldala az egyiitthatomatrix
egy sorvektoranak és a megoldasvektornak a skalaris szorzata. Ha az
egyenletrendszer homogén, akkor e skalaris szorzat mindegyike 0, tehat
a megoldasvektor mer6leges az egyiitthatématrix minden sorvektoréra.

2.67. DEFINICIO: SORTER, OSZLOPTER. Egy métrix sorvektorai altal
kifeszitett alteret sortérnek, az oszlopvektorok altal kifeszitett alteret
oszloptérnek nevezziik.

Az m X n-es A matrix sortere R™-nek, oszloptere R™-nek altere. Az A
sorterét S(A)-val, oszlopterét O(A)-val fogjuk jelSlni.
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2.68. PELDA: KIFESZITETT ALTER VEKTORAI. Hatarozzuk meg, hogy
avy = (1,0,1,2), vo = (=1,2,-2,1) és v5 = (1,1,1,1) vektorok altal
kifeszitett altérnek eleme-e az u = (—1, 2, —3, 6) vektor! Ha igen, adjunk
meg egy ezt bizonyité linearis kombinaciot is! Mutassuk meg, hogy a
w = (—1,2,—3,4) vektor nem eleme az altérnek!

MEGOLDAS. Olyan x1, z2, x3 valosokat keresiink, melyekkel x1vy+zovo+
x3v3 = u fennall. Ez egy négy egyenletbdl allo egyenletrendszerrel ekvi-
valens, melynek bévitett matrixa a vy, vo, v3 és u vektorokbol all. Az
egyenletrendszer bévitett matrixat 1épcsds alakra hozva kapjuk, hogy

1 -1 1]-1 1 -1 1]-1
0 2 1| 2 0 1 0| 2
1 =2 1|37 |o o0 1]-2
2 1 1] 6 0 0 0| 0

amibdl (z1, x2, x3) = (3,2, —2).
Ha u helyett w-vel szamolunk, olyan egyenletrendszert kapunk, mely-
nek nincs megoldésa, tehat w valoban nincs benne a megadott altérben.l

2.69. PELDA: VEKTOROKRA MEROLEGES ALTER. Hatarozzuk meg az
osszes olyan vektort R*-ben, mely meréleges a vi = (1,0,1,2) és vy =
(—1,2,-2,1) vektorok mindegyikére!

MEGOLDAS. Olyan x vektort keresiink, melyre vi-x = 0 és vo-x = 0. Ezt
koordinatakkal felirva két egyenletet kapunk, melynek egyiitthatémaéatrixa
és annak egy lépcsds alakja a kévetkezs:

1 0 12:>10 1 2
-1 2 -2 1 0 2 -1 3)

amibgl x = (—s — 2t, (s — 3t)/2, s, t), azaz

-1 -2
o |1/2 —3/2
X =35 1 +t 0 .
0 1
A megoldas tehat két vektor altal kifeszitett altér 6sszes vektora. |

Az el6z6 feladatokban a homogén linearis egyenletrendszer egyiittha-
tomatrixat lépcsds alakra hoztuk. Ebbél az alakbol azonban t6bb minden
leolvashato.

2.70. TETEL: ELEMI SORMUVELETEK HATASA A SOR- ES OSZLOPVEK-
TOROKRA. Elemi sormitiveletek kozben a sortér nem valtozik, az oszlop-
vektorok pedig olyan vektorokba transzformal6dnak, melyek megdrzik
az eredeti lineéris kapcsolatokat.

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy egy matrix sortere nem véltozik az ele-
mi sormiiveletek kdzben. A sorcserére ez nyilvanvald. Legyenek A sor-
vektorai vy, va,..., v, és legyen u a sortér egy tetszéleges vektora, ami
azt jelenti, hogy vannak olyan ci, ca,. .., ¢, skalarok, hogy

u=-cvy+cve+...+cnVm-

Ha egy sort (mondjuk az els6t) beszorozzuk egy d # 0 skalarral, akkor u
az 0j matrix sorterében is benne van, melyet a dvy, va,. .., v,, vektorok
feszitenek ki, hisz

C1

d

Ez azt jelenti, hogy a sortér nem csokken, azaz minden vektor, ami eddig
benne volt a sortérben, benne lesz az 0j matrix sorterében is. A hozzaadas

u (dvi) +cava+ ... + CnVim.
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miiveleténél ugyanezt tapasztaljuk: az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy az els6 sor d-szeresét adjuk a masodik sorhoz. Ekkor az
0j sorteret kifeszits vektorok: vy, vo +dvy,..., vy,. Az u vektor e térben
is benne van, ugyanis egy egyszerii atalakitias utan

u=(c; —cod)vi +ca(va+dvy) + ...+ V.-

Mivel minden sormivelet inverze is egy sormiivelet, az inverz sormtve-
letben sem csokken a sortér, ami csak ugy lehet, ha a sortér az elemi
sormitiveletek sorédn véltozatlan marad.

Megmutatjuk, hogy az elemi sormiiveletek kézben az oszlopvektorok
kozt nem valtoznak a linearis kapcsolatok. Az egyszertiség kedvéért te-
gyiik fel, hogy példaul cvy + dvy = 0. Mivel a skalarral valo szorzas és
a vektorosszeadas is koordinatanként végezhets, kdnnyen lathatd, hogy
sorcsere, egy koordinata nemnulla skalarral valé szorzasa, vagy az i-edik
koordinata konstansszorosanak a j-edikhez adéasa utan is fonn fog allni a
két uj vektor kozt a fenti Osszefiiggés. Tetszbleges szamu vektor lineéris
kombinaciojara az allitas hasonléan adodik. |

2.71. KOVETKEZMENY: MATRIX LEPCSOS ALAKJANAK VEKTORAL
Legyen B az A matrix egy lépcs6s alakja. Ekkor
1. A és B sortere megegyezik,
2. az A oszlopvektorai kozott 1évd linearis kapcsolatok azonosak a B
ugyanolyan sorszamu oszlopai kozti linearis kapcsolatokkal,
3. B nemzérus sorvektorai linearisan fiiggetlenek,
4. a féelemek oszlopvektorai A-ban és B-ben is linearisan fliggetlenek.

B1zoNYITAS. Az els6 két allitas kozvetlen kovetkezménye az el6z6 tétel-
nek.

A harmadik allitds bizonyitasdhoz megmutatjuk, hogy egy lépcsGs
alak egy nemzérus sorvektora nem fejezhetd ki a tobbi sorvektor lineéris
kombinaciojaként. Tekintsiik a lépcsés alak k-adik sorvektorat. Féeleme
legyen a j-edik oszlopban. E f6elem nem allithato el6 a k-nal nagyobb
indext sorok linearis kombinaciéjaval, mert azokban a j-edik koordinéta
0. A k-nal kisebb indexti sorvektorok pedig nem szerepelhetnek a lineéris
kombinacioban, mivel a legkisebb indexii vektor f6elemét a tobbi vektor
nem eliminalhatja, pedig a k-adik sorban azon a helyen 0 all.

Annak bizonyitasa, hogy a f6elemek oszlopai B-ben linearisan fiig-
getlenek, ugyanugy megy, mint a sorvektorok esetén. Innen pedig az
el6z6 tétellel adodik, hogy az ilyen indext oszlopok A-ban is linearisan
fliggetlenek. |

Fontos megjegyezni, hogy mig a 1épcs@s alak sortere megegyezik az
eredeti matrix sorterével, addig az oszloptér az elemi sormitveletek alatt
megvaltozik, tehat a matrix és lépcsss alakjanak oszloptere kiilonbozik!

Bazis Az elemi sormiiveleteket alkalmazva, egy métrix sorterében és
oszlopterében is taldltunk olyan linearisan fliggetlen vektorokat, melyek
kifeszitik az adott teret. Azt mar az 1.9. tételben megmutattuk, hogy a
haromdimenzios tér tetszéleges harom linearisan fiiggetlen vektoranak li-
neéris kombinaciojaként a tér minden vektora elgall. Mas szavakkal ez azt
jelenti, hogy a tér harom linearisan fiiggetlen vektora kifesziti a teret. Az
ilyen vektorharmasokat, melyeket egy koordinatarendszer alapvektorai-
nak vettiink, bazisnak neveztiik. Ezek vezetnek a kdvetkez6 definiciéhoz.

2.72. DEFINICIO: BAzis. Az R™ tér egy alterének bdzisdn vektorok
olyan halmazat értjiik, mely

1. lineérisan fliggetlen vektorokbol all és
2. kifesziti az alteret.

Az e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,0,1) vekto-
rokbél all6 halmazt R™ standard bdzisinak nevezzik.
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2.73. PELDA: ALTER BAZISANAK MEGHATAROZASA. Hatéarozzuk meg
az (1,1,0,-2), (2,3,3,-2), (1,2,3,0) és (1,3,6,2) vektorok altal kifeszi-
tett altér egy bazisat!

MEGOLDAS. Elsd megoldds: A megadott vektorokbol, mint sorvektorok-

bol képzett matrix valamely sorlépcsds alakjanak nemnulla sorai az altér
egy bazisat adjak:

11 0 -2 11 0 -2 11 0 -2
2 3 3 -2 N 01 3 2 N 01 3 2
1 2 3 0 01 3 2 0 0 0 0
1 3 6 2 0 2 6 4 0 00 0

A béazis vektorai (1,1,0,-2), (0,1,3,2).

Masodik megoldds: Ha a bazist az adott vektorokbdl akarjuk kivalasz-
tani, akkor képezziink egy matrixot e vektorokbol, mint oszlopvektorok-
bol. Lépcs6s alakjaban a f6elemek oszlopai linearisan fliggetlen vektorok.
A nekik megfelels oszlopvektorok az eredeti matrixban az oszloptér ba-
zisat alkotjak (1d. a 2.70. tételt és a 2.71. kévetkezmény 4. pontjanak
allitasat).

1 21 1 121 1 121 1
1 3 2 3 01 1 2 01 1 2
0 336/ 10336/ |ooo0o0

92 2 0 2 02 2 4 000 0

Tehat az adott négy vektor koziil az els§ kettd, azaz az (1,1,0,—2) és
(2,3,3,—2) vektorok bazist alkotnak.

Ha a megadott vektorokat mas sorrendben irjuk a matrixba, masik
bazist kaphatunk. |

2.74. PELDA: VEKTOR FELIRASA A BAZISVEKTOROK LINEARIS KOMBI-
NACIOJAKENT. Az el6z6 feladatban megadott négy vektor mindegyikét
fejezziik ki az altaluk kifeszitett altér bazisvektorainak linearis kombiné-
civjaként!

MEGOLDAS. Az el6z6 feladat masodik megoldasaban talaltunk egy bézist
a megadott vektorok koziil. Mivel az oszlopvektorokkal dolgoztunk, a
vektorok kozti linearis kapcsolat leolvashatd barmelyik 1épcesds alakbol:
legkényelmesebben a redukdlt 1épcsds alakbol. Folytatjuk tehat az elézé
példabeli eliminéciés lépéseket:

. (@27)

OO ==
O O NNWw

0
1
0
0

N O ==
N W W N
O W N =
N O W
o O O
SO =N
OO ==
O O N
SO O

A redukalt 1épcsés alakbol latjuk, hogy példaul a harmadik oszlop a
mésodik és az els§ kiilonbsége. Ezek alapjan az eredeti vektoroknak a
bézisvektorok linearis kombinécidiként valo felirasa:

1 1 2 1 1 2
2 1 3 3 1 3
3l =7 ol T 3| 6| =3 ol 72| 3
0 9| =2 2 9 9

Ha a megadott vektorokat més sorrendben irjuk a matrixba, mas
bézisra juthatunk. Példaul

1 1 1 2 1 1
2 0 -2 -3 -1 0
3 0 -6 -9 -3 0
0 0 -4 -6 -2 0

(2.8)

N O W
N O ==
N W W N
OO = O
O Onjwaol=
O ONFI=
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Eszerint bazisvektoroknak vélaszthatjuk az (1,3,6,2) és az (1,1,0,—2)
vektorokat is, a tobbi vektor pedig kifejezhets ezek linearis kombinacio-
jaként:

N O W
+
o |
N O~
SO W N
N -
N O W
N =
N O ==

Vektor egy bazisra vonatkozé koordinatas alakja A koordinatarend-
szer bevezetésénél ugyanazt tettiik, mint itt az el6z6 példaban: minden
vektor elGallithatd egy bézis elemeinek linearis kombinaciojaként, és e
vektor koordinatas alakja erre a béazisra vonatkozoéan a linearis kombiné-
ci6 konstansaibol all.

Egy altérben tobb bazist is vizsgalhatunk, és a vektorok koordinatas
alakjai kiilonb6zhetnek a kiillonb6z6 bazisokban. A félreértések elkeriilé-
sére a bazis jelét a koordinatas alak indexében jeldljiik, azaz a v vektor
koordinatas alakjat az A béazisban [v] 4 jeldli.

Példaul az el6z6 példaban a (2.7) képletbeli redukalt 1épesds alak nem-

zérus soraibol allo
1 0 -1 -3
0 1 1 2

matrix a kovetkezSket mondja. A vi = (1,1,0,-2), vo = (2,3,3,-2),
vy =(1,2,3,0) és vq = (1, 3,6,2) vektorok altal kifeszitett altérnek A =
{wv1, vy} egy bazisa, és ebben a bazisban e négy vektor koordinatai rendre

[Vi]a = [(1)], [Vo]a = m, [V3]a = [_ﬂ, [Vila = {_‘;’}

Hasonloképp a (2.8) képletbeli redukalt lépcsds alak nemzérus soraibol

allo
10 L
RN
2

méatrixbol kiolvashato, hogy a fenti altérnek B = { vy, vy } is bazisa, és
ebben a bazisban a v4, vi, vo, v3 koordinatas alakja rendre

[Va]s = H’ [vils = m’ [vals = [%], [Vals = [ﬂ

Dimenzi6é és rang Az el6z8ekben bazist kerestiink egy altérhez. Azt
tapasztaltuk, hogy a bézis mindig ugyanannyi vektorbol allt. Ez nem
véletlen. Egy kiilondsen fontos tétel kovetkezik.

DGR =

2.75. TETEL: BAZIS-TETEL. Tekintsiik az R™ vektortér egy tetszdle-
ges alterét. Ennek barmely két bazisa azonos szamu vektorbdl &ll.

B1zoNyiTAs. Tegyiik fel, hogy R™-nek van olyan A altere, és annak két
olyan bazisa,

V={vi,va,...,vi }, s W ={wy,wa,..., W, },

melyek nem ugyanannyi vektorbol allnak, azaz példaul k£ < r. Mivel V
bazis A-ban, ezért a W bazis vektorai is kifejezhetdk linearis kombinéci-
oikként, azaz léteznek olyan a;; skalarok, hogy

W; = @;1V1 + Qj2Vy + ... + Qi Vg, (Z:].,,T) (29)



2. FEJEZET. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 79

Mivel a W béazis vektorai linearisan fliggetlenek, ezért a
Wi +cowa + ...+ cw, =0 (2.10)

egyenldség csak a ¢; = ¢o = ... = ¢, = 0 konstansokra all fenn. A (2.9)
egyenlSségeit a (2.10) egyenletbe helyettesitve

ci(a11vi + a12ve + ...+ a1pvi) + c2(a21vi + agave + ... + a2k Vi) +
oot cr(arlvl + Grovo + ...+ arkvk) =0,

aminek V vektorai szerinti rendezése utan kapjuk, hogy

(a1101 + ag1c2 4+ ...+ arlcr)vl + (a1201 + ag2C2 + ... + (ZTQCT)VQ +
oo+ (a1ger + aggea + . ..+ arper) vy = 0.

Ez azt jelenti, hogy a homogén linearis

aiic1 + as1ca + ...+ a6, =0

a12€1 + G22C2 + ... + apoc, =0

a1 + asgco + ...+ arpcr =0

egyenletrendszernek a ¢; = co = ... = ¢ = 0 az egyetlen megoldasa.
Ez viszont a 2.52. tétel szerint nem teljesiilhet, mivel a fenti homogén
egyenletrendszer egyenleteinek szama kisebb ismeretlenjei szamanal (k <
r). Ez az ellentmondés bizonyitja, hogy indirekt feltevésiink helytelen
volt, tehat valéban, egy altér barmely két bézisa azonos szami vektorbol
all. |

Ha a haromdimenzios térben tekintiink egy origén atmend sikot, 1at-
juk, hogy barmely két fliggetlen vektora kifesziti. Azaz minden bézisa
kételemii. Ha egy origon atmend egyenest tekintiink, azt minden nem-
nulla vektora, mint egyelemi bazisa, kifesziti. A hétkoznapi életben is
hasznalt fogalom, a dimenzi6, megegyezik a bézis elemszaméval. Miutan
egy altér minden bézisa azonos elemszamu, értelmes a kovetkezé definicio:

2.76. DEFINICIO: DIMENZIO. Az R™ tér egy A alterének dimenzidjin
egy bazisanak elemszamat értjiik, és e szamot dim A-val jeloljik.

Az R"™ altere sajat maganak, és standard bazisa épp n vektorbol all, igy
dim R™ = n. A nullvektorbol all6 altérben nincsenek fliggetlen vektorok,
igy dimenzidja 0.

Adott véges sok R™-beli vektor altal kifeszitett altér dimenziojat ugy
hatarozhatjuk meg, hogy meghatarozzuk a vektorokboél képzett matrix
rangjat. Igaz ugyanis a kovetkezs allités:

2.77. ALLITAS: DIMENZIO = RANG. Egy matrix rangja, sorterének
dimenzibja és oszlopterének dimenzidja megegyezik. Ebbdl kdvetkezsleg

r(A) =r(AT).

BI1zONYITAS. A matrix rangja megegyezik 1épcsés alakjaban 1évé nem-
zérus sorainak szdméval. A 2.71. tétel szerint viszont e sorok linearisan
fliggetlenek és kifeszitik a sorteret, tehédt bazist alkotnak, igy szamuk
a sortér dimenziojat adja. Az oszloptérrdl lattuk, hogy a féelemeknek
megfelel§ oszlopok az eredeti métrixban linedrisan fliggetlenek és kifeszi-
tik az oszlopteret, tehat e tér dimenzidja is a matrix rangjaval egyezik
meg. Az utolso allitas abbol kévetkezik, hogy A sortere megegyezik A’
oszlopterével. |

2.78. DEFINICIO: VEKTORRENDSZER RANGJA. Egy R™-beli vektorok-
bol all6 vektorrendszer rangjdn a vektorokbdl képzett matrix rangjat,
vagy ami ezzel egyenld, az altaluk kifeszitett altér dimenziojat értjik.
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2.79. PELDA: DIMENZIO KISZAMITASA. Hatarozzuk meg az A métrix
sorterének és nullterének dimenziojat!

33 3 3 3
3 4 5 4 3
A_32123
33 3 3 3

MEGOLDAS. Az A redukalt 1épcsds alakja

10 -1 0 1
01 210
A= 00 000
00 000

Innen leolvashato, hogy a méatrix rangja 2, igy sorterének dimenzidja is
2. A nulltér dimenzioja megegyezik az egyenletrendszer megoldasterének
dimenzidjaval, ami megegyezik a szabad valtozok szaméval, esetiinkben
ez 3. Vegyiik észre, hogy a sortér és a nulltér dimenzidjanak Osszege
megegyezik a valtozok szamaéaval, azaz a matrix oszlopainak szamaval,
jelen példaban 5-tel. |

2.80. TETEL: DIMENZIOTETEL. Barmely A € R™*"™ matrix esetén a
sortér dimenzidjanak és a nulltér dimenziojanak Ssszege n. Képlettel:

dim(S8(A)) + dim(N(A)) = n.

BIzONYITAS. A maétrix sorterének dimenzioja megegyezik a matrix rang-
javal, azaz az [A|0] matrixi egyenletrendszerben a kotott valtozok sza-
méval, mig a nulltér a szabad valtozok szaméaval (1d. 3.41). Ezek Osszege
n. |

Ortogonalis és ortonormalt bazis Segiti az alterek vizsgalatat, ha a
bazisvektorok paronként merdlegesek egymasra, ekkor ugyanis a kiilon-
b6z6 bazisvektorok skalaris szorzata 0. Tovabbi konnyitést jelenthet, ha
a bazisvektorok egységvektorok, mert ekkor egy vektor veliik vett skalaris
szorzata a merGleges vetiilet hosszat adja.

Péaronként meréleges vektorok egy rendszerét ortogondlis rendszer-
nek (roviditése OR) nevezziik. Ortogonalis rendszernek lehetnek 0-vektor
tagjai. Paronként merdleges egységvektorok egy rendszerét ortonormdlt
rendszernek (roviditése ONR) nevezziik. Ortonormalt rendszerben nin-
csenek 0-vektorok. Egy zérusvektort nem tartalmazé OR vagy egy tet-
sz6leges ONR mindig bézisa az altala kifeszitett altérnek. Ezt az altér
ortogondlis bazisinak (OB), illetve ortonormdlt bizisinak (ONB) nevez-
ziik. Ortogonélis bazisbol mindig kaphatunk egy ortonormaltat, ha az
OB minden bazisvektorat elosztjuk a hosszaval. Ezt a vektor normdldsd-
nak nevezziik.

2.81. TETEL: ORTOGONALIS VEKTOROK FUGGETLENSEGE. Ha a null-
vektortol kiillonboz6 ap, as,..., ai vektorok paronként ortogonalisak,
akkor fiiggetlenek is.

BizonyiTAs. Tekintsiik a cia; + - -+ + cxar = 0 egyenletet. Be kell 1at-
nunk, hogy ez csak a ¢; = -+ = ¢, = 0 esetben &ll fénn. Szorozzuk be
az egyenlGség mindkét oldalat az a; vektorral (i = 1,2,..., k). Ekkor a
jobb oldal 0, a bal oldalon pedig egy tag kivételével mindegyik 0-vektor
lesz:

(cra; + -+ + crag) - a; = ga; - a;.

Mivel a; - a; # 0, ezért ¢; = 0, és ez igaz minden i-re. |
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Tudjuk, hogy a haromdimenzios térben barmely v = (z,y, z) vektor
koordinataira igaz, hogy

r=v-i, y=v-j z=v-k

Az is igaz, hogy az i és j altal kifeszitett siknak, azaz az xy-siknak a
v vektorhoz legkiézelebb fekvé pontja, illetve az oda mutato helyvektor
v = (z,y,0), azaz

Vv=(v-)i+(v-j)j

Azt is tudjuk, hogy a v-hez legkbzelebbi pont épp v-nek a sikra vald
merdleges vetiilete.

A fenti Osszefiiggések nem tiinnek hasznosaknak, de mint latni fogjuk,
tetszGleges ONB esetén igen értékesek.

El6szor a merdleges vetiilet és a merdleges Gsszetevd fogalmét defini-
aljuk. Legyen A az R™ egy altere, és v egy R™-beli vektor. Tegyiik fel,
hogy v el6all v = v + v alakban, ahol ¥ egy A-beli vektor, v pedig
merdGleges A minden vektorara. E v vektort a v vektor A-ra valoé me-
réleges vetiiletének, a v vektort pedig v A-ra merdleges dsszetevdjének
nevezzik.

2.82. TETEL: ALTER ORTONORMALT BAZISA. Adva van az R" térben
egy {e1, e, ..., e} ortonormalt rendszer altal kifeszitett A altér, vala-
mint egy v vektor. Az altér v-hez legkozelebb fekvd v pontja megegyezik
v-nek az altérre es6 meréleges vetiiletével, nevezetesen

v=(v-ej)e; + (v-ex)ex + -+ (v-ex)ex (2.11)

E v vektor megadja a v vektor merdleges vetiilet (V) és merdleges Ossze-
tevs (v — V) Osszegére valo felbontasat, ahol vt = v — v. E felbontas
egyértelm.

B1zoNYITAS. Elgszor megmutatjuk, hogy a (2.11) képlet szerinti pont
van legkozelebb v-hez. v és Vv tavolsaganak négyzete

(v—¥)?

Il
~/
<
I
]~
<
o
o
~_—
[\v]

=v? - 2Z(v e;)? + Z(V -e;)?
i=1

i=1
=v? - Z(V ;)2

=1

>
|

v és az altér egy tetszdleges u vektoranak tavolsdgnégyzete:
k
(v—u)?= (v - Z ciei>
i=1
k k
=v? - 2Zci(v-ei) —l—Zc?.
i=1

i=1

2

Ha az utébbibol kivonva az el6bbit pozitiv értéket kapunk, ez azt jelenti,
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hogy valoban v van v-hez legkozelebb:

i=1 i=1 i=1
k k
= Zc? - QZCZ‘<V -e;) + Z(v e;)?
i=1 i=1 i=1
k
= Z(ci —v-e)?>0
i=1

Ebbdl az Osszefliggésbdl az is latszik, hogy az A altér minden vektora
messzebb van v-t6l, mint v.

Belatjuk még, hogy v a v-nek az altérbe es6 merdleges vetiilete. Vila-
gos, hogy v az altérbe esik, hisz az altér bazisaval fejeztiik ki, tehat mar
csak azt kell megmutatni, hogy v = v — v merdleges a bazisvektorok
(és igy az altér vektorainak) mindegyikére.

k
(V—\A/) -ej = <V—Z(v-ei)ei> -ej

=1
=v-e;—(v-e)(e1-ej) = —(v-ep)(ex-e))
:V~ej7v~ej

és ezigaz minden j = 1,2,..., k értékre. Rdadasul azt is latjuk, hogy nem
lenne minden egyiitthato 0, ha v nem egyezne meg a v — v vektorral,
azaz e felbontés egyértelmii. |

Megjegyezziik, hogy még nem tudjuk, hogy egy v vektor mindig
felbonthato-e egy altérre merdleges Gsszetevs és a vetliilet Gsszegére, mert
a fenti tételben feltételeztiik, hogy az altérnek van ortonormaélt bézisa,
de hamarosan bizonyitjuk, hogy ilyen béazis mindig talalhato.

2.83. PELDA: EGY PONT SIKRA VALO MEROLEGES VETULETE. Hata-
rozzuk meg a (3,1,2) pontnak az egymésra merdleges a = 1(2,3,6) és
b= %(3, —6,2) vektorok altal kifeszitett sikra valé meréleges vetiiletét!

MEGOLDAS. Mivel a és b ortonormalt bazisa az altaluk kifeszitett altér-
nek, ezért a v = (3, 1,2) vektornak e sikra esé merdleges vetiilete

)

I

L) EL (12 (33.2) (3
3 -6

Osszehasonlitasul: a standard elemi modszer az a x b iranyvektoru,
(3,1,2) ponton atmend egyenes és a sik metszéspontjanak meghataro-
zésa lenne. |

Gram-Schmidt-ortogonalizacié6 Nagy el6nyckkel jar, ha egy altérnek
nem csak egy bézisidt, hanem egy ortogonalis bazisat ismerjiik. E pa-
ragrafusban megmutatjuk, hogy ilyen bazis létezik, és eljarast adunk
a megkonstrudlasara. Ezt az eljarast Gram—Schmidt-ortogonalizaciénak
nevezzik.
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2.84. TETEL: GRAM-SCHMIDT-ORTOGONALIZACIO. Ha U =
{uy,us,...,u;} egy fiiggetlen vektorrendszer, akkor létezik olyan orto-
gonalis V = {vy,va, ..., vy} vektorrendszer, hogy mindeni = 1,2,...,k
esetén

span(up, Uy, . ..,u;) = span(vy, va, ..., Vv;). (2.12)

Az ortogonalis V rendszerbdl a vektorok normaléasaval kapott
{ Vi V2 Vi }
val” [val ™7 vl

B1zONYITAS. A span(u;) = span(vy) Osszefliggés teljesiil, ha

rendszer ortonormaélt.

Vi = Uuj.

A span(ug, uz) = span(vy, va) teljesiilése érdekében olyan va vektort kell
valasztani, mely az u; és uy sikjaban van, masrészt vo-nek merdlegesnek
kell lennie vi-re. E feltételeket teljesiti az us-nek a vy altal kifeszitett
altérre merdleges Gsszetevije, azaz a

V1> Vi uz-vi
1

Vo=up— (U — | — =up —
( [vil /) |vi] Vi-Vy

vektor. Lathato, hogy e vektor nem lehet a O-vektor, hisz vo = 0 esetén
uy = R2Viy, = Y2Viy, lenne, azaz u; és up nem lenne fliggetlen, ami
Vi1-Vy Vi:Vi

ellentmond annak, hogy U fliggetlen. Az el6z6 képletekbdl lathato, hogy
v1 és vy elGallithato az uy és us lineéris kombinaciojaként, és viszont, igy
span(uy, ug) = span(vy, ve) fonnall. Az eljaras hasonloképp folytathato.
Ha mar megkonstrualtuk v;-t, akkor a 2.82. tétel szerint kiszamoljuk az
u; 1 vektornak az A = span(ﬁ, I\%I’ ceey I\‘;il) altér szerinti merdleges
OsszetevGjét, és ezt valasztjuk v;y1-nek, azaz

U;+1 Vi U;+1 - V2 Wi+1 - Vy

Vit1l = Wit1 — Vi — Vo= m m———V;
vi-vi V2 V3 Vi Vi

Konnyen lathato, hogy v;11 # 0, mert ellenkez§ esetben U nem volna

fiiggetlen, és hogy v;41 kifejezhets az uy, us,..., u;41 vektorok lineéris
kombinaciojaként, és u;41 kifejezhets az vy, va,. .., v;11 vektorok lineéris
kombinaciojaként, tehat a tétel kifeszitett alterekre vonatkozo allités is
fennall. |

2.85. PELDA: GRAM—SCHMIDT-ORTOGONALIZACIO. Keressiink orto-
normalt bazist az (1,1,1,1), (3,—1,3,-1), (6,2,2,—2) vektorok altal ki-
feszitett altérben.

MEGOLDAS. ElGszor keressiink egy ortogonalis bézist:

vi=(1,1,1,1)

(3,-1,3,—1)-(1,1,1,1
(1,1,1,1)- (1,1,1,1)
(6,2,2,-2)-(1,1,1,1)
(1,1,1,1) - (1,1,1,1)
(6,2,2,-2) - (2,-2,2,—2)

- 9 99 _9)=(2.9 9 _9
@229 222> 2> =222

vo=(3,-1,3,—-1) — )(1,1,1,1) =(2,-2,2,-2)

V3 = (632727 72) - (17 ]-7 ]-7 1)

Végiil az ortonormélt bazis:

1111 1 11 1 11 1 1
27°27272)°\2" 2727 2)’\2'2" 27 2

Ko6nnyen igazolhato, hogy a Gram—Schmidt-ortogonalizacié miikodik
nem fliggetlen vektorokbol &llo vektorrendszerre is, annyi valtozassal,
hogy v; = 0 pontosan akkor, ha u; nem fiiggetlen a kisebb indexd vek-
toroktdl, azaz u,; benne van a span(uj, us,...,u;—1) altérben.
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Elemi bazistranszformacié® Az el6z6 paragrafusban azt lattuk, hogy
az elemi sormiveletek eredményeként az eredeti métrix oszlopainak egy
maésik bazisban felirt koordinatés alakjat kapjuk meg. Ezt a paragra-
fust arra szanjuk, hogy a vektortér struktaraja fel6l is megértsiik, mi
torténik akkor, amikor a matrix egy oszlopaban f&elemet (pivotelemet)
valasztunk, és oszlopanak tobbi elemét eliminédljuk. A folyamat lényege
egy kétoszlopos matrixon is jol szemléltethets. Az egyszertiség kedvéért
a két oszlop legyen az a és a b vektor, a bazis, melyben e vektorok meg
vannak adva, legyen a standard bézis. Tegyiik fel, hogy a; # 0. Ekkor

kapjuk.

— - I bl A
a1 bl 0 bl — gal
az by 0 by— . a2
a; bz 1 (%

| Gm bm_ 0 bm — %(Zm

L i |

Tudjuk, az oszlopok az elemi sormitiveletek utan az eredeti vektorokat
adjak egy maésik bazisban. Az a vektor nyilvanvaldéan egy olyan béazis-
ban lett felirva, amelyben szerepel az a vektor is, mégpedig ez az i-edik
bézisvektor. Megmutatjuk, hogy mindkét oszlop az

€1,€2,...,€;1,,€i41,...,€m

bazisban lett felirva. Az a vektorra ez nyilvan igaz. Nézziik a b vektort!
Fejezziik ki az e; vektort az a = aje1+ ...+ a;e; + ...+ ame,, felirasbol:
1 1 1 1

e =——aje] — —a2€y — ...+ —a— ... — —am€m-
i [¢%) a; a;

Ezt behelyettesitjik a b = bje; + ...+ b;e; + ...+ bne,, kifejezésbe:

b = (bl — ﬁal)el + (bg — ﬁa2)€32 + ...+ EE:I-‘,— R (bm — ﬁam)em
a; a; a; a;

Tehat valoban, a b koordinéatas alakja e modositott bazisban épp az, amit
az eredeti matrix eliminédlasa utdn kaptunk a masodik oszlopban. Az
imént targyalt 1épést elemi bazistranszformaciéonak nevezziik, mert egy
masik bazisra vald attérés egy elemi lépésének tekintjiik, amikor egyetlen
bazisvektort cseréliink ki. A torténtek szemléltetésére a matrixot fejléccel
egyiitt egy tablazatba irjuk, a sorok elé az eq,...,e,, bazisvektorok, az
oszlopok f6lé az oszlopvektorok neve kertil.

a b a bb

el al bl el 0 bl - ial
b4

e | as by e [0 bz—taz
e | a b a |1 %

€em Am bm €en 0 bm — %am

Osszefoglalva és egyuttal altalanosabban megfogalmazva a fentieket:
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2.86. TETEL: ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO. Tegyiik fel, hogy az a
vektor E = { ey, ..., e, } bazisra vonatkozo i-edik koordinataja a; # 0.
Ekkor az E altal generalt £ altérnek az

€1,€2;,...,€;-1,3,€j11,...,€np

vektorok is bazisat alkotjak. Az &£ egy tetszoleges b vektoranak koor-
dinatas alakja megkaphaté e bazisban elemi sormiiveletekkel, ha a;-t
valasztjuk fGelemnek.

Az elemi bazistranszformécié alkalmas arra, hogy a béazisok valtozasan
keresztil egy més nézGpontbdl vilagitsa meg a redukalt lépcsés alakra
hozassal megoldhato feladatokat. Példaként vizsgaljuk meg, mi torténik
egy egyenletrendszer megoldasakor. Megjegyezziik, hogy itt nincs sziik-
ség sorcserére, mert egy oszlopbdl szabadon valaszthatunk olyan sort,
amelynek fejlécében még az eredeti béazisvektor szerepel.

2.87. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA ELEMI BAZISTRANSZ-
FORMACIOVAL. Oldjuk meg a 2.20. és a 2.28. példaban megoldott egyen-
letrendszert elemi bazistranszformacioval.

MEGOLDAS. A tablazatokat egybeftizziik, a sorok fejlécein mindig jelez-
ziik az aktualis bazist, az oszlopok fejléceit a jobb érthetség végett min-
dig kiirjuk, a kivalasztott fGelemeket kiilon jeloljiik:

‘ a; Aaz as b ‘ ‘ ‘ aj a9 as b ‘ ‘ ‘ a; a9 as b ‘ ‘ ‘ a; Qag
e 1 1 2 Ofa| 1 1 2 O0fjag| 1 O 3 =b5fa| 1 0 O
e 2 2 3 2|e| 0 0 -1 2|e| 0 0 -1 2i|lex| 0O 0 O
es| 1 3 3 4ie| 0 2 1 4||{es| 0 0 3 —6|az3| 0 0 1
es| 1 2 1 5ife| 0 1 -1 Sijaz| 0 1 -1 5ilaz| 0 1 O

A tablazaton kicsit lehet egyszertsiteni, azt az oszlopot, amelyben mar
csak egy standard egységvektor van, felesleges kiirni, az oszlopok és a
sorok fejléceibe pedig elég csak azt a valtozot irni, amelyik a bazisba vett
oszlopvektorhoz tartozik. Igy a kovetkezot kapjuk:

z y zb| |y =2b|| | 2 bl | b

1 1 2 O0flz| 1 2 0|l =x 3 5|« 1

2 2 3 2 0o -1 2 -1 2 0

1 3 3 4 2 1 4 3 —61z2|-2

1 2 1 5 1 -1 5||ly|—1 5|y 3
Az egyenletrendszer megoldasa tehat x =1, y =3, z = —2. |
Bizonyitasok 2°* Mutassuk meg, hogy a vi,va,...,viy € R™ vektorok
1° Mutassuk meg, hogy tetszéleges H C R™ vektorhalmaz- mindegyikére merd&leges vektorok alteret alkotnak R™-

ra a kovetkez6 két allitas ekvivalens: ben!

1. barmely véges sok H-beli vektor barmely lineéris ge

Linearis fiiggetlenség egy sziikséges és elégséges feltétele.
kombinéciéja H-ban van;

A V vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggetlen,
2. barmely H-beli vektor tetszsleges skalarszorosa, és ha span(V) barmely vektora csak egyféleképp all el V
barmely két H-beli vektor 6sszege H-ban van. lineéris kombinacidjaként.
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2.6. Megoldas iteraciéval

A Gauss-mddszer nagyméretd mdtrizon a sok elemi sormdvelet kdzben
vétett kerekitési, szamdbrdzoldsi hiba folytdn néha rossz eredményre ve-
zet. Az itt targyalandd iterdcios mddszerek kézben az egyiitthatomdtrizon
nem vdltoztatunk, igy a szdmitdsi hibdk sem halmozddnak. Rdaddsul e
mddszerek a ritka mdtrizokat sem ,rontjdk el”, mint a Gauss-mddszer,
mely sok zérust ir folil.

Iterativ médszerek E szakaszban csak olyan egyenletrendszerekkel fog-
lalkozunk, melyek n-ismeretlenesek és n egyenletbdl allnak, tehat melyek
egyltthatoméatrixa négyzetes.

Az iterativ modszerek lényege, hogy olyan

X0y X1yewo 3 Xfyoo-

vektorsorozatot generalunk, mely az adott egyenletrendszer megoldasvek-
torahoz konvergél. Els6 pillanatra meglepének tiinhet egy végtelen soro-
zat generalasaval keresni a megoldast, de mivel szamitasaink eleve csak
véges pontossaguak, gyakran igen kevés 1épésben elérhetjiik a megkivant
pontossagot. Raadasul a kerekitési hibak még novelhetik is a konvergen-
cia sebességét.

A kiindulasi pont — a matematika tobb maés teriiletén is gylimolcs6zé
modszer — a fixpontkeresés. Ennek lényegét egy egyvaltozos fliggvény
példajan mutatjuk be. Legyen f egy minden valos helyen értelmezett
fliggvény, mely barmely két a és b pontot két olyan pontba visz, melyek
tavolsaga a és b tavolsdganak legfoljebb a fele. Képletben:

£ (b) = f(a)|

<
b—al

50) ~ F@)] < 5l —al, aza :
Ez azt jelenti, hogy f Osszes kiilonbségi hanyadosa legfeljebb 1/2. A
sokkal altalanosabban megfogalmazhaté Banach-féle fixpont tétel szerint
ekkor egyetlen olyan z* pont létezik, hogy z* = f(z*), és ez megkaphato
agy, hogy egy tetszGleges xy pontbdl kiindulva képezziik az

Lo, T1 = f(wo), T2 = f(:zcl),..., Trt+1 = f(ivkz)7~-
sorozatot, és vessziik a hatarértékét. Ekkor

Tzt = klirrolo Tp-
A ?7. dbra szemlélteti a fenti allitast. Az 1/2-es szorzo kicserélhetd tet-
sz6leges 0 és 1 kozé es6 konstansra.

A Banach fixponttétel konnyen szemléltethet6 hétkéznapi moédon: kép-
zeljiik el, hogy egy nagyobb gumilapot néhanyan kérbeallva egy kerek
asztal tetején széthtuznak az asztal széléig, majd (most jon a leképezés!)
visszaengedik eredeti allapotaba. Ekkor igaz az, hogy az asztalon ponto-
san egy olyan pont van, mely f6l6tt a gumilap helyben marad. E pont
megkaphat6, ha kivalasztunk az asztalon egy tetszéleges Py pontot, és
megnézzik, hogy a kinyujtott gumilap e folotti pontja Gsszehtizodaskor
hova ugrik, legyen ez a P; pont az asztalon. A kinyudjtott gumilap Py
folotti pontja Gsszehuzodaskor az P, pont f6lé ugrik, stb. Az igy kapott
pontsorozat a fixponthoz konvergal.

Jacobi-iteracié Az el6z6 paragrafusban leirtakat kévetve megprobaljuk
az egyenletrendszert dtrendezni tgy, hogy az x = f(x) alaku legyen, ahol
X jeloli az ismeretlenek vektorat.
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2.88. PELDA: JACOBI-ITERACIO. Oldjuk meg a

dr— y= 2
20 — 5y = —8

egyenletrendszert, majd hozzuk x = f(x) alakra, és egy tetszsleges xq
vektorbol indulva végezziink az xp+1 = f(x)) formulaval iteraciot. Sza-
moljunk 3 tizedes pontossaggal. Hova tart az igy kapott vektorsorozat?

MEGOLDAS. Az egyenletrendszert kikiiszoboléssel megoldva kapjuk, hogy
x = (1,2) az egyetlen megoldas.

Hozzuk az egyenletrendszert x = f(x), azaz |3 ] = f([3]) alakra. Erre
tobb lehetdség is adodik. Ezek koziil talan az a legkézenfekvsbb, hogy az
els6 egyenletbdl az x-et, a masodikbol y-t kifejezziik:

y+2
4
_ 22+38

¥=73

Valasszunk egy x¢ vektort tetszélegesen, legyen pl. xo = (0,0), azaz © =

y = 0. A fenti képletekbe helyettesitve kapjuk, hogy x; = (0127 0—;)—78) =

(0.5,1.6). A tovabbi értékeket egy tablazatban adjuk meg:

Xp X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

z 0 05 09 095 099 0.995 0999 1.000 1.000
y 0 16 1.8 196 198 1.996 1.998 2.000 2.000

E példa esetén tehat a végtelen sorozat konvergensnek mutatkozott, de
a kerekitési hiba folytan véges sok lépés utan megtalalta a konvergencia-
pontot. |

Az altalanos eset hasonloan irhaté le. Tegyiik fel, hogy az

a11x1 + a12X9 + ...+ ALy = b1

a21%1 + Ao9%o + ...+ aonx, = b

Ap1T1 + Ao + ... + GpnTn = by,

egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté és f6atlojanak minden eleme
kiilonbozik 0-tol. A Jacobi-iterdcio menete tehat a kovetkezs. A k-adik
egyenletbdl fejezziik ki az xj valtozot:

1
T1 = 7(b1 — 1272 — ... = A1n—-1Tp—-1 — alnl"n)
a1
1
T2 = *(52 — a2171 — .. = 02 p—-1Tp-1 — a2n$n)
a22
(2.13)
1
Tp = (bn —Ap1T1 — Ap2T2 — ... — Ap n—-1Ln—1 )
ann
Valasszunk az ismeretlenek x = (1, 2, . .., €, ) vektoranak egy xo kezds-

értéket, pl. legyen xg = (0,0,...,0). A (2.13) egyenletrendszer jobb olda-
laba helyettesitsiik be x¢ koordinatéinak értékeét, a bal oldal adja x; koor-
dinatait. Ezt a lépést ismételjiik meg, generalva az xs, X3,. .. vektorokat
addig, mig el nem érjiik a megfelel§ pontosségot.
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Gauss — Seidel-iteracié A Jacobi-iteracio gyorsasagan konnyen javitha-
tunk, ha a (2.13) egy egyenletének jobb oldalaba valo behelyettesités
utan a bal oldalon kapott valtozo értékét azonnal folhasznaljuk, nem vé-
runk vele a ciklus végéig. Ezt a modositott algoritmust nevezziik Gauss —
Seidel-iterdcionak.

2.89. PELDA: (GAUSS— SEIDEL-ITERACIO. Oldjuk meg a

dr— y= 2
20 — 5y = —8

egyenletrendszert Gauss—Seidel-iteracioval.

MEGOLDAS. Itt is, mint a Jacobi-iteracional az

_y+2
4
_ 2z +38
V=75
egyenleteket hasznaljuk, de mig a Jacobi-iteracional xo = (0,0) kez-
déérték utén az x = 012 = %, y = % = % értékek kovetkeztek, a
Gauss — Seidel-iteracional a mésodik egyenletben 0 helyett mar az elsé
egyenletben kiszdmolt x = 5 értéket helyettesitjik, azaz y = 25+8 = 9

A tovabbi értékeket egy tablazatban adjuk meg de gy, hogy Jelezzuk a
kiszamitas sorrendjét:

X0 X1 X2 X3 X4

z 0 05 0.95 0.995 1.000
y 0 1.8 1.98 1.998 2.000

Hasonlitsuk Ossze az eredményt a Jacobi iteracional készitett téablazat-
tal. |

Mindkét iteracio a 2-ismeretlenes esetben jol szemléltethets. A 77. és
a ?7. dbra

Az iteraciok konvergenciaja A fenti példakbol nem latszik, hogy vajon
a Jacobi- és a Gauss —Seidel-iteraciok mindig konvergalnak-e.

2.90. PELDA: DIVERGENS ITERACIO. Oldjuk meg Jacobi- és Gauss—
Seidel-iteracioval a kovetkezs egyenletrendszert:

T—y=2
20—y =5
MEGOLDAS. Alakitsuk at az egyenletrendszert:

r= y-+2
y=2x—05

El6szor probalkozzunk Jacobi-iteracidval:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

z 0 2 -3 1 -9 -1 -21 -5 -45
y 0 -5 -1 -11 -3 -23 -7 -47 -15

Ugy tiinik, nem konvergens a vektorsorozat, mint ahogy nem ttinik annak
a Gauss — Seidel-iteraciéonal sem:
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X0 X1 X2 X3 X4
z 0 2 1 -1 -5 -13
y O -1 -3 -7 -15 -31
A divergencia leolvashato az iteracidkat szemléltetd abrakrol is! |

2.91. DEFINICIO: SORONKENT DOMINANS FOATLOJU MATRIX. Azt
mondjuk, hogy az n x n-es A matrix soronként (szigorian) domindns
féatloval rendelkezik, vagy soronként (szigorian) domindns fédtldji, ha
a f6atlo minden eleme abszolat értékben nagyobb a soraban 1évé tobbi
elem abszolut értékeinek Gsszegénél, azaz képletben

lai1] > lata] + ...+ a1 p—1| +  |a1n]
|a22| > |a21| -+ ... |a27n,1| - |a2n|
lan—1n-1] > |an—11] + |an—1,2| + ... +[an—1,nl

|a,m| > |an1| =F |0,n2| + ...+ |an,n_1|

Hasonlb6an definialhaté az oszloponként dominans f6atloju méatrix is.

2.92. PELDA: SORONKENT DOMINANS FOATLOJU MATRIXOK. Az alabbi
matrixok soronként dominéans fgatlojaak:

1 .25 .25 .25

2 1 -0 12 2.0 0 25 1 .25 .25
0 1|’ 110 =3, 10 =3 01, 25 25 1 .25
-1 =2 10 0 0 -5 ' : '

25 .25 25 1

Az aldbbi matrixok nem soronként dominans f6atlojuak, de sorcserékkel
azzé tehetsk:

25 .25 25 1

0 1 -1 =210 0 =3 0 1 25 25 .25
2 1| 10120, 10000 =5, 25 25 1 .25
1 10 -3 2 0 0 ' : '

25 1 .25 25

Az alabbi egyenletrendszer egyiitthatématrixa soronként dominans féat-
loju:

dr— y= 11

2x — by = —17

2.93. TETEL: ELEGSEGES FELTETEL AZ ITERACIOK KONVERGENCIA-
JARA. Ha az n egyenletbdl allo6 n-ismeretlenes egyenletrendszer egytitt-
hatomatrixa soronként dominéns f64tloja, akkor barmely indul6vektor
esetén a Jacobi- és a Gauss—Seidel-iteracio is konvergens.

E tételt nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a tételbeli feltétel nem
sziikséges, csak elégséges, azaz olyan egyenletrendszeren is konvergens
lehet valamelyik iteraci6, melynek nem dominéns {6atloju az egyiittha-
toméatrixa. Hasonlo tétel igaz oszloponként dominans f6atloju egyiittha-
tomatrixok esetén is.

A dominans f6atloju matrixokon a Gauss—Seidel-iteracié sosem las-
sabb, mint a Jacobi-iteracio, s6t, gyakran érezhetGen gyorsabb. Az vi-
szont el6fordulhat, hogy a Gauss— Seidel-iteracié divergens, mig a Jacobi-
iteracio konvergens (1d. 2.6.2. feladat).

A gyakorlatban ezeknek az iterdcioknak kiilonb6z6, hatékonyabb javi-
tasait hasznaljak. E téméban az olvasé figyelmébe ajanljuk a ,numerikus
modszerek” témaban irt konyveket, web-oldalakat.
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Jacobi-iteracio
1° Oldjuk meg a
dr— y= 8
2x — by = -5
egyenletrendszert Jacobi-iteracioval!
majd 4 értékes jegyre!

Szamoljunk 3,

Legyen xo = (0,0). Az iteraci6 képletei:
R + 8 2z 45
T YT
Az iteracio lépéseinek tablazata 3 értékes jeggyel szamolva:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6
z 0 2 225 245 248 250 250
y O 1 180 1.90 1.98 1.99 2.00

Az iteracio lépéseinek tablazata 4 értékes jeggyel szamolva:

1. Egy tablazatban megadjuk mindkét vonat tavolsa-
gat az indulési helylikt6l km-ben mérve azokban
a pillanatokban, amikor a légy épp a B vonattal

talalkozik.

(zo,y0) (z1,91) (72,92) (23,¥s3)
x: tavolsag A-tol 0 40 48 49.6
y: tavolsag B-t6l 0 80 96 99.2

Szamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopat!

2. Milyen messze van A varos B-t6l, ha a légy sebes-
sége 200 km /h?

3. Most egy masik tdblazatban megadjuk annak a vo-
natnak a tavolsdgat az indulasi helyétsl, amelyik
épp talalkozik a léggyel:

Yo X1 Y1 T2 Y2 T3 Y3

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 x: tavolsdg A-t6l 30 46 49.2
x 0 2 225 245 2475 2495 2498 2500 2.5 y: tavolsag B-t6l 0 80 96 99.2
y 0 1 1.80 190 1.980 1.990 1.998 1.999 2.0

Vegyes feladatok

2" Jacobi-iteracio konvergal, Gauss—Seidel-iteracié nem.
Irjunk programot annak az allitisnak az ellendrzésére,
hogy a

T + z2=0
—x +5/6y =0
r+ 2y—3z=1

egyenletrendszeren a Jacobi-iterdcié konvergal, a

Gauss — Seidel-iteracié nem.

3° Gauss-eliminacié dominans f6atléji matrixon. Bizonyit-
suk be, hogy ha az A matrix {6atloja soronként domi-
néns, akkor végrehajthaté rajta a féelemkivalasztésos
Gauss-eliminaci6 sorcsere nélkiil!

4° Az iteraciok szemléltetése. A A varosbol elindul egy A
jelid vonat a B véaros felé, vele egyidében a B varosbol
egy B jeli A fele. A B vonat indulésaval egyidében a
B vonat orrarol elindul egy légy is A felé, de amint ta-
lalkozik az A vonattal megfordul, és addig repiil, mig a
B vonattal nem talalkozik, amikor ismét megfordul, stb.
Mindharmuk sebessége konstans, de a légy sebessége na-
gyobb mindkét vonaténal.

Széamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopat!

4. Milyen messze van A varos B-t6l, ha a légy sebes-
sége 200 km /h?

5. Mi koze van e feladatnak a Jacobi- és a Gauss—
Seidel-iteraciohoz?

A Jacobi-iteraci6 szerinti moédon, a vonatok valamelyikének
és a légynek a k-adik talalkozasabol kiszamitva a k + 1-
edik talalkozasra jellemz§ tavolsagokat, az zr1 = ayr + b,
Yk+1 = cyi +d egyenletekre jutunk. Az els6 tablazat adatait
behelyettesitve, és a, b, ¢ és d értékre megoldva az

Projektfeladatok

5° Intervallum aritmetika.

6" Lemez hdeloszlasanak kozelitese. Képzeljiink el egy le-
mezt, melynek bizonyos pontokban — mondjuk egy kép-
zeletben a lemezre rajzolt récs pontjaiban — ismerjiik
kezdeti héeloszlasat. Tegyiik fel, hogy a lemez hatéarolo
éleit alland6 hémérsékleten tartjuk. A feladat: megha-
tarozni, hogy hogyan valtozik meg a lemez h&eloszlasa?
29922222277777
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A kovetkezd példaban az elektromos aramkordket, mint folyamokat
vizsgaljuk. Egyszeri fizikai magyarazata van annak, hogy a csomoéponti
torvény az elektromos aramkorokre is fonnall. Szokas e torvényt Kir-
choff I. térvényének is nevezni. A tovabbiakhoz folelevenitjiik Kirchhoff
torvényeit, és az Ohm-térvényt.

KIRCHHOFF I. TORVENYE (CSOMOPONTI TORVENY). Egy elektromos
aramkor barmely elagazasi pontjaban a befolyé dramok Osszege meg-
egyezik az onnan elfoly6é aramok Gsszegével.

KIRCHHOFF II. TORVENYE (HUROKTORVENY). Béarmely zart aram-
hurokban a hurok valamely iranyitasara nézve elGjeles részfesziiltségek
Osszege zérus.

OHM-TORVENY. Valamely vezetében az elektromos dram erdssége (1)
egyenesen aranyos a vezeték két vége kozti elektromos potencialkiilonb-
séggel (U), azaz e két mennyiség hanyadosa konstans. Ez az anyagra
jellemzd ellenallas. Képletben:

U
R_T'

Kémiai reakciok egyensilyi egyenlete Egy zart rendszerben végbeme-
né kémiai reakcidk soran a rendszerben 1évS kémiai alkotéelemek mennyi-
sége nem valtozik. Igy felirhato mindig egy olyan egyenlet — ezt nevezziik
reakcid egyenletnek, melynek bal oldalan a reakciok elején jelen 1évs ve-
gyiiletek, jobb oldalan az eredményiil kapott vegyiiletek szerepelnek olyan
egyiitthatokkal megszorozva, melyek a vegyiiletek mennyiségét fejezik ki.

2.94. PELDA: REAKCIO EGYENLET. A hidrogén-peroxid (H20O2) bom-
lékony anyag, mely vizre (HpO) és oxigénre (Og) bomlik. Keressiik
meg azokat a legkisebb x1, xo és w3 pozitiv egész szamokat, melyek
leirjak a reakcioban résztvevs vegyliletek mennyiségét, azaz keressiik a
r1H309 = 25H20 4 2305 egyenletben szerepls ismeretlenek legkisebb
pozitiv egész megoldasait.

MEGOLDAS. A hidrogén (H) és oxigén (O) atomok mennyisége a reakcid
egyenlet mindkét oldalan megegyezik, ami két egyenletet ad:

H: 2.@1 = 2$2

O: 2x9= x9+ 213

Egy oldalra rendezziik a valtozokat:

H: 2%1—2.%2 =0

(2.14)
O: To — 223 =0

majd megoldjuk e homogén lineéris egyenletrendszert:
2 -2 0 N 1 -1 0 N 1 0 -2
0o 1 =2 0 1 =2 0 1 -—-2|°

Igy x3 = s valasztassal a megoldas o = 2s, 21 = 2s, azaz (21,72, 23) =
(2s,2s,s). A legkisebb pozitiv egész megoldast s = 1 adja: 2Hy09 =
QHQO + 02. |

Egy kémiai reakcio egyenletének az anyagmennyiségre vonatkozd meg-
maradési elv mellett az elektromos toltés megmaradasat is ki kell fejez-
nie. Ha a reakcidegyenletben toltések is szerepelnek, ezekre is folirhatod
egy egyenlet.



Sztéchiometria: a kémiai reakcidk so-
ran tapasztalhatoé tomeg- és térfogat-
viszonyok torvényszertiségeivel foglal-
kozik (az alapanyag és mérték jelenté-
st gbrog sztoicheidén és metron szavak-
bol).
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A fenti egyenletrendszer egyiitthatématrixahoz hasonléan szokas ké-
miai reakcio(k) formulamdtrizdt vagy atommdtrizdt megkonstrualni. Eb-
ben a sorok a kémiai elemeknek, illetve egy sor a toltéseknek, az oszlopok
a vegylileteknek felelnek meg. Pl. az el6z6 egyenletben szerepls vegyiile-
tekhez tartozo formulamatrix:

Hy02 Hy0 Oo
H 2 2 0
(@) 2 1 2

Ha t6bb reakcio is lezajlik egy folyamatban, az Gsszes a folyamatban
szerepls vegyiiletre folirhato egy atommatrix. Ennek rangja hozzasegit
a folyamatban jatszodo fiiggetlen reakciok szaméanak meghatarozasahoz
(??7. oldal). A formulamatrix arra is alkalmas, hogy segitségével reakcio
egyenleteket irjunk fel.

Ha mar ismerjiik egy folyamatban lejatszodé reakciokat, a koztiik 1é-
v6 linearis kapcsolatot a sztéchiometriai mdtriz segitségével irhatjuk le.
Ennek minden oszlopa egy reakciéhoz, minden sora egy, a reakciékban
szerepl6 valamelyik vegyiilethez tartozik. Az i-edik sorban, j-edik osz-
lopban all6 szam a O-ra rendezett j-edik reakcié egyenletben az i-edik
vegylilet mennyisége. A szokas az, hogy az egyenlet bal oldalan szerepld
egylitthatokatat szorozzuk —1-gyel.

2.95. PELDA: FORMULAMATRIX, SZTOCHIOMETRIAI MATRIX. A szén-

(1) HoCO3 =HCO; +HT

(2) HCO; = CO;™ +H*
Irjuk fel e reakci6 formula matrixat és sztochiometriai matrixat! Haté-
rozzuk meg mindketts rangjat!

MEGOLDAS. A formulaméatrix

H,CO3 HCO; Ht CO3~

H: 2 1 1 0
C: 1 1 0 1
O: 3 3 0 3
q: 0 -1 1 —2

Ennek utolsé sora a toltések szaméat mutatja, melyet g-val jeloltiink. Re-
dukalt 1épcsds alakja:

10 1 -1
01 -1 2
0o 0 o0}’
00 0 O

V@ Lo

H,CO3 -1 0 01

HCO; 1 —1 redukalt lépcsss alakja

HT 1 1 00
0 0

co:~ 0 1

Rangja ennek is 2. |
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2.96. PELDA: BRUTTO REAKCIO. Egy tobb reakciobol allo folyamatban
az alabbi brutté reakciot mérték:

5BrO; + 2H' = Bry + 3BrO; + H,0O

E reakciéban a kovetkezd elemi reakciok mehetnek végbe:

(1) BrO; + HBrO; = BrO; + BrOH
(2) BrO; + H' = HBrO,

(3) BrO; + Hy0, = BrO3; + H,O
(4) 2BrOH = Bro, + H>O

Melyik elemi reakcionak hanyszor kell végbemennie a brutté reakcioban?

MEGOLDAS. Irjuk fel az elemi reakciok sztochometriai matrixat elgszor
fejlécekkel, majd anélkiil. Jeldlje e matrixot A:

L @ 6 @ " 1 o

_ 0
BrO, -1 -1 -1 0
HfY 0 -1 0 0 0 -~ 00
0o 0 0 1
Br, 0 0 0 1 L o0 1 o
Brog 1 0 1 0 A=|, o |
H,O 0 0 1 0 11 0 o
HBrO; -1 1 0 0 L0 0 9
BrOH 1 0 0 -2 0 0 -1 o
H50, 0 0o -1 1 L J

Majd irjuk fel a brutt6 reakciéra ugyanezeket. Az oszlopmatrixot, mint
vektort jelolje b:

bruttd —

BrO, -5 :;
Ht —2 1
BI’2 1 3

BrOj 3 b= 1

H>0 1 0
HBI“OQ 0 0
BrOH 0 0
H>0- 0 - -

A feladat tehat az, hogy allitsuk el6 ez utobbi oszlopvektort az elébbi
métrix oszlopainak lineéaris kombinéacidjaként! Ez pontosan azt jelenti,
hogy oldjuk meg az A egyiitthatéju és b jobb oldald egyenletrendszert.
A bévitett matrix redukalt 1épcsés alakja:

1000 2
0100 2
0010 1
000 1 1
000 0 0]’
0000 0
0000 0
00 0 0 0

ahonnan a megoldas (2,2,1,1), azaz 2a; + 2a; + ag + a4 = b. A fel-
adat nyelvén: az els6 és masodik reakcio kétszer, a harmadik és negyedik
reakci6 egyszer hajtodik végre a brutto reakcié soran. |

E paragrafus anyaga részben a [?potagy, 7CRS| mtvekre épiil, ame-
lyekben tovabbi ismeretek és feladatok talalhatoak.
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Kifesto
Véges linearis 777

Kémiai reakcié egyenletek

7° zHC1O4 + yP4010 = uH3PO4 4+ vCl2 07
2CasP2 + yH20 = uPH3 4+ vCa(OH)a.

(z,y,u,v) = (12,1,4,6).
(’T7y7u7v) = (176737 2)’
27729929222999992999

Az egyszeriliség kedvéért jeloljon Xp, Xo,... kiilonbozs ké-
miai vegyiileteket, Zi, Z1,... reakcidéegyenleteket. Példaul
tekintsiik a kovetkezs képzeletbeli rendszert:

Z1 : 21}1 — 2%2 = 0
ZQI I2—2I3:0Z3 :x2—2m3:0
Yo ddddddddddddad



3. fejezet

Matrixok

Az el6z6 fejezetben a matrixokat csak egyszert jelolésnek tekintettiik,
mely az egyenletrendszer egyiitthatéinak tarolasara, és az egyenletrend-
szer megoldasa kozbeni szamitasok egyszeriisitésére valo. E fejezetben
el6szor a szamok kozti miiveleteket kiterjesztjiik szamtablazatokra, majd
ezeket atiiltetjliik matrixokra, és megvizsgaljuk algebrai tulajdonsagaikat.
E miiveletek segitségével ujra vizsgaljuk az egyenletrendszerek megold-
hatosaganak és a megoldasok kiszamitasanak kérdését. Végiil megvizs-
galunk tobb érdekes alkalmazast.

3.1. Bevezetés: miiveletek tablazatokkal

A wvalds szdmok kézti miveletek természetes madon kiterjeszthetdk tabld-
zatok kézti miveletekre.

Tablazatok Téblazatokkal nap, mint nap talalkozunk. Fogalméat nem
fogjuk precizen definialni. Szamszert adatok attekinthetd Gsszefoglalasé-
ra vald. Hasznalatuk kikeriilhetetlen a legegyszertibb gazdasagi adatok
kezelésében, igy minden irodai szoftvercsomag tartalmaz tablazatkezelst,
de a gazdasidgtudomanyi, mérnoki vagy természettudomanyos kozlemé-
nyekben is nélkiil6zhetetlen eszkoz.

E fejezetben olyan téablazatokkal fogunk foglalkozni, melyekben a tég-
lalap alakban, sorokba és oszlopokba elrendezett szamok minden sora
el6tt, és minden oszlopa folott van egy fejléc, melyben az adott sor, il-
letve oszlop adatait jellemz6 valamely informécié all. A maéatixra tehat
gy is tekinthetiink, mint amelyet egy olyan absztrakcié soran kapunk a
tablazatbol, melyben azt megfosztjuk fejléceitdl, az adatokbol pedig csak
a szamokat rizziik meg, azok jelentésétsl, mértékegységétdl eltekintiink.

Tablazatok Gsszeadasa A kerti asztalon 3 alma van. Réesik a féarol
még 2 alma. Az almék szaméanak meghatarozasahoz az Osszeadés miive-
letét hasznaljuk. Az asztalon vendégséghez megteritve két gyiimolcskosar
van, benniik z6ld és piros alma és sz6l6. Szamukat két tabldzatban fog-
lalhatjuk Gssze. Miutan az egyik koséar tartalmat a mésikba ontottiik, a
gyiimolesok szaméat konnyen kiszamoljuk a két tablazatbol. Példaul:

z0ld piros z6ld piros z6ld piros

(db) (db) N (db) (db) (db) (db)
alma 3 2 alma 2 2 B alma 5 4
sz0616 2 1 sz0l16 0 1 sz016 2 2

95
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Azonos meéretti, azonos fejlécii tablazatok Gsszeadasanak egy lehetséges
modja az, ha az azonos pozicidiban 1évE elemek Gsszeadéasaval képezziik
az Osszeget.

Tablazat szorzasa szammal Az asztalon 2 alma van. Ha szamukat
megharomszorozzuk, Gsszeszorzunk egy mértékegység nélkiili szamot (3)
egy mértékegységgel rendelkezovel (2 darab). Ezt megtehetjiik egy kosar
egész tartalmaval is:

zold piros zold piros
5 (db)  (db) (db)  (db)
alma 3 2 "~ alma 9 6
sz616 2 1 sz016 6 3

Tablazatok szorzasa Egy adag (e példaban a tovabbiakban mindig 10
dkg) alma energiatartalma 30kcal. Mennyi 5 adag energiatartalma. A
valaszt ismét szorzassal kapjuk meg, de most mindkét mennyiség mér-
tékegységgel is rendelkezik:

keal
A 150 keal.
adag

5adag - 30

T6bb gylimélesbdl (alma, banan, narancs) tobbféle (A, B, C) gyiimolcssa-
latat készitiink, és a szénhidrat- és energiatartalmukat szeretnénk Ossze-
hasonlitani. Két tablazatot készitiink, egyikbe a gylimolcssalatak Ossze-
tételét, a masikba az OsszetevSk szénhidrat- és energiatartalmat irjuk.
Mindkét tablazatban a sorokba keriilnek azok a tételek, melyek Osszeté-
telét /Osszetevdit részletezziik, az oszlopokba pedig az Gsszetevik.

Alma Banan Narancs Szénhidrat Energia
(adag) (adag) (adag) (g/adag) (kcal/adag)

A 5 1 4 Alma 7 30
B 4 4 2 Banan 24 105
C 4 2 4 Narancs 8 40

Els6 pillanatban furcsanak tiing szamitasokat kell végezniink, ha meg
akarjuk tudni az A salata energiatartalmat:
kecal kcal

keal
5adag - 30 = 1adag - 105 oy 4 adag - 40
adag adag adag

= 415 kcal,

vagyis az els6 tablazat egy soranak és a mésodik tablazat egy oszlopanak
kellett a skalaris szorzatat venni. Végezziik el e szamitasokat mindharom
gylimolcssalata szénhidrat és energiatartalmara is, és az eredményt ismét
egy olyan tablazatba tegyiik, melynek soraiba a részletezendd tételek (A,
B, C salata), oszlopaiba a tartalmi dsszetevsk (szénhidrat-, energiatarta-
lom) keriiljenek.

Szénhidrat  Energia

(g)  (keal)
A 91 415
B 140 620
C 108 490

Az attekinthetség kedvéért a két Osszeszorzandd maéatrixot és az ered-
ményt ugy helyezziik el, hogy az elvégzett miiveletek jobban kévethetGek
legyenek. Az A salata energiatartalméat kiemeljiik:
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Szénhidrat Energia

(g/adag) (kcal/adag)

Alma 7 30

Banan 24 105

Narancs 8 40

Alma Banan Narancs Szénhidrat Energia
(adag) (adag)  (adag) (s) (keal)
A 5 1 4 A 91 415
B 4 4 2 B 140 620
C 4 2 4 C 108 490

Erdemes megfigyelni, hogy ha csak az A és C gyiimolcssalatakra va-
gyunk kivancsiak, elég az els§ tablazat és a végeredmény masodik sorat
elhagyni, hasonloképp ha csak az energiatartalmat figyeljik, elég a ma-
sodik tablazat és a végeredmény masodik oszlopat megtartani. Az is
latszik, hogy az els6 tablazat oszlopainak és a masodik tablazat sorainak
szdma megegyezik. Altaldban az igaz, hogy (a fejléceket nem szamolva)
egy m X m-es tablazat csak olyan p x k-as tablazattal szorozhato Gssze,
ahol p = n, és az eredmény m x k-as lesz.

Linearis helyettesités A linearis algebra alapvets fogalmai megfogal-
maghatoéak a linearis helyettesités nyelvén.

3.1. DEFINICIO: LINEARIS HELYETTESITES. Linearis helyettesitésrol
akkor beszéliink, ha valtozok egy halmazat més valtozok konstansszo-
rosainak Osszegeként allitjuk el§, azaz véaltozokat méas valtozok lineéris
kifejezéseivel helyettesitiink.

Példaul
u=x+ y+ 2 r= 0.25p—0.12¢q
h=f+g, v= —9y+2z é s=-045p+2.11q
w = 3z t= — 0.39¢q

harom linearis helyettesités. Tekintsiik a kovetkez§ két linearis helyette-
sitést:

a=5x+ y+4z r= Ts+ 30k
b=4x+4y+2z és y=24s+ 105k (3.1)
c=4x+2y+4z z= 8s+ 40k

Egy néhany sor erejéig a lineéris helyettesitést is tablazatokkal irjuk le.
Az el6z6 két linearis helyettesités tablazatba foglalva:

3.2. PELDA: LINEARIS HELYETTESITESEK KOMPOZICIOJA. Tekintsiik
a (3.1)-ben megadott két linearis helyettesitést! Az els6 majd a masodik
helyettesités egymés utdn valo elvégzése — mas szdéval kompozicidja —
milyen helyettesitéssel egyenértékii, és az linearis-e?

MEGOLDAS. Az a = bx + y + 4z kifejezésben helyettesitsiik z, y és z
helyébe a méasodik linearis helyettesités szerinti kifejezéseket, azaz

a =5z +y+4z = 5(7s 4 30k) + (245 + 105k) + 4(8s + 40k) = 91s + 415k.
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Emeljiik ki pl. k egytitthatéjanak kiszamitasat:

5-30+1-105+4-40 = 415.

Mint latjuk ez az els6 helyettesités tablazata els6 soranak és masodik
tablazat masodik oszlopanak skalaris szorzata. Hasonl6 modon b és c is
kifejezhets s és k segitségével, igy kapjuk, hogy a két linearis helyettesités
egymasutanja ekvivalens a

91s + 415k
b = 140s + 620k
c = 108s + 490k

a =

helyettesitéssel. Ez linearis, hisz a szamolas kdzben linearis kifejezéseket
csak konstanssal szoroztunk, és ezeket adtuk Gssze. Ennek a helyettesi-
tésnek a tablazata

vagyis azt kaptuk, hogy a lineéris helyettesitések kompozicidjanak tabla-
zataik szorzata felel meg. |

1°* Anti, Bori, Cili almét, banant és citromot vesz a pia-
con, a hipermarketben vagy a csarnokban. Ha csak az
ar szamit, melyikiik hol véasaroljon?

alma (kg) banan (kg) citrom (kg)
Anti 2 2 1
Bori 3 2 0.5
Cili 2 1 1
csarnok (Ft) hipermarket (Ft) piac (Ft)
alma 180 100 130
banan 390 420 360
citrom 210 210 230
A két tablazat szorzata:
csarnok  hipermarket  piac

Bori 1425 1245 1225
Cili 960 830 850

rinak a piacon, Cilinek a hipermarketben érdemes vasarol-
nia.

2° Egy f(z,y) kifejezésben elvégezziik az
r=2a+b
y=3a+b
helyettesitést, majd az igy kapott f(2a + b, 3a + b) kife-
jezésben az
a=-—-3s+1
b= 4s—t
helyettesitést. Szamitsuk ki a két helyettesités kom-

poziciojat a helyettesitések végrehajtésaval, és a nekik
megfelel6 tablazatok szorzésaval is, azaz irjuk fel azt a

ekvivalens!

A két helyettesitést elvégezve:

r=2a+b=2(—3s+1)+ (4s —t) = —2s + t,
y=3a+b=3(—3s+1t)+ (4s —t) = —bs + 2t.

A két helyettesités kompozicidja a két helyettesités tablaza-
tanak szorzataval megkaphato:

‘ a b ‘ s t ‘ s t
x |2 1 X a| -3 1=z |-2 1
y |3 1 b 4 -1 y| =5 2

3°* Tegylik fel, hogy egy kifejezésben elvégezziik a kovetkezs
helyettesitést:

T =2a+b+ 6¢
y=4a+b+7c
z=3a+ b+ 6¢

majd azt kdvetSen a kovetkezd helyettesitést:

—s + u
b= —3s—6t+ 10u
c= s+ t— 2u

Hogyan szamithatjuk ki a két helyettesités kompozicio-
jat? Irjuk fel azt a helyettesitést, mely e két helyettesités

A két helyettesités kompozicioja a két helyettesités tabla-
zatanak szorzataval megkaphat6. E szorzatboél az olvashato
le, hogy a kompozicioval kapott helyettesités: x = s, y = t,
z = u. Ez azt jelenti, hogy a két helyettesités valamilyen
értelemben egymas inverze.



A programnyelvekben — ellentétben a
matematikaval — a kisbettivel /nagybe-
ttivel valo jel6lésnek nincs a matrixot
az elemétsl valo megkiilonboztets sze-
repe. A legtébb magasszintd nyelv-
ben az A-val jelolt matrix (informati-
kai szohasznalattal tomb) i-edik sora-
nak j-edik elemét A[i,j] vagy A(d,])
jeloli. Az alacsonyabb szinti C-tipusa
nyelvekben nincs 2-dimenziés tomb, a
matrixot egy olyan 1-dimenziés tomb
reprezentalja, melynek minden eleme
1-dimenzi6s témb, igy A[i] az i-edik
sort, A[i] [j] az i-edik sor j-edik ele-
mét jeloli. A matrix alapi nyelvekben
egy métrix egy sorvektora vagy oszlop-
vektora konnyen kiemelhetd, pl. az A
matrix 2. sorat az A(2,:), 3. oszlopat
a A(:,3) koddal érhetjiik el.
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3.2. Matrixmiiveletek

A madtrizmiveletek definidldsa a tabldzatok miveletei alapjdan magdtdl ér-
tetddd.

Alapfogalmak, jeldlések Az eddigiek alapjan megfogalmazhatjuk: az
m sorba és n oszlopba rendezett mn darab szam rendszerét m x n-tipusu
madtriznak nevezziik. A méatrixban szerepld szamokat a méatrix elemeinek
nevezziik. E megfogalmazas még mindig nem tekinthets preciz definicié-
nak, mert nincs tisztazva, mik is azok a szdmok, amik egy métrix elemei
lehetnek. Egyel6re tekintsiik ugy, hogy mindig egy algebrailag jol defi-
niadlhato szamhalmaz elemeit irhatjuk egy métrixba, ennek megfelelGen
fogunk egész elemt, racionéalis elemt vagy valos elem, illetve az egész szé-
mok, a racionalisok, a valésok f6lott definialt matrixrol beszélni. Késébb
ezt is tagitani fogjuk, pl. vizsgalni fogunk szamértéket ado fliggvényekbdl
4ll6 matrixokat.

A matematikaban elterjedt az a szokés, hogy a maéatrixot jelolé nagy
bettivel azonos kis betiik jelolik a méatrix elemeit, tehat A elemei aqq,
ais. ... Az m x n-tipusia

air a2 A1in

a1 a22 e agn
A =

am1 Am2 oo Qmn

matrixra szokis még a tomorebb
A = [Gijlmxn vagy egyszeriien az A = [a;]

jelolést hasznalni.

Mindig az els6 index jeldli a sor, a masodik az oszlop szamat, tehat ass
a 2-dik sor 3-adik oszlop keresztez6désében allo elemet jeloli. Idénként, a
félreérthetdség elkeriilésére a;; helyett a; ;-t irunk (pl. ap p—1). Altalaban
a; jeloli az A matrix j-edik oszlopvektorat, ha csak oszlopvektorokkal
dolgozunk. Ha sor- és oszlopvektorok is egyiitt szerepelnek, az i-edik
sorvektort a;., a j-edik oszlopvektort a,; jeloli dsszhangban az elemek
indexelésével. Ehhez hasonl6 jelolést hasznalnak a matrix alapt nyelvek is
(1d. a széljegyzetet). Az A matrix i-edik sorara az (A);., j-edik oszlopara
az (A),j, elemére az (A);; jelolés is hasznélatos.

3.3. PELDA: MATRIXOK ES ELEMEIK. Legyen
1 2 3
C=1|4 5 7
6 8 9

Ekkor

\V]

co3=T,Cco=cCia= |5|, c3.=1[6 8 9],

oo

3.4. DEFINICIO: MATRIXOK EGYENLOSEGE. Két maéatrixot akkor te-
kintiink egyenlének, ha azonos tipustiak, és az azonos indext elemek

egyenlGek.
Példaul az
1 2] (1 2
3 4| |3 =



>a=[123
> 4 5 7]
a —

1 2 3
4 5 7
>b = [1 2;3 4]

b =
1 2
3 4

> diag ([1,2,3])

ans —

1 0 0
0 2 0
0 0 3
> a(2,3)
ans = 7
> a(2,:)
ans =
4 5 7
> a(:,3)
ans =
3
7
>v =12 3]
v =
1 2 3

1

2

3
> size (V)
ans =

1 3

> size (w)
ans =

3.1. programkéd. Matrix megadésa,
elemeinek, sorainak és oszlopainak és
azok szamanak lekérdezése matrix ala-

pa nyelvekben.

3. FEJEZET. MATRIXOK 100

egyenlGség pontosan akkor all fonn, ha = = 4. Fontos felidézni, hogy
minden vektornak megfeleltethetiink egy sor- vagy oszlopvektor alakba
irt métrixot, azok azonban nem egyenl6k egymassal. Példaul

1

1 2 3]#|2|,
3

mert nem agonos tipusuak, igy el kell donteni, hogy e két matrix ko-
ziil melyik reprezentalja a (1,2,3) vektort. Mint emlitettiik, a modern
matematika legtobb teriiletén alapértelmezésben az oszlopvektorokat ren-
deljiik a vektorokhoz. E konyvben mi is igy tesziink, kivéve a kodelméleti
alkalmazasokat, ahol a kodvektoroknak sorvektorokat feleltetiink meg.

Egy matrix négyzetes, ha sorainak és oszlopainak szdma megegye-
zik. Az A matrix f6atlojanak elemei aqq1, ags, ass,.... Ez nem csak
négyzetes matrixra értelmezhets. Az olyan négyzetes matrixot, melynek
féatlon kiviili elemei mind nullédk, diagondlis mdtriznak nevezzik. Az
ilyen méatrixok egyszert megadaséira a diag fliggvényt hasznaljuk, mely-
nek argumentuméba a f6atlo elemei vannak felsorolva. Példaul

10 0
diag(1,2,3) = [0 2 0
00 3

Gyakran fogunk azonos tipust méatrixokkal dolgozni. Rendszerint az
is fontos, hogy a matrixok elemei ugyanabbol az algebrai strukturabol
valok legyenek. Pl. vizsgéalhatjuk a 3 x 2-es valos matrixok vagy a 4 x 4-
es egész elemi matrixok halmazat.

3.5. DEFINICIO: ADOTT TIPUSU MATRIXOK TERE. Legyen S egy tet-
sz6leges halmaz (altalaban S egy algebrai struktura, pl. S = R, Q, N,
Z...). Az S elemeibdl képzett dsszes m X n-es matrixok halmazat jelolje

SmX’n

Azt mondjuk, hogy S™*™ az S f6lotti m X n tipust mdtrizok tere.

Példaul az [} 2] matrix eleme az N2*2 72x2 Q2*2 R?*? terek mind-
egyikének.

Elemenkénti matrixmiiveletek To6bb olyan matrixmiiveletet ismeriink,
melyben a szidmok kozt mar értelmezett miveletet tgy altalanositjuk
matrixokra, hogy azt a matrix vagy métrixok minden elemén végrehajt-
juk. Ilyen pl. a métrixok Osszeadésa és skalarral vald szorzésa.

3.6. DEFINICIO: MATRIXOK OSSZEGE, KULONBSEGE. Az m X n-es ti-
pusti A = [a,;] és B = [b;;] métrixok Osszegén azt az ugyancsak m X n-es
tipust, és A + B-vel jelolt matrixot értjiik, melynek i-edik sordban a
j-edik elem a;; + b;;, ahol i =1,...,m, j =1,...,n. Képletben:

A+B= [aij] T+ [bij] = [ai]‘ == bij]~
Hasonl6an definialhaté A és B kiilonbsége is, azaz A — B := [a;; — b;;].

3.7. PELDA: MATRIXOK OSSZEGE, KULONBSEGE. Ellenérizziik az alab-
bi miiveleteket!

I R L B I R S

3.8. DEFINICIO: ZERUSMATRIX. A csupa nullabol 4ll6 matrixokat zé-
rusmétrixoknak nevezziik. Az m X n-es zérusmatrixot O,,x,, mig az
n X n-es négyzetes zérusmatrixot O,, jeloli.



A matrixalapi nyelvekben matrixok
kozotti elemenkénti miivelet definial-
hat6 a miiveleti jel elé tett ponttal. Igy
az A és B matrixok elemenkénti szorza-
ta a A .x B paranccsal kaphatdé meg.
Eszerint az A .+ B és A + B kodok ek-
vivalensek.
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Tetsz6leges A matrixhoz egy azonos tipusd zérusmatrixot adva A-t ka-
punk, azaz A+ O =0+ A = A.

3.9. DEFINICIO: MATRIX SZORZASA SKALARRAL. Az m X m-es tipusu
A = [a;;] matrix ¢ szammal képzett szorzatan azt az ugyancsak m X n-es
tipust, és cA-val jelolt matrixot értjiik, melyre

cA = cla;j] = [cayj].

Az A matrix ellentettjének azt a —A-val jelolt matrixot nevezziik, melyre
A+(—A) = 0. Konnyen megmutathato, hogy ilyen matrix csak egy van,
nevezetesen —A = (—1)A.

Azonos méretti matrixokon még szamtalan elemenkénti miivelet de-

finidlhato, ezek azonban az alkalmazasokban és a matematikan belil is
lényegesen ritkabban fordulnak eld, ezért nem definidljuk ket és nem ve-
zetiink be rajuk jelolést. Erdekességként mutatunk egy példat egy ilyen
miiveletre.
3.10. PELDA: ELEMENKENTI MATRIXMUVELET A DIGITALIS KEPFEL-
DOLGOZASBAN. Az egészelemi A,,«, matrix reprezentaljon egy m x n
képpontbdl 4ll6 sziirkearnyalatos képet. Minden méatrixelem egy képpont
arnyalatat adja meg a {0, 1, ...k} tartomanybol, ahol 0 a fekete, k a fehér
szinnek felel meg. A hattér fehér, azaz képpontjaihoz a maximalis k ér-
ték van rendelve és més fehér képpont a képen nincs. Legyen B, «, egy
tetsz6leges masik kép azonos moédon reprezentalt matrixa. Konstrualjuk
meg azt a © jellel jelolt miiveletet, amellyel az elemenkénti

AoB:= [aij © bij]

matrixmtvelet az A kép hatterébe masolja a B képet. Képletben:

bij, haay; =k
az‘] @ bz] — 1) ’1] ] )
aij, egyébként.

A megoldéasban hasznalhatjuk a x +— |x| fliggvényt, mely egy x szdmhoz
annak als6 egész részét rendeli.

MEGOLDAS. Ha a a [0, k] intervallumba es§ szam, akkor 0 < a/k < 1, igy
a/k egész része 0 vagy 1. Részletezve |a/k]| pontosan akkor 1, ha a = k,
egyébként 0. Masrészt 1 — |a/k| pontosan akkor 0, ha a = k, egyébként
1. Ezt kihasznélva kénnyen definidlhaté a kivant miivelet:

oso=[2fos 1= [2]e

Igy e miivelettel elemenként definialt A ® B miivelet a kivant eredményt
adja. Két 32 x 24-es maétrixszal szemléltetjiik e miiveletet a margon,
azonban a méatrixokat az altaluk mutatott képpel helyettesitve. |

Matrixok linearis kombinaciéi A vektorokhoz hasonloan, a skalarral
vald szorzas és az Osszeadas miivelete lehetGvé teszi, hogy matrixokra is
definialjuk a linedris kombindcid, a linedris fliggetlenség és a kifeszitett al-
tér fogalmét. A vektorokra korabban adott definiciok kis valtoztatassal
kimondhatok, ha a vektorok helyébe azonos tipusi matrixokat helyet-
tesitlink, ezért ezt az olvasora bizzuk, de gyakorlasként mutatunk két
egyszerd példat.

3.11. PELDA: MATRIXOK LINEARIS KOMBINACIOJA. Szamitsuk ki az
alabbi két matrix megadott linearis kombinaciojat!

0 1 1 0
212 11 -3|-1 -2
0 -1 -1 0
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MEGOLDAS. El6szor a skalarral valo szorzasokat végezziik el:

0 1 0 2 1 0 -3 0
2 (2 =14 2/, =3|-1 —-2|=] 3 6/,
0 - 0 -2 -1 0 30
majd az Osszeadast:
0 2 -3 0 -3 2
4 24+ 3 6|=| 7 8
0 —2 30 3 -2

A miveletek természetesen elemenként is elvégezhetdk, pl. a masodik sor
els6 eleme igy is megkaphato: 2-2—3-(—1) =7. [

3.12. PELDA: MATRIXOK ALTAL KIFESZITETT ALTER. Jellemezziik az
R2*2 térnek azt az alterét, melyet az alabb megadott A, B és C méatrixok
feszitenek ki! Masként fogalmazva: milyen 6sszefiiggések allnak fonn azon
2 x 2-es valos matrixok elemei kozott, melyek az alabbi métrixok linearis
kombinaciéiként allnak elG?

el mb Y o-f ]

MEGOLDAS. E matrixok 0sszes linearis kombinacioja

_la+b4+c a+c
aA+bB+cC—[ b—|—c}

alakia. Ha egy tetszdleges [ 2] méatrixrol el akarjuk donteni, hogy a fenti

alaku-e, azaz fonnall-e valamely a, b, ¢ ismeretlenekre az

[a-l—b-I-c a—|—c}:[u v}

a b+c w oz

egyenldség, akkor meg kell oldani a méatrixok négy elemére vonatkozo
négy egyenletbdl all6 3-ismeretlenes egyenletrendszert:

a+b+c=u
a +c= v
a =w

b+c= =z

Ha ennek van megoldasa, akkor létezik a megfeleld linearis kombinacio,
tehat az adott [, 5] matrix a kifeszitett térbe esik. Ennek az egyen-
letrendszernek a bévitett matrixat folirva, majd elemi sormiiveletekkel
megoldva a kévetkez6t kapjuk:

1 1 1|u 1 0 0 w 1 0 0 w

1 0 1]|w 0 1 1|lu—w 0 1 1 u—w
10 0|lw |00 1lo—w| |00 1| vouw
01 1|z 0 1 1 z 0 0 0lw+z—u

A lépcsos alakbol leolvashato, hogy ez az egyenletrendszer pontosan akkor
oldhato meg, ha w + z — u = 0. Példaul az [§ 3] matrix ebbe az altérbe
esik. A fenti egyenletrendszer megoldasaval az is megkaphato, hogy mik
a linearis kombinacié egyiitthatéi. Azt kapjuk, hogy a = 3, b = 1 és
c=1. |
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Matrix transzponaltja A matrixalkalmazasokban gyakran nincs olyan
természetes elv, amely alapjan el lehetne donteni, hogy mely mennyi-
ségeket rendeljiink a sorokhoz, melyeket az oszlopokhoz. Ugyanakkor a
szamitasok kozben ez korantsem mindegy, ezért sziikség lehet a kovetkezé
egyszerid miveletre:

3.13. DEFINICIO: MATRIX TRANSZPONALTJA. Az m X n-es A méatrix
transzponaltjan azt az AT-vel jeldlt n x m-es métrixot értjiik, amelyet
az A sorainak és oszlopainak felcserélésével kapunk. Azaz

AT = [ay]" = [agi)-

3.14. PELDA: MATRIX TRANSZPONALTJA. Az

a=ly. =33 e=f3 i3] p=b 9

maétrixok transzponéaltjai

T T |0 2 T
AT-[1 2, B _[1 3} o =

N = O
Ut W

, DTz[g}.

Matrixszorzas A téblazatok szorzasanal latott szabalyt kovetjiik a ko-
vetkezd definicioban:

3.15. DEFINICIO: MATRIXOK SZORZASA. Egy m X t-s A és egy t X n-
es B matrix szorzatan azt az AB-vel jelolt m x n-es C métrixot értjiik,
amelynek i-edik soraban és j-edik oszlopéban &ll6 eleme

Cij = ;1b1j + azboj + ..+ @by + ..+ by

A definiciobeli Osszefiiggés tobb modon is kifejezhets. Szummaval

folirva:
t
ij = E aikbkj7
k=1

de mondhatjuk azt is, hogy c¢;; az A matrix i-edik sordnak és a B matrix
j-edik oszlopanak skalaris szorzata, azaz

Cij = Ajx - Dy

Fontos kiemelni, hogy egy m x s-es A és egy t X n-es B métrix csak
akkor szorozhat6 Ossze, ha s = t, és ekkor a szorzat m X n tipusu.

Nyilvanvalo, hogy a szorzas sorrendje fontos. Lehet, hogy az AB szor-
zés elvégezhets, de a BA nem, és lehet, hogy elvégezhetd, de kiilonbo6zé
eredményt kapunk.

3.16. PELDA: MATRIXOK SZORZASA. Legyen

0 1
01 2 0 1
A=12 3 7B:[3 2 1]’02[2 1]’
2 1
6 6 -2 -6
o-|% A e[ 5]
Dontsiik el, hogy fénnéllnak-e az AB = BA, BC = CB, CD = DC és
DE = ED egyenlGségek.
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MEGOLDAS. A méretek alapjan a BC szorzat nincs értelmezve, a t&bbi:

6 10 3 4 5

3 2 1
AB=19 8 7 ,BA:[6 5},CB:{3 2 1},
3 45
CD:[_Q _f],Dcz[lz 12],DE:ED:[O _6].

10 1 -2 -3 2 7

Osszefoglalva: AB # BA, mert kiilonbozé tipustak, BC # CB, mert az
egyik oldal nincs értelmezve, CD # DC, bar mindkét oldal értelmezve
van és azonos tipusi. Az elézéekkel ellentétben viszont fennall a DE =
ED egyenlGség. Azaz vannak felcserélheté matrixok, de a méatrixszorzas
nem felcserélhetd mivelet, tehat nem kommutativ! |

Mivel a matrixszorzas nem felcserélhetd, ha sziikséges, az ,,A-t balrol
szorozzuk B-vel”, vagy az ,,A-t jobbrol szorozzuk B-vel” kifejezésekkel
tesziink kiilonbséget a BA és az AB szorzatok kozt.

Fontosak azok a matrixszorzatok, amelyekben az egyik métrixnak
csak egy sora vagy oszlopa van, tehat sor- vagy oszlopvektor. Egy 1 x m-
es matrixot, azaz egy sorvektort jobbrol, egy n x 1-es matrixot, azaz egy
oszlopvektort balrol lehet beszorozni egy m x n-es matrixszal. Példaul

1

2ol g =l 2 [ 3] =]

Skalaris szorzat és diadikus szorzat matrixszorzatos alakja Két osz-
lopvektor nem szorozhaté Gssze, ha 1-nél nagyobb dimenziésak. Viszont
az egyikiik transzponéalasa utan a szorzas elvégezhetd.

Legyen a és b két R™-beli vektor. Az a”b szorzat a két vektor skalaris
szorzatat adja, azaz

a’b=a-b,
ugyanis
b1
by
a’b = [al as ... an] | =a1by +asby + ... +a,b, =a-b.
bn

Ha a maéasodik vektort transzponaljuk, a két vektor lehet kiilonb6z6
dimenzios is.
3.17. DEFINICIO: DIADIKUS SZORZAT. Legyen u € R™, v € R". Az
uv’ szorzatot a két vektor diadikus szorzatdnak, roviden diddnak ne-
vezziik. E szorzat egy m X m-es métrix:

(5% U1v1 U102 ° 00 UL Vnp

T u2 U2V U2V 500 U2UVp
uv: = [v1 vy Un| =

Um, UmV1 Um,UV2 ... Un,Up

Két vektor diadikus szorzatat u ® v jeloli.

3.18. PELDA: SKALARIS ES DIADIKUS SZORZAT. Legyen u = (1,0,2),
v = (3,2,1). Irjuk fel matrixszorzatos alakba skalaris és diadikus szorza-
tukat, és szamitsuk ki!



3. FEJEZET. MATRIXOK 105

MEGOLDAS.

Linearis egyenletrendszer matrixszorzatos alakja A maétrixszorzast fel-
hasznalva a linearis egyenletrendszerek egyszert alakba irhatok.

LINEARIS EGYENLETRENDSZER MATRIXSZORZATOS ALAKJA. Ha A je-
1611 egy egyenletrendszer egyiitthatomatrixat, illetve b a konstans tagok
és x az ismeretlenek oszlopvektorat, azaz

a1 a2 ... Qin Z1 b1
a1 as2 000 agn T2 ) bg
A= . . . . , x=1|.1], é b= )
Gm1  Am2 ... Gmnp Tn bm
akkor az
a11T1 + a12x2 + ...+ aipTn, = by
a1 aF 99T + ...+ A2,Ty = b2
Al B Q2 @2 = Gy Ty — Oy
egyenletrendszer

Ax=Db
alakba irhato.

3.19. PELDA: EGYENLETRENDSZER MATRIXSZORZATOS ALAKJA.
Ko6nnyen ellenérizhet a matrixszorzas elvégzésével, hogy a

ax =u z+2y=1
2z + 322 —x3 =5, by = és y=1
cz=w 0=1

egyenletrendszerek méatrixszorzatos alakjai rendre:

T a 0 0| |z u 1295 1
[23—1]x2=5,0b0y:v,01H=1
T3 00 ¢l |z w 0o of Y 1

A szimultan egyenletrendszerek (I1d. 55. oldal) ugyanigy folirhat6ak mat-
rixszorzatos alakba.

3.20. PELDA: SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER MATRIXSZORZATOS
ALAKJA. Irjuk az alabbi két egyenletrendszert egyetlen matrixszorzatos

alakba
2011 + 3291 =7 2219 + 3192 = 9

31}11 — 41’21 =2 31‘12 — 41’22 = 5

MEGOLDAS. A két egyenletrendszer matrixszorzatos alakjai kiilon-kiilon

g 1 R B e e
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Ezek egyetlen matrixszorzatta olvaszthatok:

2 3 T11 Ti2| _ 79

3 —4 T21 X922 - 2 5|
Altalanosan a szimultan egyenletrendszerek AX = B alakba irhatoak,
ahol X az ismeretlenekbdl, B a jobb oldalakbdl alkotott matrix. |

Linearis helyettesités matrixszorzatos alakja Az egyenletrendszer mat-
rixszorzatos alakjahoz hasonlé a linearis helyettesités matrixszorzatos
alakja.

LINEARIS HELYETTESITES MATRIXSZORZATOS ALAKJA. Az x1, zo,...,
x,, valtozok linearis kifejezéseinek az y1, vyo,..., ym valtozok helyébe
valo helyettesitését dltalanosan leird

Y1 = 01121 + a12T2 + ...+ A1pTy

Yo = A21%1 + @222 + ...+ A2,Tp

Ym = Cm1T1 + Am2Z2 + ... + QppTn

képletek matrixszorzatos alakja

y = Ax,
ahol
aj; a2 ... Qip Y1 Zq
a1 Q22 ... Q2 Y2 ) L2
A= . . . . , Y= .|, és x=
Aml Am2 ... (mn Ym T

Az A matrixot nevezzilk a linedris helyettesités mdtrizdanak.
Példaul az

r =3a+ 2b+ 4c
y= a—3b+2c
z=2a— b+ 2c

helyettesités métrixszorzatos alakja

T 3 2 4| |a
yl =11 =3 2| |b
z 2 1 2 c

Szorzas vektorral Egy m xn-es matrix vektorral kétféleképp szorozhato:
jobbrél egy n x 1-es oszlopvektorral, balrél egy 1 X m-es sorvektorral.

Az Ax = b egyenletrendszer oszlopmodelljébdl lattuk, hogy az egyen-
letrendszer bal oldala az A oszlopvektorainak az x koordinataival vett
linearis kombinacidja. Ez matrixszorzassal is kénnyen ellenérizhets. Ha-
sonlo allitas igaz a balrél szorzasra is.
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3.21. ALLITAS: MATRIXSZORZAS ES LINEARIS KOMBINACIO. Legyen
A m X n-es matrix, x n-dimenziés, y m-dimenzios vektor. Ekkor az Ax
szorzat az A oszlopvektorainak

A41T1 + Ax2X2 + + - + AunTh
linearis kombinéciojat, mig az y A szorzat az A sorvektorainak

a1xY1 + Az« Y2 G eocgF AmxYm
linearis kombinaciojat adja.
Szorzas standard egységvektorral Konnyen igazolhatok azok az Ossze-
fiiggések, melyeket a standard egységvektorokkal valo szorzassal kapunk.
Jelolje e; = (0,0,...,1,...,0) azt a vektort, melynek i-edik koordinatéja
1, a t&bbi 0.

3.22. ALLITAS: MATRIX ELEMEINEK, SOR- ES OSZLOPVEKTORAINAK
ELOALLITASA MATRIXSZORZASSAL. Legyen A egy m X m-es matrix, e;
m-dimenzios, e; n-dimenziés standard egységvektor. Ekkor

T 2
e; A=a;, é Ae; =a,y,
tovabba

e] (Ae)) = (e] A)e; = aj;.

Az ejel diad egy olyan matrix, melynek (i, j)-indext eleme 1, az Ssszes
tobbi 0:

0 0 0 0
eje; = [0 1 0] |1] = [0 1 0
0 0 0 0

Egységmatrix, elemi matrixok Egy adott B méatrixhoz talalhatunk olyan
A-t, hogy az 1-gyel val6 szorzashoz hasonléan AB = B legyen. Példaul

=4 F)om=[t I

3 =412 =2 |2 =2
-2 5|1 —=1| |1 -—1|°
Az azonban méar nem igaz, hogy A-t barmely 2 x 2-es B métrixszal szo-

rozva B lesz az eredmény. Ilyen matrix is létezik, némi probalkozas utan
barki ratalalhat.

esetén

3.23. DEFINICIO: EGYSEGMATRIX. Az n X n-es

1 0 ... 0

0O 1 ... 0
I, :=diag(1,1,...,1) = .

00 1

matrixot egységmdtriznak nevezzik.

Az egységmatrix elnevezés onnan szarmazik, hogy tetszGleges m x n-es
A matrixra igaz, hogy

ImAan = AanIn = Amxn»



Az egységmdtriz jelolésére hasznalt I
bett az angol identity matriz elnevezés
els6 betiijébsl szarmazik. Az azonos-
sag vagy tdentitds jelentést identity
sz0 az IA = A Osszefliggésre utal (az
x — z fiiggvényt ugyanezen okbdl hiv-
juk identikus fiiggvénynek). Raadasul
az I betd hasonlit legjobban az 1-es
szamra.
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azaz e matrix hasonlé tulajdonsaggal rendelkezik, mint a szamok kozt az
egy.

Az egységmaétrixszal mar talalkoztunk: a Gauss—Jordan-modszernél
egy n-ismeretlenes, n egyenletbdl 4llo egyértelmiien megoldhat6 egyenlet-
rendszer egyiitthatomatrixa az elemi sormtveletek soran egységmatrixsza
transzformélodik!

Az egységmaétrixon végrehajtott elemi sormiveletek olyan matrixokat
eredményeznek, melyek kapcsolatot létesitenek az elemi sormiveletek és
a métrixokkal vald szorzés kozott. E matrixoknak kiilon nevet adunk.

3.24. DEFINICIO: ELEMI MATRIXOK. Az I, egységmatrixon végrehaj-
tott egyetlen elemi sormitivelettel kapott matrixot elem: mdtriznak ne-
vezzik.

3.25. PELDA: ELEMI MATRIXOK. Az alabbi méatrixok elemi méatrixok:

0 0 01 1 0 0 0 10 2 0 1000
01 00 0 5 0 0 01 0 0 01 00
0 0 1 0|’ 0 0 1 0}’ 0 01 0|’ 00 10
10 0 0 0 0 01 0 0 01 00 01

Ezt igazolja, hogy mindegyikiik I4-bdl szarmazik rendre a kévetkezd elemi
sormtveletekkel: S; < Sy, 555, S1 + 253, 157. Az utols6 matrix az
egységmatrix, amely maga is elemi métrix, mert példaul egy soranak
1-gyel val6 szorzasaval megkaphato.

3.26. PELDA: MATRIX BALROL SZORZASA ELEMI MATRIXSZAL. Az
el6bbi példa matrixaival szorozzunk meg egy tetszbleges 4-soros métrixot
balrol. Mit tapasztalunk?

MEGOLDAS. Legyen A egy 4- sorbdl, és az egyszertiség kedvéért csak 2
oszlopbdl all6 matrix. Végezziik el a fenti méatrixokkal valo balrél szor-
zést:

0 0 0 1 aj;  ai2 a41 Q42
01 0 0 az1 Aaz2| _ |a21 a2
0 01 0 az; as2 o as1 as2 ’
1 0 0 0 ag1 Q42 ail a2

azaz a szorzas eredményeként folcserélédott A elsé és negyedik sora. A
kovetkez6 szorzas eredménye

1 0 0 0f a1 ar2 air a2
0 5 0 0 az1 Qa22| 5&21 5a22
0 0 1 0 as1 as2 o asy aso ’
00 0 1 41 Q42 a41 42

azaz az A masodik sora be lett szorozva 5-tel. Végiil

1 0 2 0 ai; a2 _all + 2(131 a1 + 2&31
01 0 O a21 A2 a1 a22

00 1 0 as1 as2 o asiy aso ’
0 0 0 1f |asr aq a4 a42

azaz az A a szorzas eredményeként az A elsG sorahoz hozza lett adva
harmadik soranak kétszerese. |

E példa eredménye kimondhato6 tételként, melynek bizonyitésa alta-
lanosan is agy torténik, mint az el6z6 példaban, ezért elhagyjuk:

3.27. TETEL: ELEMI SORMUVELETEK MATRIXSZORZASSAL. Legyen E
az az elemi matrix, melyet I,,-b6l egy elemi sormtvelettel kapunk. Ha
ugyanezt a sormiiveletet egy tetszéleges m X n-es A matrixra alkalmaz-
zuk, akkor eredményiil az EA matrixot kapjuk.

Az elemi sormiiveletek méatrixszorzassal valo elvégzésének nincs szamitasi
praktikuma, annak célja az elemi sormitiveletek — s ezzel az egyenletrend-
szerek megoldasanak — algebraizalésa.
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A baziscsere matrixszorzatos alakja A 78. oldalon a vektor béazisra
vonatkozo koordinatés alakjarol szold paragrafusban lattuk, hogy e koor-
dinétas alak hogy hatarozhaté meg. Kérdés, hogy egy vektornak egy altér
két kiilonb6z6 bazisara vonatkozo koordindtas alakja kozt mi a kapcsolat.

3.28. PELDA: ATTERES A STANDARD BAZISRA. Az R® térnek B =
{(1,1,1),(2,3,4),(6,6,7) } egy bazisa. Az e bazisban megadott [v]p vek-
tornak irjuk fel a koordinatas alakjat a standard béazisban egyetlen mat-
rixszorzassal. Szamitsuk ki konkrétan a [v]p = (2,3, —1) vektor standard
koordinatas alakjat.

MEGOLDAS. [v]p = (2,3, —1) azt jelenti, hogy
1 2 6 2
v=2|1|+3|3| —|6| =|5],
1 4 7 7

ami matrixszorzatos alakban

INQYICIIN
oo
S
|
ot

1
v=|1
1

Legyen [v]p = (,y, z). Ekkor

2 6 1 2 6| |z
v=z |l|4+y|3|+2]|6]=1]1 3 6| |y].
1 4 7 1 4 7| |z

Analog képlet érvényes akkor is, ha két tetsz6leges béazis kozti attérést
szamolunk. |

3.29. PELDA: BAZISCSERE. Legyen B = {(1,1,1),(2,3,4),(6,6,7) } és
C =1{(1,2,3),(0,2,3),(3,5,8) } az R? két bazisa. Vektorok B bazisban
megadott [v]p koordinatas alakjahoz keressiik a C' bazisbeli [v]¢c alakjat.
Hogyan szamoljunk?

MEGOLDAS. Egyik lehet6ség, hogy meghatarozzuk v standard bézisbeli
koordinatas alakjat az el6zd feladat mintajara, majd az igy kapott koor-
dinétas alakbol a C bézisra vonatkozo alakot a 78. oldalon leirtak szerint.

A masik lehetGség egyszertiibb, és hatékonyabb, ha tobb vektor koordi-
natas alakjat kell meghatarozni. A B béazis vektorainak a [v]p koordina-
taival vett linearis kombinaci6ja megadja a v vektort, igy ha meghatéroz-
zuk a B béazis vektorainak C' béazisbeli alakjat, ezek linearis kombinécioja
a v vektor C-beli alakjat, azaz a [v]c alakot adja.

A B bazis egy vektoranak C-beli koordinatas alakjahoz egy egyen-
letrendszert kell megoldani, a B Gsszes vektoranak felirasdhoz tehat egy
szimultan egyenletrendszert:

1 2 6|1 0 3 1 0 0] -1 2 -7
1 3 6[{2 2 5|=1]101120 1 2 2
1 4 7{3 3 8 0 0 1 0 -1 1
Tehat a C bézis a B koordinatarendszerben:
-1 2 -7
C = 1], 20 , 2
0 B -1 B 1 B

Az ezekbdl képzett linearis kombinaciok matrixszorzassal is elgallithatok.

-1 2 -7
Me=| 1 2 2|V
0 -1 1
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képlet adja. Ha e matrixot Ac. g jeldli, akkor az el6z6 képlet a
[Vle = Ac—slvls
alakot olti. |
E példa a kévetkez6 definicidhoz és allitashoz vezet:

3.30. DEFINICIO: ATTERES MATRIXA. Legyen B = {b;,bs,....b,}
és C = {ci,ca,...,¢, } az R™ két bazisa. Irjuk fel B vektorait a C
bazisban, és e vektorokbol képezziink matrixot. Ezt nevezziik a B béa-
zisrol a C-re valo attérés matrixanak. Ha sziikséges, a matrix indexébe
irjuk a két bazist C' <+ B alakban. Tehat az attérés matrixa

Acep =[[bilo [ [b2]e |- [ [bi]e]

3.31. ALLITAS: KOORDINATAK VALTOZASA A BAZIS CSEREJENEL. Ha
B és C az R"™ két bazisa és Ag. p az attérés matrixa, akkor barmely
v vektor B-, illetve C-beli koordinatas alakja kozt fennall a

[Vlc = Ac—Blv]B

Osszefiiggés.

Bazisfelbontas® A 2.71. tétel masodik pontjanak az el6zé feladatban is
szemléltetett egyenes kévetkezménye, a kovetkez§ allitas.

3.32. ALLITAS: BAZISFELBONTAS. Jelolje egy m X m-es A métrix re-
dukalt 1épcsés alakjanak nemzérus soraibdl allo r x n-es részmatrixat R,
az R f6oszlopainak megfelel6 A-beli oszlopok alkotta m X r-es részméat-
rixot B, ahol r = r A. Ekkor az R matrix j-edik oszlopa megegyezik az
A matrix j-edik oszlopanak a B oszlopai alkotta bazisban felirt koordi-
natas alakjaval. Képletben ez azt jelenti, hogy

A.; =BR,;, azaz A =BR.

Egy métrix fenti A = BR alaka felbontasat bdzisfelbontdsnak nevezziik.
3.33. PELDA: BAZISFELBONTAS. Hatarozzuk meg az alabbi métrix ba-
zisfelbontasat, és magyarazzuk meg a két méatrix oszlopainak jelentését!
1 2 3 4 5

A=1|2 4 8 6 2

1 2 7 0 -11

MEGOLDAS. Az A matrix redukalt lépcsés alakja:

1 2 3 4 5 1 20 717
A=12 4 8 6 2= (0 0 1 -1 -4
1 2 7 0 -11 0 0 0 0 0

E métrix elsg két sora alkotja az R matrixot, az A matrix els és har-
madik oszlopa a B maétrixot, igy a felbontas

1 2 3 4 ) 1 3
A=12 4 8 6 2l =12 8
1 2 7 0 -11 17

120 7 17 _

001 -1 -4 = BR.

Ellendrizziik, hogy az R oszlopai az A oszlopvektorainak koordinatéas
alakjai a B oszlopai alkotta béazisban, azaz

[v]e = B[v]s,



A blokkmdtrizokra a szakirodalomban
a hipermdtriz elnevezés is el van ter-
jedve. Ekkor a blokksorokat hiper-
soroknak, a blokkoszlopokat hiperosz-
lopoknak nevezziik. Mi keriiljik e
szohasznalatot a hipermatrix mésik —
tobbdimenziés tomb értelmi — jelenté-
se miatt.
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ahol az F indexszel a standard, B-vel a B méatrix oszlopai alkotta bézis-
beli koordinatas alakjat jeloltiik ugyanannak a vektornak. Példaul

4 1 3 4

6| = |2 8 {71], ooz [adlm = |6, [au]p = {71}, (3.3)
0 17 0
ahol a4 az A negyedik oszlopvektora. |

Matrixmiiveletek Z,,-ben® A matrixmiiveletek

3.3. Blokkmatrixok

Miiveletek blokkmatrixokkal A linearis egyenletrendszerek bévitett mat-
rixat tekinthetjiik igy, mint amelyet két matrixbol rakunk 6ssze. De for-
ditva, mondhatjuk, hogy a bévitett matrixot két részmatrixra bontjuk.

Ha egy maétrixot a rajta végighalado vizszintes és fiiggéleges vonalak-
kal részmatrixokra bontunk, azt mondjuk, hogy e métrix a részmétrixok-
b6l — mas néven blokkokbol — alkotott blokkmdtriz, mas néven hipermdt-
.

Példaul egy 6-ismeretlenes, 5 egyenletbdl allo egyenletrendszer B bé-
vitett matrixa lehet a kovetkezs, melynek blokkjait (részméatrixait) a mat-
rixokéhoz hasonl6 indexeléssel meg is jeloljiik:

1 0 0|1 2|4
01 02 013

_ |Bi1 Bz Bis
0 0 1|1 0]3|= B B Boul -
00 0l0 ol 21 22 23
0 0 0|0 010

E felbontasban B11 = 13, B21 = 02><37 B22 = 02.

Egy blokkmatrix sorait és oszlopait szokas a méatrix blokksorainak és
blokkoszlopainak nevezni a kozonséges soroktol és oszlopoktol valé meg-
kiilonboztetés végett. Pl. a fenti blokkmatrix els6 blokksoranak elemei
Bi11, Bi2, Bis.

3.34. ALLITAS: MUVELETEK BLOKKMATRIXOKKAL. Blokkmaétrixok
skalarral valo szorzasa és két azonos modon particionalt blokkméatrix
Osszeadasa blokkonként is elvégezhets, azaz

c[Ayj] = [cAyl,  [Ay]+ [By] = [Ay + Byjl.

Ha A = [Ait]mxt; B = [Bijlixn két blokkmétrix, és minden k-ra az
A1, blokk oszlopainak szdma megegyezik By; sorainak szamaval, akkor
a C = AB szorzat kiszamithato a szorzési szabaly blokkokra valé alkal-

mazaséaval is, azaz C olyan blokkmatrix, melynek i-edik blokksoraban
és j-edik blokkoszlopéban all6 blokk

t
Cij = > AuBy;.
k=1

3.35. PELDA: MUVELETEK BLOKKMATRIXOKKAL. Végezziik el az A +
3C és az AB miiveleteket kozonséges méatrixmiveletekkel és blokkmat-
rixként szédmolva is, ha

W=



I
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MEGOLDAS. Szamoljunk blokkmatrixként kezelve a matrixokat:
1 0|10 0 2|01
A+3C=1|0 1|1|2]|+3|2 0[0]0
0 0|3]0 1 111

o el o) L] ob] B sl

0 0]+3[1 1] 3+3-1 0+3-1

Ellendrizziik a szamitast kozonséges matrixmiiveletekkel! Ezutan tekint-
siik a blokkméatrixok szorzasat!

oof1]o]|? ?
s ] =
o A s Bl 2 oo
_ EX E ;jJrg[Q 2] +0[0 1]
R R e I
[0 o]+[6 6]+[0 0] 6 6

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha ellendrzésiil egyszerti matrixszorzassal
is elvégezziik a miiveletet! |

3.36. PELDA: 2 X 2-ES BLOKKMATRIXOK. Legyen A és B két 2 x 2-es
blokkmétrix, azaz legyen

A11 A12 Bll B12
[Am AQJ’ [B21 BQJ

Irjuk fel szorzatukat a blokkok szorzatai segitségével.

MEGOLDAS. Az AB szorzat felirhato

{Au A12] [Bu B12} _ [AuBu +A12Bar Ai1Baoo +A121322]
Az Ag| |Bar Ba A2 B + ApBo Ay Bis + AxBa

alakban. A BA hasonloképp irhato fel! Ellendrizziik, hogy a 3.34. allitas
feltétele (minden k-ra az A;; blokk oszlopainak szama megegyezik By;
sorainak szamaval) valoban sziikséges, de elégséges is. |

Vektorokra particionalt matrixok Fontosak azok a blokkmatrixok, ame-
lyekben vagy oszlopvektor vagy sorvektor minden blokk.

Bontsuk fel az A, «x: méatrixot sorvektoraira, és a By, méatrixot osz-
lopvektoraira, azaz tekintsiik a kovetkez6 két blokkmatrixot:

alx

Ay
A==, B=[ba|ba|...|bu].

Amx

Ekkor AB a matrixszorzas definicioja alapjan a kovetkezs alakba irhato:
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al*b*l al*b*Z e al*b*n

az.b.1  axb. ... axb.,
AB=| o O

am*b*l am*b*Q v am*b*n

ahol a;,b,; az A maétrix i-edik sordnak és a B méatrix j-edik oszlopanak
skalaris szorzata.

A blokkmatrixok szorzasi szabalya akkor is alkalmazhato, ha csak
az egyik matrixot particionaljuk (a masik méatrixot egyszertien egyetlen
blokkbdl all6 matrixnak tekintjiik). Két eset lehetséges. Az els§ esetben
a szorzatméatrixban ,matrixszor oszlopvektorok” szerepelnek:

C=AB=A[b. |bo|...| by |=[ Ab. | Abwy | ... | Ab,, ]

Itt tehat a C matrix j-edik oszlopvektora az A matrix és a B j-edik
oszlopanak szorzata, vagyis c.; = Ab,;. Sematikusan abrazolva:

A B C

b*j C*j

Ezzel az esettel mar talalkoztunk a szimultan egyenletrendszerek mat-
rixszorzatos alakjanak folirasanal (3.20. példa). Ha a fenti sematikus
4dbra egy szimultan egyenletrendszer matrixszorzatos alakjat reprezen-
talja, akkor a kékkel kiemelt rész a szimultdn egyenletrendszer egyetlen
egyenletrendszerének felel meg.

A masik esetben a szorzatmétrixban ,sorvektorszor méatrixok” szere-
pelnek:

alx al*B

Aok aQ*B
C=AB= B=

A am*B

Azaz itt a C = AB matrix i-edik sora az A maétrix i-edik soranak B-
szerese. Méasként irva c;, = a;,B, sematikusan abrézolva:

A B C

A Cix

A maétrixszorzat egy felbontédsa megkaphaté a méatrixok masik parti-
ciojabol, azaz amikor A-t oszlopokra, B-t sorokra bontjuk, vagyis

bl*
b2*

bt*

A:[a*l‘a*g‘...‘a*t}, B =

Ekkor egyetlen blokksorbol all6 matrixot szorzunk egy blokkoszlopbol
alloval, vagyis egy skaléris szorzatra emlékeztets osszeget kapunk:

AB =a, b, + a*2b2* R a*tbt*-
E felbontasban az AB maétrixot diddok dsszegére bontottuk! Matrixok
diddok Gsszegére bontasa olyan technika, amivel kés6bb még talalkozunk.
3.37. PELDA: SZORZAT ELOALLITASA DIADOK OSSZEGEKENT. Bontsuk

fel a
[012]_125
34 5|7

szorzatot diadok Gsszegére. Vajon felbonthato-e a szorzat kevesebb diad
Osszegére?
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MEGOLDAS.

g i é} —12 (1) :B][l 1]+[ﬂ[—2 0}+E][1 1] =

0 0 -2 0 2 2 0 2
{3 3}+[—8 0]*[5 5}_[0 8]'
Tehat a szorzatot hdrom diad Gsszegére bontottuk, azonban kevesebbre

is lehet. Példaul
0 2 2
b o= [ 0.

azaz a szorzat maga egy diad (egy diad Osszege). |

E felbontasnak fontos speciélis esete az, amikor A egyetlen sorbol,
vagy B egyetlen oszlopbol all. Tekintsiik az el6z6 példaban szerepls A
matrix elsg sorat! Ekkor a fenti felbontés a kovetkezs alakot olti:

0 1 2] —12 (1) =0[1 1]+1[-2 0]+2[1 1]=[0 2].
11

Ez azt jelenti, hogy a szorzat, mely egy sorvektor, a B métrix sorainak
linearis kombinacidja. Hasonloképp, ha B csak egyetlen oszlopbdl all, a
szorzat az A matrix oszlopainak linearis kombinaci6ja. Példaul az el6z6
példabeli B matrix masodik oszlopat megtartva a kivetkezd felbontést

kapjuk:
1
0 1 2 0 1 2 2
IR R R HE E |
Osszefoglalva:

3.38. ALLITAS: A SZORZAT OSZLOPAI ES SORAI. Az AB métrix min-
den oszlopa az A oszlopainak linearis kombinécioja, és minden sora a
B sorainak linearis kombinacidja.

BizoNYITAS. Az AB matrix j-edik oszlopa

(AB).; = Ab.; = a.1b1j + awboj + ... + aubie
az i-edik sora pedig

(AB)ix = a;xB = a;1b1. + asobas + ... + aybys,

ami bizonyitja az allitast. |

Linearis egyenletrendszer megoldasanak blokkmatrix alakja*

3.39. PELDA: NULLTER BAZISA. Hatarozzuk meg az alabbi matrix null-

terének bazisat!
5

1 2 3 4
2 3 5 7 11
01 1 1 —1

MEGOLDAS. A nulltér, azaz a matrixhoz tartozé homogén linearis egyen-

letrendszer megoldésainak tere konnyen leolvashato a redukalt 1épcsés
alakbol.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 01 2 7
23 5 7 11|]=|01 11 -1|=(0 1 1 1 -1
011 1 -1 0 0 0O 0 0 0 0O 0
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A szabad valtozokhoz rendelt paraméterek legyenek z3 = t1, x4 = to,

x5 = t3, amib6l x1 = —t1 — 2ty — Ttg és xo = —t1 — to + t3. Innen
T -1 —2 -7 -1 -2 -7
X9 -1 -1 1 -1 -1 1 t1
r3| = tl 1] + tg o + t3 of = 1 0 0 t2 y
Ty 0 1 0 0 1 0 t3
Ts 0 0 1 0 0 1

azaz a nullteret harom vektor fesziti ki. Vegyiik észre, hogy a redukalt
lépcesds alak blokkszerkezete

I. S

O O

x— hﬂt

alakd, ahol t a paraméterek vektora. Itt csak annyi a kérdés, hogy a null-
teret kifesz{t§ harom vektor fliggetlen-e. Ez jol latszik a harom vektorbol
képzett méatrixon, mivel annak alsé blokkja I3, ami harom fiiggetlen osz-
lopvektorbol all, és ezek akkor is fiiggetlenek maradnak, ha eléjiik tovabbi
koordinatakat illesztiink. |

és a megoldas

3.40. TETEL: A MEGOLDAS FELIRASA BLOKKMATRIXOKKAL. Az egy-
szerliség kedvéért tegyiik fel, hogy az r rangi A maétrix els6 r oszlopa
linearisan fiiggetlen — ez oszlopcserékkel mindig elérhets. Jelolje B, az
A els6 r oszlopabol allo méatrixot, és legyen az [A|b] bévitett matrix
redukalt 1épcsds alakja

I. S d.

ERE

ahol d, egy r-dimenzids vektor. Ekkor az Ax = b egyenletrendszer
megoldhaté, és megoldéasa

d, —S
=[]« []
ahol s a szabad valtozok szama, azaz s = n —r, és t, a szabad paramé-
terek vektora, raadasul A = B, [I.|S] és b = B,d,.

B1zoNYITAS. Mivel [I.|S] az A redukalt lépcsds alakja, ezért ennek bar-
mely oszlopa az A matrix azonos sorszamu oszlopanak koordinatas alakja
az B, oszlopvektoraiban, mint bézisban felirva. Ez épp azt jelenti, hogy
A = B,[I,|S]. Ez az oszloptér barmely oszlopara, igy b-re is igaz, hisz
[A|b] redukalt lépcsds alakja szerint az egyenletrendszer megoldhato, igy
b eleme az oszloptérnek. Eszerint tehat b = B,.d,..

Az, hogy minden megoldas folirhaté ilyen alakba, a Gauss—Jordan-
modszerbdl kovetkezik. Meg kell még mutatni, hogy a tételben felirt x
vektor valoban megoldas.

Ax=B,[I, S] ({‘” - [_IS} ts)

=B, (d, — St, + St,) = B,d,
=b.

Ez bizonyitja az allitast. n
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3.41. TETEL: A NULLTER BAZISA. Tegyiik fel, hogy az r ranga A
matrix els6 r oszlopa linearisan fliggetlen — ez oszlopcserékkel mindig
elérhets. Legyen az A matrix redukalt 1épcsés alakja

5 o

Ekkor az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldésa

ahol s = n—r a szabad valtozok szdma, és a [;SS] métrix oszlopvektorai
a nulltér bazisat alkotjak.

B1zoONYITAS. A bizonyitéas kozvetlen kévetkezménye a 3.40. tételnek, csak
azt kell belatni, hogy [Ls] oszlopvektorai a nulltér bazisat alkotjak. Ez
abbol kovetkezik, hogy egyrészt kifeszitik a nullteret, masrészt lineari-
san fiiggetlenek, hisz az alsd blokkban 1év6 I, matrix oszlopai linearisan

fiiggetlenek.

Igaz — hamis Dontsiik el, igazak-e az alabbi &llitasok?
Vélaszunkat indokoljuk!

1° Ha az AB és a BA szorzat is értelmezve van, akkor
mindkét szorzat négyzetes.

2° Ha az (AB)C szorzat elvégezhets, akkor biztosan elvé-
gezhets az A(BC) szorzat is.

Matrixmiiveletek Az kovetkezékben legyen

1 2 4 2 -3 2 2 -1
S e R R e
Végezziik el az alabbi miveleteket!
2A —3B7
AB-BA+AC-CA
(CD -DC)(ABC)

A?-¢C?
(C)an (D).
(A)w1(B)a2«

9° A fenti jelolések mellett igazak-e a kovetkezs egyenlGsé-
gek?

WO Otk W

(A+B)> = A’+2AB+B?, (A+C)° = A’ 4+2AC+C°.

10° A fenti jelolések mellett igazak-e a kovetkezs egyenls-
ségek?

(C+D)(C-D) = C°-D?, (A+D)(A-D)=A*-D’

Szamitsuk ki az alabbi vektorok skalaris és diadikus szorza-
tat! Irjuk fel mindkét miiveletet matrixszorzatos alakban!

11 a=(1,2), b=(0,1)

a-b=a"b=[1 2] m =2,a@b=ab’ = H 0 1] =

b2

12 u=(1,2,0,1), v = (0,1,2,3)

0
uv:uv:[1201]1—5
2 7
3
1 01 2 3
T 2 0 2 4 6
uv=uv = 0 [0 1 2 3]— 00 0 ol
1 01 2 3

13 a=(1,2,0), b= (0,1,2,3)

A skaléris szorzat nem végezhetd el, a diadikus szorzat

1 01 2 3
ab=ab’ = [2/[0 1 2 3]=1]0 2 4 6.
0 00 0 0

Matrixszorzatos alakok Irjuk fel az alabbi egyenletrend-
szerek métrixszorzatos alakjat!

14°* z4+y=1
T—z=2
z=3
1 1 0] [z 1
1 0 —1| |yl =2
0 0 1] [= 3
15 3z —2y+42=5

16 e +z=1

T—y—w=2
y+z+w=2
0=3

Irjuk fel az alabbi linearis helyettesitések méatrixszorzatos
alakjat!

17 u =2z — 4y
v=o+2y
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18 z=3a—2b+c

y=2a—c
z=b+2c
19 z=3a+b
y=2a—>b
z=2»

20° z=3a—-2b+c
y=2a-—c

Hi

Elemi matrixok Keressiik meg azt az E métrixot, mely
megoldasa az aldbbi matrixegyenletnek!

o o

a b a b
21 E|c d| =le f
e f c d

a b a b
22 Elc d| = |3c¢c 3d
e f e f
1 0 0
E=1]0 3 0
0 0 1
a b a b
23 E|c d| = |c+2e d+2f
e f e f

a b a—c b—d
24 E|c d| = c d
e f e f
1 0 -1
E=(0 1 0
0 0 1

Elemi sormiiveletekkel, méatrixszorzas nélkiill hatarozzuk
meg az alabbi matrixszorzatok értékét!

1 0 0]t 0 O 1 0 0][2 2 2
25 (2 1 0o[|0 2 0O 01 0|3 3 3
0 0 1] [0 0 1] [-2 0 1] |4 4 4
1 0 0 0]t o0 0 0]t 0 0 0] fa ¥
96 [0 1 0 2/]0 =2 0 0/ 0 1 0 0f|ec d
0 01 o/flo o 1 0|3 0 1 0ffle f
0 0 0 1[0 0 0 1J]]|0 0 0 1] |g h
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Blokkmatrixok Szamitsuk ki az alabbi feladatokban meg-
adott méatrixszorzatokat a kijelolt blokkmétrixokat hasznal-
val

10‘1123‘11
0 1|1 1{]4 5|1 1
2700220010
0 03 3[]0 0|0 1
3 2
5 2
0 2
0 3
23113?}
28 |4 51 1
o o1 1/]° 92
0 013
2 3|10
4 5|14
0 05
1 1
1101011
29 |1 1 1]0]0 1} |
3 3[1[0 0] |5
3 4
5 6
6 7
12 12

Vegyes feladatok

30° A sudoku egy olyan logikai jaték, melyben egy olyan
9 X 9-es matrixot kell megadni, melynek ismerjiik né-
hany, de nem minden elemét. A feladat a nem ismert ele-
mek meghatarozasa. A matrix 9 darab 3 x 3-as blokkra
van particionalva és eleget tesz annak a feltételnek, hogy
minden soradban, minden oszlopaban és minden blokk-
jaban az 1-t6l 9-ig terjeds egészek mindegyike egyszer
szerepel. Ez azt jelenti, hogy az egy sorban, egy osz-
lopban és egy blokkban 1év6 szamok Osszege mindig 45.
Fejezziik ki ezt matrixmiiveletekkel, azaz irjunk fel a su-
doku tabla A matrixat is tartalmazoé olyan méatrixegyen-
leteket, melyeket minden helyesen kit6ltott sudoku tabla
maétrixa kielégit!
Jelolje j a csupa 1-esbdl allo 9-dimenzids vektort, j,5¢ azt,
amelynek 4, 5, 6 indext eleme 1-es, a tobbi 0. Ekkor a ,min-
den sorgsszeg 45” és a ,minden oszlopGsszeg 45” feltételek
ekvivalensek az Aj = 45j, jTA = 45j7 egyenletekkel, mig
pl. az ,els6 blokkoszlop, mésodik blokksor metszetében &l-
16 blokk elemeinek Gsszege 457 feltételnek a jissAji0s = 45
egyenlet felel meg.

31 Hany eleme van a Z3*?-nek, azaz a kételemi test folotti
2 X 2-es matrixok terének?

72%2-be 2* = 16 méatrix tartozik:

z3** ={[53], [84], 190]

oo
—o
o
o
=
oo
=
=
[u——;
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3.4. Matrixmiiveletek tulajdonsagai

Ebben a szakaszban dttekintjiik a mdtrizmidveletek legfontosabb algebrai
tulajdonsdgait. Néhdny dologban kiilonbéznek a szamokndl megismert mii-
veleti tulajdonsdgoktol.

Az Gsszeadas és a skalarral valé szorzas tulajdonsagai Mivel a mat-
rixok Osszeadasa és skalarral vald szorzasa elemenként végrehajthaté mii-
veletek, ezért miiveleti tulajdonsagaik természetes moédon 6roklik meg a
szamok miiveleti tulajdonsagait. A legfontosabb ilyen tulajdonsagokat
sorolja f6l a kovetkezs tétel.

3.42. TETEL: OSSZEADAS ES SKALARRAL SZORZAS ALGEBRAI TULAJ-
DONSAGAIL. Legyen A, B és C azonos tipust (m X n-es) méatrix, ¢ és d
legyenek skalarok. Ekkor

(a) A+B=B+ A felcserélhatség, kommutativitas
(b)) A+ (B+C)=(A+B)+ C csoportosithatosag, asszociativitas

(c) A+ Opsn=A zérusmatrix (zéruselem) létezése
(d) A+ (—A) = O.xn ellentett (additiv inverz) létezése
(e) c(dA) = (ed)A csoportosithatosag

(f) 0A = Osxn,

(9) 1A =A

(h) —1A = —A

(i) (c+d)A = cA + dA disztributivitas

(j) ¢c(A+B)=cA +cB disztributivitas

» A csoportosithatosagi azonossiagok kovetkezménye, hogy a zardjelek
elhagyhatok, igy A 4+ (B + C) helyett irhato A + B + C, (cd)A helyett
cdA.

mely vele azonos tipusi A métrixhoz adva A lesz az eredmény, illetve
minden A matrixhoz létezik olyan matrix, mellyel 6sszeadva a zérusmét-
rixot kapjuk.

B1zONYITAS. Mintaként bebizonyitjuk az (a) allitast.

A + B = [ai;] + [bg] = [aij +bg] = [big + aig] = [bij] + [ai;] = B + A.
A *-gal jelzett egyenlGségnél hasznaljuk a szamok dsszeadasanak kommu-
tativitasat.

A t6bbi allitas hasonloan bizonyithato. |

A szorzas tulajdonsagai A szamok szorzasanak algebrai tulajdonséagai
mar nem vihetSk 4t olyan konnyen a métrixmiiveletekre, mint az Ossze-
adéaséi. So6t, nem is teljesiilnek mind, pl. a 3.16. példaban lattuk, hogy a
maétrixszorzas nem kommutativ. A kévetkezd példak ovatossagra intenek
a matrixkifejezésekkel valo szamolasokban.

3.43. PELDA: EGYSZERUSITES MATRIXSZAL. A valos szamok kozt igaz,
hogy ha a # 0 és ab = ac, akkor a-val egyszertisithetiink, azaz akkor
b = c. Matrixoknal az AB = AC egyszertisithetGséghez nem elég, hogy
A ne legyen zérusmatrix! Példaul

-1 2 -1 2
1 -3 -1 3 1 3] ,[-1 3
Al 1 | R PR
L ol 12 1 | | L1 2 2 1 1 2
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3.44. PELDA: NULLOSZTO. A valosok kozt igaz, hogy ha ab = 0, akkor
vagy a = 0, vagy b = 0. Matrixok kozt ilyen kovetkeztetés nem vonhaté

F | e R P

(Nullosztonak nevezziik egy algebrai struktira olyan nemzérus elemeit,
melyek szorzata zérus.)

» Megjegyezziik, hogy a Z,,-ben val6 szamolasnal is hasonlokat tapasz-
taltunk, ha m Osszetett. Példaul Zg-ban 2-3 = 0, és bar 3-2 = 3 -4,

92 4 4.

3.45. TETEL: MATRIXSZORZAS ALGEBRAI TULAJDONSAGAI. Legyen
A, B és C olyan, hogy a kijelolt miiveletek elvégezhetSk legyenek, legyen
tovabbéa c skalar. Ekkor

(a) A(BC) = (AB)C felcserélhetGség, asszociativités
(b) AB+C)=AB+ AC disztributivitas

(c) (A+B)C=AC+BC disztributivitas

(d) (cA)B = c(AB) = A(cB)

(e) ApsnOnxt = Omxt szorzas nullmétrixszal

(f) Im A xn = ApxnIn = Ay xn szorzas egységmatrixszal

BizoNYITAS. A fenti tulajdonsagok koziil csak az els6t és az utolsot bi-
zonyitjuk, a tobbit feladatként tiizziik ki, mert vagy hasonl6an, vagy még
egyszeriibben bizonyithatdak.

(a) Vizsgaljuk meg elGszor, hogy harom tetszSleges méatrix milyen
feltételek mellett szorozhato Ossze! Legyen A, xs, Buxv €8 Cixy, hédrom
tetszoleges matrix. Az (AB)C szorzatban AB csak s = u esetén végez-
hets el, és a szorzat tipusa m X v lesz. Ez C-vel csak akkor szorozhato,
ha v = t, és a szorzat m X n-es. Tehéat e szorzat csak akkor van értel-
mezve, ha B tipusa s x t. Hasonlo érveléssel ugyanezt kapjuk az A(BC)
szorzatrol is.

Az indexek kezelésének konnyitésére elég lesz a bizonyitast sorvek-
tor alaku A és oszlopvektor alakt C maétrixokra elvégezni, ugyanis az
(AB)C szorzat i-edik sordban és j-edik oszlopaban 4ll6 elem az AB i-
edik soranak, azaz az a;, B sorvektornak és C j-edik oszlopanak szorzata,
azaz (a;+B)c,;. Hasonloképp az A(BC) szorzat i-edik soraban és j-edik
oszlopaban all6 elem a;,(Bc,;).

Legyen tehat

bir bz ... bin c1

b21 622 . bgn Co
A:[al as am], B = , C=

b1 bm2 ... bmn Cn

Ekkor a szorzat 1 x l-es. El&szor szamoljuk ki az AB matrixot, ami

1 X m-es: [Zznzl arbpr > opeq akbre .. Yo akb;m]. Innen szamol-
va (AB)C-t:
C1
m m m C2 n m
> agbi Y akbz ... Y akbin| | .| = > arbuca.
k=1 k=1 k=1 : =1 k=1

Cn
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Hasonldan, el¢szor BC-t folirva, az A(BC) méatrixra kapjuk, hogy

211 buc
> o bzlcl m
[al as ... am] =t E ag

Zk 1 bmicy

Az utolso lépésben a bels§ szumma minden tagjat beszoroztuk ag-val, a
szamok kozti Osszeadas és szorzas kozti disztributivitast hasznalva. Vagy-
is mindkét oldalon olyan 6sszeg all, amely az Osszes arby;c; alaka szorzat
Osszege, csak a tagok csoportositdsa mas. |

Z bklcl> = Z Z apbricr.

=1 k=11=1

» Az asszociativitis kovetkezménye, hogy a tobbtényezss matrixszorza-
tokat nem kell zarojelezni, hisz barmelyik zardjelezés ugyanazt az ered-
ményt adja. Példaul

ABC = (AB)C = A(BC)

Az allitas igaz tObbtényez6s szorzatokra is, vagyis az A1A, ... Ay szor-
zat fiiggetlen a végrehajtas sorrendjétsl, de a tényezdk sorrendje nem
valtoztathato!

» Indukcioval bizonyithato, hogy a (g)-beli Gsszefiiggés t6bbtényezss
szorzatokra is fénnall, azaz

(AJAy. . AT =AT ATAT.

» Megjegyezziik, hogy az asszociativitas imént leirt bizonyitasa hasonlo-
an mondhat6 el, ha az A = [a;;] matrix nem csak 1 sorbdl, és a C = [¢y4]
matrix nem csak egy oszlopbdl all: ekkor a D = ABC szorzat i-edik sora-
nak j-edik elemére azt kapjuk, hogy az az 6sszes a;1brici; alaki szorzatok

Osszege, azaz
m n
E E aikbricyy.
k=1 1=1

Ez, és az ehhez hasonl6é szamtalan hasonl6 kifejezés vezette Einsteint
arra a felismerésre, hogy az indexelt valtozok szorzatainak Osszegében
a szumma jelek feleslegesek, hisz azokra az indexekre kell Gsszegezni,
amelyek legalabb kétszer szerepelnek, mig az egyszer szereplékre nem.
Tehat az el6z6 kettds szumma helyett irhatnank azt is, hogy

dij = aibricyy,

hisz a jobb oldalon 7 és j csak egyszer szerepel, igy k-ra és [-re kell Gssze-
gezni, azt pedig tudjuk, hogy k =1,...,mésl =1,...,n. Ezt a jelolésbe-
li egyszertisitést Finstein-konvencionak nevezik. Einstein ezt a relativitas
altaldnos elméletérdl irt hires dolgozataban hasznalta elszér 1916-ban.
A konvencidé hasznalata f6ként a lineéris algebra fizikai alkalmazéasaiban
terjedt el, mi e konyvben nem fogjuk hasznélni.

Matrix hatvanyozasa Csak a négyzetes méatrixok szorozhatok meg 6n-
magukkal, hisz ha egy m X n-es méatrix megszorozhat6 egy m x n-essel,
akkor m = n. Ezt figyelembe véve természetes moédon definialhato négy-
zetes matrixok pozitiv egész kitevés hatvanya:

AF=AA.. A

k tényezd

Kicsit elegansabban — rekurzioval — is definialhatjuk e fogalmat: A' := A
6s AP .= AFA.

Mivel a matrixszorzas asszociativ, mindegy, hogy milyen sorrendben
végezzik el a hatvanyozast. Ezzel igazolhato a kovetkezo két Osszefliggés
is:
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3.46. ALLITAS: HATVANYOZAS AZONOSSAGAI. Legyen A egy négyze-
tes matrix! Ekkor
(a) AkAm _ Aker,
k _ Akm
A latin eredetii precedencia sz6 eldz- (b) (A )m =A™
ményt jelent (lasd még precedens). A

precedencia elv a matematikaban fo- Ha ki akarjuk terjeszteni a hatvanyozast 0 kitevére is, kovessiik a precedencia-
galmak jelentésének olyan kiterjeszté- elvet, azaz olyan értelmet adjunk A%-nak, hogy a fenti dsszefiiggések ér-
sét jelenti, melynek soran a kordbban vényben maradjanak. Péld4ul tekintsiik az (a) azonossagot m = 0 esetén:
megismert tulajdonsagok, Osszefiiggé-

sek érvényben maradnak. AFAD — ARTO — AR

Ez minden A matrix esetén csak az egységmatrixra igaz, tehat
A’=1,,
ahol n a négyzetes A mérete.

» A valos szamoknal tanult, kiilonb6z6 alapi hatvanyokra érvényes azo-
nossag itt a kommutativitas hidnya miatt nem érvényes, azaz altalaban
(AB)* £ AFB*.

3.47. PELDA: MATRIX HATVANYOZASA. Szamitsuk ki az

0 1 3 |11
A_[l 0}, és a B—{O 1}

méatrixok k-adik hatvanyait!

MEGOLDAS. Szamoljuk ki A hatvanyait!
2 |0 1](0 1} |1 0
=g 1o =] 1)

azaz A? = I, ebbdl pedig latjuk, hogy A® = I,A = A, A* = A%A =
AA =1,,.... Tehat altalaban A% =T, és A% = A,

sz

dukcioval kényelmesen meg tudjuk oldani. El6szor szamoljuk ki A né-
hany hatvanyat:

R R ESOS i B

Ebbdl azt sejtjiik, hogy AF = [§%]. Ha be tudjuk latni ennek az dssze-
fiiggésnek az 6roklgdését k-rol k + 1-re, akkor kész vagyunk. Mas szdval
meg kell mutatnunk, hogy ha A" = [1 %], akkor AF"! = [1¥+1]. Ezt a
kovetkezs szorzas elvégzése igazolja:

k+1_k_1k311_1k+1
A _AA_[O 1][01_0 1

Miutan matrixok linearis kombinacidja és négyzetes matrixok egész
kitevGs hatvanya értelmezve van, ezért négyzetes matrixokra is definial-
hatjuk skalar egyiitthatés polinom helyettesitési értékét. Legyen

p(x) = akxk + ak—lwk_l +...+ a2x2 + a1+ ag

egy skalar egyiitthatos polinom. A p polinom X € R™ " helyen vett
helyettesitési értékén a

p(X) = apXF + ..+ aX®+ a1 X + aol,

matrixot értjiik.
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3.48. PELDA: POLINOM HELYETTESITESI ERTEKE. Legyen

1 2 -3
C=1|2 3 —4
3 4 —6

Mutassuk meg, hogy p(C) = O, ha p(z) = 23 + 222 — 1.

MEGOLDAS. A p(C) = C? + 2C? — I miiveleteit elvégezve kapjuk, hogy

9 8 —14 —4 -4 7 100
p(C)=C*+2C*-1=|8 7 —12|+2|-4 -3 6/—-1]0 1 0
14 12 -21 -7 —6 11 00 1

I
coco
coco
coco

A transzponalas tulajdonsagai A kovetkezd tétel a transzponéalés és a
tobbi miivelet kapcsolatarol szol:

3.49. TETEL: TRANSZPONALAS TULAJDONSAGAI. A és B legyenek
azonos tipusu méatrixok, c tetszéleges skalar. Ekkor

(a) AT)T = A,

() (A+B)T = AT + BT,
(c) (cA)T = cAT,

(d) (AB)T = BTAT.

BI1zONYITAS. Az els6 harom Gsszefiiggés magatol értet6ds, csak az utol-
sot bizonyitjuk.

El6szér megmutatjuk, hogy ha (AB)7 elvégezhets, akkor BT AT is.
Az m x t tipust A és a t X n tipusa B szorzata m x n-es, transzponaltja
n X m-es, igy az n X t tipusu BT 6s a t x m-es AT Gsszeszorozhatok,
szorzatuk n x m-es, igy a tételbeli egyenlGség két oldalanak tipusa azonos.

A tétel azon alapul, hogy két tetszéleges u, v vektorra u’v = viu.
Ezt az Osszefliggést a *-gal jelolt egyenlségnél fogjuk hasznélni. Az
(AB)7 i-edik soranak j-edik eleme

((AB)T),, = (AB);; = (A),, (B)

ij J* *7 "

A BTAT j-edik soranak j-edik eleme

p7), - (), (7)., = 40,

ij
Tehat (AB)T = BTA”. |

> A tétel (b) pontjanak indukcioval kénnyen bizonyithaté kovetkezme-
nye, hogy tobbtagu Osszeg transzponaltja megegyezik a transzponaltak
Osszegével. A (c) pontot is figyelembe véve kapjuk, hogy méatrixok linearis
kombinaciojanak transzponéltja megegyezik a méatrixok transzponéltjai-
nak azonos linearis kombinaciéjaval, azaz

(ClAl +cAs+ ...+ CkAk)T = ClA{ + CgAg + ...+ CkAg.

» A tétel (d) pontjara ,szemléletes igazolas” is adhato, ami leolvashato
az alabbi abrarol.



A szamitastechnikdban gyakran talal-
kozunk a miiveletek infiz jelclése mel-
let a prefic vagy lengyel és a postfix
vagy forditott lengyel jeldlésével is. A
prefixnél a miiveleti jel az argumentu-
mai el6tt, a postfixnél utan van. Pél-
daul a (3+4) -2 kifejezést a prefix jelo-
lést hasznélé Lisp nyelvesalad nyelvei-
ben a
(x (+ 34)2)

koéd, mig példaul a postfix jelolést
hasznélé PostScript nyelvben a

3 4 add 2 mul

kod szamitja ki. (A PostScript nyelv-
vel talalkozhatunk a PDF forméatu-
mu fajlokban is.) Ugyanez a formu-
la a komputer algebra nyelvek koziil a
Mapleben prefix médon

x4 (4+¢(3,4),2)
a Mathematicaban
Times [Plus[3,4],2]

alakot Olt.
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3.5. MAtrix inverze

Lehet-e mdtrizszal osztani, és ha igen, meqg tudjuk-e vele oldani az Ax = b
egyenletrendszert ugy, ahogy az ax = b egyenletet megoldjuk az a-val vald
osztdssal?

Az inverz Korabbi tanulmanyainkban megtanultuk, hogy az ésszeadéas
és a szorzas invertalhaté miiveletek, inverzeik a kivonas, illetve az osztés.
De mit is jelent ez pontosan, és vajon a matrixmiveletek invertalhatoak-
e?

Egy H halmazon értelmezett kétvaltozos (méas szoval binaris) mdvele-
ten egy H? — H fiiggvényt értiink, azaz a miivelet H-beli elempérokhoz
H-beli elemet rendel. Példaul a valos szamok Gsszeadéasa esetén e fligg-
vény valos szampéarhoz valos szamot rendel, mondjuk a (3.7,6.9) szam-
parhoz a 10.6-ot. Irhatjuk tehat, hogy a '+’ jellel egy olyan fiiggvényt
jeloliink, melyre

+:R* - R: (a,b) — a+b.

A fiiggvényeknél szokasos prefix ,,+(a, b)” jelolés helyett mtiveleteknél az
un. infix jelolést hasznaljuk, azaz a + b-t irunk (lasd errdl még a széljegy-
zetet).

3.50. DEFINICIO: INVERTALHATO MUVELET. Legyen © egy H-n értel-
mezett kétvaltozos mivelet. Azt mondjuk, hogy e miivelet invertalhato
a H egy R részhalmazan, ha barmely a, b, c € R elem esetén az

a®@x =", y@a=-c

egyenletek mindegyike megoldhato, azaz vannak olyan x,y € H elemek,
melyek kielégitik a fenti egyenleteket.

Ha a definiciébeli ® kommutativ mitivelet, akkor elég a fenti két egyenlet
egyikét tekinteni. Mivel azonban a méatrixszorzas nem kommutativ, mi
az altaldanosabb esetet vizsgéljuk.

Az 6sszeadas invertalhato a valos szamok halmazan, azaz itt H = R =
R, mert minden a +x = b és y + a = ¢ egyenlet megoldhat6 a valésok
kozt. Ugyanakkor példaul a valosok szorzésa csak a nemnulla szamokon
invertalhato, azaz itt H = R, R =R\ {0}, mert aza-z =bésazy-a=c
egyenletek a = 0 esetén nem oldhatok meg. Lathato, hogy ha H = R™*"
az azonos tipusi matrixok halmaza, akkor az 6sszeadas invertalhat6 ezen
a halmazon, és az

A+X =B, Y+A=C
egyenletek megoldasai X = B — A, illetve Y = C — A.

Elemi ismeret, hogy az a + x = b egyenlet megoldasdhoz elég ismerni
a ellentettjét, és azt adni b-hez, az axr = b egyenlet megoldasahoz elég
ismerni a reciprokdt, és azzal szorozni b-t. Ez vezet a kovetkez6 definici-
6hoz:

3.51. DEFINICIO: ELEM INVERZE. Legyen ® egy H-n értelmezett két-
valtozos miivelet, és tegyiik fel, hogy van H-ban egy olyan e elem, hogy
minden a elemre a ©® e = ¢ ® a = a. Azt mondjuk, hogy a ® miiveletre
nézve a inverze b, ha

a®@b=bo®a=ce.

A valosok Osszeadéasara nézve az e elem szerepét a 0, a szorzisra nézve
az 1 jatssza. Az a inverze az Osszeadésra nézve — ezt nevezzilk additiv
inverznek —a —a szam, mig az a inverze a szorzasra nézve — ezt nevezziik
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multiplikativ inverznek vagy reciproknak — az 1/a vagy a~' szam. Az

elemek inverzei segitségével a miivelet invertalasa konnyen elvégezhetd,
példaul az a+z = b megolddsa x = —a+b, az ax = b megoldasa x = a~'b.

Eszerint a matrixok (multiplikativ) inverzén olyan B matrixot kell ér-
teni, mely kielégiti az AB = BA =1 egyenletet. Azt reméljiik, hogy igy
a szorzés invertalhatova valik, és igy példaul az Ax = b egyenlet kénnyen
megoldhato lesz mindkét oldal B-vel (balrdl!) valo beszorzasaval, ugyanis
BAx = Bb, amib6l BA =1 miatt x = Bb.

Kérdés még, hogy matrix inverzét jeldlhetjiik-e a —1-edik kitevére
emeléssel? A valaszt erre is a precedencia elv adja. Ha értelmezhetd
a negativ kitev6ji hatvany, akkor a 3.46. tétel érvényességét megtartva
A~! olyan matrix kell hogy legyen melyre A”'A = A7 = A0 =Tés
ugyanigy AA™' = A" =AY =1

Végiil, minthogy a méatrixok kozti miveleteket is a szamok kozti mi-
veletek tablazatokra vald kiterjesztésén keresztiil vezettiik be, elvarjuk,
hogy az 1 x 1l-es méatrixok inverze essen egybe a szdmok multiplikativ
inverzével, azaz ha A = [a], akkor A~" = [a~'] = [1/a] legyen igaz.

E t6bbfeldl kozelits bevezetés utan a definicio:

3.52. DEFINICIO: MATRIX INVERZE. Legyen A egy n X n-es métrix.
Azt mondjuk, hogy A invertdlhatd, ha létezik olyan B métrix, melyre

AB=BA-=1,.

A B matrixot A inverzének nevezziik, és A~ '-nel jeldljiik. A nem
invertalhaté matrixot szinguldrisnak nevezzik.

» Vilagos, hogy ha A inverze B, akkor B inverze A.

» A definiciobol nem deriil ki, hogy egy matrixnak lehet-e tobb inverze,
és hogy a matrix milyen tulajdonsaga befolyasolja invertalhatosagit. E
kérdésekre hamarosan valaszt adunk.

3.53. PELDA: MATRIX INVERZE. Tekintsiik az

2 1] 13 -1
A—L,) 3], és a B—{_5 2}

matrixokat. Szamoljuk ki az AB és a BA szorzatokat!

| S BB R R

Eszerint A inverze B, és ugyanakkor B inverze A.

3.54. PELDA: SZINGULARIS MATRIX. Mutassuk meg, hogy az
2 1
A=l

MEGOLDAS. Az A matrix szinguléris, ha nem invertalhato, azaz ha nincs
olyan X matrix, hogy AX = XA = I,. Mar az is elég, ha megmutatjuk,
hogy az AX = I sosem allhat fonn! Vegyiik észre, hogy X-nek négy
eleme van, igy X meghatarozasa egy 4-ismeretlenes egyenletrendszerre
vezet. Valoban, ha X = [¢ 7], akkor az AX = I egyenlet a kovetkezd
szimultan egyenletrendszerrel ekvivalens:

matrix szingularis.

2u+ w=1 20+ z=0
6u+ 3w =20 6v+3z=1

Ennek bévitett matrixat elemi sormtveletekkel 1épcsés alakra hozzuk

2110:>21 1 0
6 3|0 1 0 0]-3 1
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Ebbdl latjuk, hogy az egyenletrendszerek legalabb egyike nem oldhato
meg, tehat nincs ilyen X maétrix, vagyis A nem invertalhato! |

Egy négyzetes A matrixot nilpotensnek neveziink, ha van olyan k
pozitiv egész, hogy
AF =o0.

Példaul az [ ~] 5] métrix nilpotens, mert [~735]% =[99].

3.55. PELDA: I—A INVERZE NILPOTENS A ESETEN. Mutassuk meg, ha
A nilpotens, azaz valamely pozitiv k-ra A¥ = O, akkor I— A invertalhato,
és inverze I+ A + A2+ ...+ AFL

MEGOLDAS. Megmutatjuk, hogy (I— A)I+A +A% 4. .+ AF ) =1

I-A)T+A+A%+.. . +AFY

=I+AFA . A A AT AR AT
=I— A"
=1

Az (T+A+A%+..  + Ak_l)(I — A) =1 6sszefiiggés ugyanigy bizonyit-
hato. |

Elemi matrixok inverze Minden R elemi sormiivelethez van egy olyan
R’ sormiivelet, hogy az R sormiivelettel atalakitott matrixot az R’ vissza-
alakitja (1d. 2.2.1. feladat). Nevezziik ezt az R’ sormtveletet az R sor-
miivelet inverzének. Konnyen ellendrizhets, hogy az S; «+» S; sormtivelet
inverze dénmaga, a ¢S; inverze %Sh és S; + ¢S; inverze S; — ¢Sj.

3.56. ALLITAS: SORMUVELET INVERZENEK MATRIXA. Minden elemi
matrix invertalhatd, nevezetesen egy sormiivelet elemi matrixédnak in-
verze megegyezik a sormtvelet inverzének elemi matrixaval.

A bizonyitashoz elég belatni, hogy egy sormiivelet és az inverz sormiivelet
maétrixainak szorzata az egységmaétrix. Az altalanos bizonyitas végiggon-
dolasat az Olvasora hagyjuk, itt csak egy-egy konkrét esetet mutatunk
meg, nevezetesen 3 X 3-as matrixokon az Sy <> S3, a 35, és az S + 453
sormtiveletek és inverzeik méatrixanak szorzatat:

1 0 0] 1t 0 0 100
00 1|0 0 1|=]0 1 0],
01 0f/[0 10 001
1 0 0]t 0 0 1 0 0]t 00 1 00
0 3 0/]{0 & 0ofl=1]0 3 0[|0 3 0fl=]0 1 oOf,
0 0 1J[0 0 1 00 1 0 1 001
1 0 411 0 —4 1 0 —4][1 0 4 100
01 0[|01 ofl={01 o0/f0 1 0=0120
00 1J][0 0 1 00 1J][0 01 001

Az inverz kiszamitasa A négyzetes A matrix inverzének kiszamitasahoz
meg kell oldani az AX = I métrixegyenletet, ami egyuttal egy szimultan
egyenletrendszer is, és az elemi sormitiveletekkel megoldhato.

Elsbb azonban két kérdésre valaszolnunk kell: (1) nem fordulhat-e
eld, hogy A-nak tobb inverze is van, és (2) nem fordulhat-e el6, hogy az
AX = I matrixegyenlet megoldhat6, de a megoldas nem tesz eleget az
XA = Imatrixegyenletnek? Négyzetes matrixok esetén mindkét kérdésre
nem a valasz, ami azt jelenti, hogy matrix invertalasahoz elég az AX =1
maétrixegyenlet megoldasal
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3.57. TETEL: AZ INVERZ EGYERTELMUSEGE. Ha a négyzetes A mét-
rixhoz 1étezik olyan ugyancsak négyzetes B és C matrix, hogy AB =
CA =1, akkor B = C. Ennek kovetkezménye, hogy egy matrixnak
legfoljebb csak egy inverze lehet.

B1zoNyiTAS. C = CI = C(AB) = (CA)B = IB = B, ami igazolja az
els allitast. Ha A-nak B és C is inverze volna, fonnéllna az AB =1 és
a CA =1 egyenlGség is, de ekkor B = C, tehat az inverz egyértelmid. W

3.58. TETEL: AZ INVERZ LETEZESEHEZ ELEG EGY FELTETEL. A
négyzetes A matrix pontosan akkor invertalhato, ha létezik olyan B
matrix, hogy az AB =1 és a BA = I feltételek egyike teljesiil. Masként
szolva, a fenti két feltétel barmelyikének teljesiilése maga utan vonja a
maésik teljestilését is!

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy ha a négyzetes A és B matrixok ki-
elégitik az AB = I egyenletet, akkor BA = I is fonnall, azaz A és B
inverzek.

Tekintsiik az AX = I matrixegyenletet. Ezt gy oldjuk meg, hogy
az [A|I] matrixot redukalt lépcsés alakra hozzuk. Ha ez [I|B] alaku,
akkor B az AX = I egyenlet megoldasa, ezért AB = I fennall. A
redukalt 1épcsds alakban zérus sor nem keletkezhet, mert a matrix jobb
oldalat az I matrixbol kaptuk, ami redukalt 1épcsés alak, s igy egyértelm.
Ha elemi sormiiveletekkel zérus sort kapnank a jobb oldali félméatrixban,
akkor volna olyan redukalt 1épcsés alakja is, mely zérus sort tartalmazna,
ami ellentmondés. Ha csak a méatrix bal felén kapnank zérus sort, akkor
az AX = I egyenletnek nem lenne megoldéasa, vagyis nem allhatna fenn
az AB =T egyenl@ség sem.

Ezutan megmutatjuk, hogy BA = I. Ehhez tekintsik a BY = 1
matrixegyenletet. Ennek megoldasahoz a [B|I] matrixot kell redukalt
lépcs6s alakra hozni. A el6z6ekbdl tudjuk, hogy elemi sormiiveletekkel
az

[A[l] = [1B]

atalakitas megvalosithato. Az atalakitas lépéseinek inverzeit forditott
sorrendben elvégezve az

[1|B] = [A[I]

transzformaciot kapjuk. Itt minden lépésben folcserélve a két részmétri-
xot a kivant

[B|I] = [T|A]
atalakitast kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a BY = I méatrixegyenletetnek,
az Y = A megoldasa, azaz BA =1. |
Osszefoglalva:

3.59. KOVETKEZMENY: INVERZ KISZAMITASA ELEMI SORMUVELE-
TEKKEL. A négyzetes A métrix inverze kiszamithato, ha az [A|I] mat-
rixot elemi sormitiveletekkel [I|B] alakra hozzuk, ekkor A inverze B lesz.
Ha A redukalt lépcs6s alakja nem az I méatrix, akkor A nem invertal-
hato.

3.60. PELDA: AZ INVERZ KISZAMITASA. Szamitsuk ki az

A=1(2 3 4 ésa B=
3 4 6 3210
4 3 2 1

matrixok inverzét!
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MEGOLDAS. A kikiiszébdléssel oszloponként haladva:

1 2 3]1 0 0 1 2 3| 1.0 0
2 3 4/0 1 0l=10 -1 —=2|-2 1 0] =
3 4 6|0 0 1 0 -2 -3|-3 0 1
1 0 —-1]-3 2 0] 10 0/-2 0 1
01 2] 2 -1 0/=1]010| 0 3 =2
00 1] 1 -2 1 00 1] 1 -2 1
Tehat
-2 0 1
At=| 0 3 -—2f.
1 -2 1

1 0 0 0|1 0 O O 1 0 0 O 1 0 0 O
2 1 0 0|0 1 0 O N 01 0 0|-21 00 N
321 0|0 0 1 0 0 21 0|-3 010
4 3 2 110 0 0 1 0 3 2 1|—-4 00 1
1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 0
01 0 0]-2 1 0 0 N 01 0 0]-2 1 0 0
0 0 10 1 -2 1 0 0 010 1 -2 1 0
00 2 1 2 -3 0 1 0 0 01 0 1 -2 1
Tehat
1 0 0 0
1|2 1 0 0
B = 1 -2 1 0
0 1 -2 1

3.61. TETEL: 2 x 2-ES MATRIX INVERZE. Az A = [¢ %] matrix ponto-
san akkor invertalhato, ha ad — be # 0, és ekkor

Al e b0 1 [d —b
e dl ad—be|—c a|’

B1zonviTAs. Azt, hogy az A matrixnak valoban a fenti matrix az inver-
ze, egyszerd matrixszorzassal ellendrizhetjiik. Azt, hogy az ad — bc # 0
feltétel az invertalhatosagnak elégséges feltétele, a képlet bizonyitja. A
feltétel sziikségességének belatdsahoz vegyiik észre, hogy ad — bc = 0,
azaz ad = bc pontosan akkor all fenn, ha A egyik sora a masik skalarszo-
rosa. Ekkor viszont az egyik sor kinullazhato, vagyis az A métrix nem
alakithat6 elemi sormitiveletekkel az egységmaétrixba. |

Az inverz tulajdonsagai

3.62. TETEL: AZ INVERZ ALAPTULAJDONSAGAI. Tegyiik fel, hogy A
és B egyarant n x n-es invertalhaté matrixok, ¢ # 0 skalar és k pozitiv
egész. Ekkor igazak a kovetkezdk:

—1 . ’ A LG 11
(a) A™! invertalhato, és inverze (A 1) =A,
(b) cA invertalhato, és inverze %A_l,
(¢c) AB invertalhato, és inverze B"'A™!,
(d) A* invertalhato, és inverze (Ak) = (A_l) , definici6 szerint ezt
értjiik A~"-n,

(e) AT invertalhato, és (AT)71 = (A_l)T.
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B1zONYITAS. Az allitdsok mindegyikét bizonyitjuk:

(a) A~!invertalhato, ha van olyan B matrix, hogy A"'B = BA™! = 1.
Ilyen matrix viszont van, hisz A invertalhato, és inverzére A7TA =
AA™! = 1. Eszerint a B = A valasztas megfelel, és A™! inverze A.

(b) A (cA)(EA™Y) = (c- L)(AA™") =1 szorzat bizonyitja az allitést.

(c) Az
(ABYB'A™H=ABB HA ' =AA ' =1

szorzat bizonyitja, hogy AB invertalhato, és inverze B"'A ™!,
-1
(d) Az (Ak) = (A_l)k egyenlGség igaz volta a

AA. . AATTA L ATT=ATTATE  ATTAA L AT
—— —

k tényezs k tényezd k tényezd k tényezs

felirasbol leolvashat6, mert a szorzatok kézepén 1évs két matrix szor-
zata mindig I, ami elhagyhat6, és e 1épést k-szor ismételve végiil a
kivant eredményt kapjuk:

AA...(AA DA L ATT=AA  AAT AT = =1
—_———  ———
k tényezd k tényezd k—1 tényez8 k—1 tényezd

(e) Ha A invertalhato, akkor AA™" = A™'A =1, és ennek transzpo-
naltjat véve az

T

(AN AT=AT(A ) =1T =1

-1
egyenlGségbdl leolvashatd, hogy AT invertalhato, és inverze (AT>
(A", n

» A (c) allitds indukcioval altalanosithaté véges sok matrix szorzaté-
ra: ha az azonos méretd négyzetes A1, Ao,...A,, matrixok mindegyike
invertalhato, akkor szorzatuk is, és

(AjAy.. . An) ' =A7L AIATL

> A (c) allitasbeli Osszefiiggéshez hasonléval talalkozhatunk a Rubik-
kocka forgatasa kozben is. Jelolje A az egyik oldal derékszoggel valod
elforgatasat, és B egy masik oldalét. E két forgatas egymas utan valod
elvégzésével kapott transzformaciot tekintsiik a két forgatas szorzatanak,
legyen tehat ez AB. E transzforméciot invertalni akarjuk, azaz vissza
akarjuk allitani az eredeti allapotot, azaz azt az (AB)~! transzformaciot
keressiik, melyet AB utan elvégezve az identikus (egy kockat sem mozga-
t6) transzforméciot kapjuk. Vilagos, elébb a B transzformacié inverzét
kell végrehajtani, majd azutan az A inverzét, azaz (AB)~! = B~1A~L

> Az AP (d) pontbeli definicidja is a precedencia elvbdl kiovetkezik,
példaul az A™A"™ = A™T" Ssszefiiggés kiterjesztése negativ kitevére az
A*AF = A formulahoz vezet, amibél azt kapjuk, hogy A~% = (Ak)_l.

3.63. PELDA: INVERZ TULAJDONSAGAINAK ALKALMAZASA.
A 3.60. példa maétrixainak inverzét hasznalva szamitsuk ki az alab-
bi matrixok inverzét!

100 0 2 4 6 8
oo o 2100 024 6
o 1 el [B2rol foo o2 af

43 2 1 000 2
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MEGOLDAS. A feladatban megadott méatrixok kifejezhet6k a 3.60. pél-
dédban megadott A és B matrixokkal. A harom invertidland6é matrix:
3A, B2, 2A”. Ezek inverzei az el6z6 tétel szerint rendre %Afl, (B™1)?,
%(B_l)T. Tehat a harom inverz:

-2 0 1 —2 o i
1 1 3
(3A)—1=§A*1=g 0 3 =2|=| 0 1 —%
1 -2 1 i -2 2
3 3 3
1 0 o0 0] 1 0 00
_ _ -2 1 00 -4 1 00
B '=B1)?= =
1 =2 10 6 -4 1 0
0 1 -2 1 —4 6 -4 1
1 0 o0oo0]" [+ -1 L 0
_ 11-2 1 0 0 o L -1 1%
-1 _ -~ 1T:7 _ 2 2
(QA)_<B)21—2 10 0o 0 % -1
0 1 -2 1 0o 0 0 3

Az invertalhatésag és az egyenletrendszerek megoldhatésaga A ko-
vetkezd tétel a matrixok invertalhatosigét, az egyenletrendszerek megol-
déasanal hasznalt elemi sormiiveleteket és az egyenletrendszerek megold-
hatosagat kapcsolja Gssze.

3.64. TETEL: AZ INVERTALHATOSAG ES AZ EGYENLETRENDSZEREK.
Adva van egy n X n-es A matrix. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

(a) A invertalhato;

(b) az AX = B maétrixegyenlet barmely n x t-es B maétrixra egyértel-
miien megoldhato;

(c) az Ax = b egyenletrendszer barmely n dimenziés b vektorra egyér-
telmtien megoldhato;

(d) a homogeén linearis Ax = 0 egyenletrendszernek a trivialis x = 0 az
egyetlen megoldasa;

(e) A redukalt lépcsds alakja I;

(f) A eléall elemi matrixok szorzataként.

B1zoNYITAS. Az allitasok ekvivalenciajat az (a) = (b) = (¢) = (d) =
(e) = (f) = (a), implikaciok igazolasaval bizonyitjuk.

(a) = (b): Legyen tehat A invertalhato és legyen B egy tetszdleges
n x t méret matrix. Ekkor az AX = B egyenlet mindkét oldalat A ~'-
gyel balrél szorozva kapjuk, hogy A"'AX = A7!'B, azaz X = A™'B. Ez
azt mutatja, hogy egyrészt a matrixegyenletnek van megoldésa, méasrészt
hogy mas megoldasa nincs, mivel igy minden megoldas megkaphato, és
A inverze egyértelm.

(b) = (c): Nyilvanvalo a B = b valasztéssal.

(¢) = (d): Nyilvanvalo a b = 0 valasztassal.

(d) = (e): Egy n-ismeretlenes, n egyenletbdl all6 homogén linearis
egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmien, ha egyiitt-
hatomatrixanak redukalt 1épcsés alakja I,,.

(e) = (f): Ha A redukalt lépcsss alakja I,,, akkor létezik elemi sor-
miiveletek olyan sorozata, mely az A = I,, transzforméaciot elvégzi. Je-
16]je az elemi sormiiveletekhez tartozé elemi matrixokat Eq,. .. Ex. Ekkor
tehat E\Ey...ExA = I,. Tnnen A kifejezhets az E; '-nel,... E, '-nel
balrol valé beszorzés utén:

A=E'. . E;'E/"

Elemi matrixok inverze elemi matrix, tehat A el6all elemi métrixok szor-
zataként.
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(f) = (a): Az A =E; .. .E;'E]" matrix minden tényezsje inver-
talhato, mivel mindegyik elemi matrix, igy szorzatuk is, és az inverz

A"'=EE,...E,.

» A tétel sok pontjanak ekvivalenciaja azt jelenti, hogy koziiliik barmely
kettore igaz, hogy ,az egyik pontosan akkor igaz, ha a mésik”. Példaul
,»A pontosan akkor invertalhato, ha az Ax = b egyenletrendszer minden
b vektorra egyértelmtien megoldhato”.

» Kés6bb megmutatjuk azt is, hogy A pontosan akkor invertalhato, ha
az Ax = b egyenletrendszer minden b vektorra megoldhat6. Azaz az
egyértelmiiség a feltételbdl kihagyhato. Masként fogalmazva, ha Ax = b
minden b vektorra megoldhato, akkor a megoldas minden b-re egyértel-
m.

3.65. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA MATRIXINVERTALAS-
SAL. Oldjuk meg az
2+ y=2

5t + 3y =3
egyenletrendszert matrixinvertalassal.

MEGOLDAS. Az egyiitthatomatrix és inverze a 3.61. tétel szerint

21 4 [ 3 -1
A-fa -l

igy az ismeretlenek (x,y) vektorara

MR I e ]

3.66. PELDA: MATRIXEGYENLET MEGOLDASA MATRIXINVERTALAS-
SAL. Oldjuk meg az AX = B matrixegyenletet, ahol

2 1] 13 2
AL% 3} s B[4 3 1]'

MEGOLDAS. Az A matrix megegyezik az el6z6 feladatbeli matrixszal,
igy tudjuk, hogy invertalhato, és ismerjik az inverzét. Az AX = B
matrixegyenlet megoldasa:

i [3 <11 3 2] [-1 6 5
X=A B_{5 2“4 3 1}_[ 3 -9 8]'

» Megjegyezziik, hogy linearis egyenletrendszert matrixinvertalassal rit-
kan oldunk meg, mert miiveleigénye valamivel nagyobb, mint az egyszert
kikiiszobolésnek.

3.67. PELDA: MATRIX ELEMI MATRIXOK SZORZATARA BONTASA.
Bontsuk fel az A = [§ g] matrixot elemi matrixok szorzatara!

MEGOLDAS. A 3.64. tétel bizonyitasanak (e) = (f)lépése szerint ha egy
A métrixot elemi sormitveletekkel az egységmétrixba lehet transzformal-
ni, akkor az elemi sormiiveletek inverzei forditott sorrendben elvégezve az
I-t A-ba transzformaljak. Ez viszont azt jelenti, hogy a hozzajuk tartozo
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elemi matrixok szorzata épp A.

Elemi sormiveletek Elemi matrixok Elemi méatrixok inverzei
s 3
3 5 - -
A T - I gl O
-3 1 3 1
b .
0 -1 - .
1 0 1 1 0
P
F 2} 0 1] 0 1
0 1 - .
1 =2 -1 |1 2
(3 S1 =285, E; = 1] E; _{O J

i

A fenti atalakitas nyoman tehat E3EsEj A = I, amibl A = E;'E; 'E; Y,

R T IEN!

igy A-t harom elemi matrix szorzatara bontottuk. |

Invertalhatdsag, bazis, baziscsere A 3.64. tétel szerint a négyzetes
A matrix invertalhatosaga azzal ekvivalens, hogy a homogén lineéris
Ax = 0 egyenletrendszernek a trivialis az egyetlen megoldasa. Mivel
Ax az A oszlopvektorainak egy linearis kombinacioja, ezért ez azt jelen-
ti, hogy a nullvektor csak egyféleképp all el6 A oszlopvektorainak linearis
kombinaciojaként, a trividlis modon. Tehat A oszlopvektorai linearisan
fliggetlenek! Ez egyuttal azt is jelenti, hogy A oszlopvektorai bazist alkot-
nak, és hogy r A = n. Felhasznalva a 2.77. tételt, mely szerint a sortér és
az oszloptér dimenzidja megegyezik a ranggal, a kovetkez§ tételt kapjuk:

3.68. KOVETKEZMENY: INVERTALHATOSAG ES BAZzIS. Adva van egy
valos n x m-es A matrix. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

(a) A invertalhato;

(b) A oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek;

(¢) A oszlopvektorai bazist alkotnak R”-ben;

(d) A sorvektorai linearisan fliggetlenek;

(e) A sorvektorai bazist alkotnak R™-ben;
(f)rA=n.

Legyen B = {bj,bs,...,b,} é&s C ={cy,ca,...,c, } az R" két bazisa,
és jelolje Xo.p a B-16l C-re, Y. ¢ a C-r6l B-re valo attérés matrixat.
Legyen tovabba v a tér egy tetszbleges vektora, a B bazisbeli alakja [v]p.
A 3.31. tétel szerint

[Vle = Xcep[V]e, ¢ [v]le=Yps_c[V]c.
A masodik egyenletbe helyettesitve az els6t kapjuk, hogy
Vle = Yp—cXc—B[V]B,

azaz Y p._cXc. p minden vektort onmagaba visz, tehat egyenls az egy-
ségmaétrixszal, vagyis Yp. ¢ és X¢o.p inverzei egymasnak.

3.69. TETEL: AZ ATTERES MATRIXANAK INVERZE. Ha B =
{by,bs,...,b,} és C = {cy,ca,...,c, } az R"™ két bazisa, akkor a
B-r6l C-re valo attérés Xo.p maétrixa, valamint a C-r6l B-re va-
16 attérés Yp. ¢ matrixa is invertalhato, és egymaés inverzei, azaz
XELB = Y p. ¢ vagy mas alakban X¢c. gYp. ¢ =1,.
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3.70. PELDA: AZ ATTERES MATRIXANAK INVERZE. Az R? egy B =
{b1, by, b} bazisaban felirtuk a standard egységvektorokat:

1 1 1
i=[1] , j=|2| ., k=3
1 2 4

B B B

Irjuk fel B bazisvektorainak standard béazisbeli koordinatas alakjat!

MEGOLDAS. Jeldlje F a standard bazist. Ennek vektorait kifejeztiik a
B bazis elemeivel, az ezekbdl képzett matrix tehat az E «— B attérés

matrixa, azaz

Ennek inverze a keresett matrix:

-1
Ypp=Xg . p=

Igaz — hamis

1° A négyzetes A matrix pontosan akkor invertalhato, ha
elemi sormiiveletekkel megkaphat6 az I matrixbol.

2°* Ha elemi sormiiveletek A-t B-be viszik, akkor az inverz
sormiiveletek B-t A-ba viszik.

3°® Ha elemi sormiiveletek A-t B-be viszik, akkor az inverz
sormiiveletek forditott sorrendben végrehajtva B-t A-ba
viszik.

Miiveleti azonossagok
4° Egy algebrai kifejezésben végrehajtjuk az alabbi helyet-
tesitést:

u=3x1 + 2x2 +4x3

v= x1—3T2+ x3

w=2x1 — T2 — 33
Irjuk fel e linearis helyettesitést matrixszorzatos alak-
ban. Legyen (u® + v 4+ w?)(2u — v — w) az a kifejezés,
melyben a helyettestést elvégezziik. Irjuk fel e kifejezést

a helyettesités el6tt és utan matrixmiiveletek segitségé-
vel!

Helyettesités el6tt:
uu [2 -1 —1} u.
Az u = Ax helyettesités elvégzése utan

xTAT Ax [2 -1 —1} Ax,

ahol
T Ul 3 2 4
x=|x2|, u= |uz|, A=1|1 -3 1
I3 us 2 —1 -3

11 1

Xpep=|1 2 3

1 2 4
11 177" 2 —2 1
1 2 3 =|-1 3 —2f.
1 2 4 0 -1 1

Szamitasi feladatok Bontsuk fel a kévetkezé matrixokat
elemi méatrixok szorzatara!

5

B

11

:
=l b el

1 -1
1 1
-1 [t o]frt o]fr -1
1 1 10 2|0 1
2 4
3 8
41 2 o]fr o]t o][1 2
8 [0 1] |3 1][0 2/[0 1
2 0 4
0 2 0
3 2 7
0 4 2 0] [t 0o O]t 0 0]t 0 O
2 0/=1]0 1 of 0o 1 0 2 offo 1 0
2 7 0 13 0 1]]0 0 1] [0 2 1
11 2
1 2 2
2 4 5
1 2 1 0] [t o 0]t 0o 0]t 0 2
2 2(=1{1 1 0ff0 1 0|0 1 0[]0 1 O
4 5 0 12 0 1] |0 2 1]]0 0 1

Hatarozzuk meg az Osszes olyan 2 X 2-es A matrixot,
melyre A% = O. Masként fogalmazva hatarozzuk meg a
nullméatrix 6sszes négyzetgyokét!

o

o

o =

o
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Legyen A = [2}]. Négyzete a zérusméatrix, azaz

2 _|la bjla b] _ _ 100
Ai[c d]{c d}i 7{0 0}
Innen vagy a = d = 0 és ¢ vagy d legalabb egyike 0, vagy
a#0,c#0éb=—d’/c,d= —a.

12° Szamitsuk ki az

[a2+bc

b(a + d)]
c(a+d)

be + d2

matrix k-adik hatvanyait!

A feladat érdekes, mert abban a Fibonacci sorozat elemei
bukkannak fol. Ez az fo = 0, fi = 1, fit1 = fe + fr—1
egyenlGségekkel definidlt sorozat, melynek els6 néhény tagja:
0,1,1,2 3,5,8, 13, 21,.... Tekintsiik B néhany hatvanyat:

(0 1j |0 1] |1 1f _|fr fo
Sl 1 R R |
o |1 1o 1 {1 2] [f2 fs
i S| O B
Ennek alapjan azt sejtjiik, hogy

n o __ fnfl fn
AT = |: fn fn+1:|‘

Az allitas n = 1,2, 3 esetén igaz, és n-rél 6roklédik n + 1-re,
ugyanis

n+1l _ n _ fnfl fn 0 1
R WA |

fn+1 :|

_ fn fn+1:|
fn+fn+l ’

bfn )|
f’ﬂfl + f’n fn+l fn+2

konvenciét hasznéalva.

C = AB Einstein-konvenciéval: c;; = aixbr;.

Blokkmatrixok

14° Mutassuk meg, hogy ha A és D invertalhaté matrixok,
akkor a kovetkez$ un. blokkdiagonalis matrix invertal-

hato6, és inverze
A o' A O
O D “lo D
tovabba tetszbleges, de megfelels tipusi B méatrix esetén
A B]' [A!
O D )

15° Mutassuk meg, hogy ha A és D négyzetes métrixok,
akkor

—A‘lBD‘l]
D' |

A Bl ' X ~XBD!
C D] ~|-D'CX D '4+D 'CXBD'|’

ahol X = (A — BD'C)™!, és feltételezziik, hogy min-
den felirt matrixinverz létezik.
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Az el6bbi két feladat valamelyikének felhasznalaséval sza-
mitsuk ki az alabbi matrixok inverzét!

2 3 0 0 O
12 0 0 O
16 |0 0 7 3 3
0 0 8 1 2
0 0 4 4 3
2 -3 0 0 0
-1 2 0 0 0
0 0 -5 3 3
0 0 -16 9 10
0 0 28 —-16 -—17
2 3 1 1 1
1 2 1 11
17 |0 0 7 3 3
00 8 1 2
0 0 4 4 3
2 =3 T -4 -4
-1 2 =7 4 4
0 0 -5 3 3
0 0 -16 9 10
0 0 28 —-16 -—17
2 3 1 11
1 2 1 1 1
18 |11 1.1 0 0
1 1 0 1 0
11 0 0 1
-1 0 1 1 1
2 -1 -1 -1 -1
-1 1 1 0 0
-1 1 0 1 0
-1 1 0 0 1

Bizonyitasok

19° Bizonyitsuk be, hogy ha cA = O, akkor vagy ¢ = 0,
vagy A = O.

20° Az S; « S; sormtivelethez tartozo elemi matrixot jelol-
je E;;, a ¢S;-hez tartozot E;(c) és a S; + ¢S; sormiive-
lethez tartozot E;;(c). Mutassuk meg, hogy Ei_j1 = E;j,
Ei()™' =Ei(;) és Eyj (o)~ = Ey(—0).

21° Mutassuk meg, hogy ha A folcserélhets B-vel és B in-
vertalhato, akkor A folcserélhets B~ l-gyel is.

A folcserélhetségre vonatkoz6 AB = BA egyenletet szo-
rozzuk meg mindkét oldalrél B™*-gyel:

B '(AB)B"' =B '(BA)B™ .
Az asszociativitast hasznalva
(B™'A)BB™) = (B”'B)(AB™"),
amib6l a BB™! = I azonossag folhasznalasaval kapjuk, hogy

B 'A=AB™ .
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3.6. Miiveletek specialis matrixokkal

A gyakorlatban gyakran taldlkozunk olyan specidlis mdtrizokkal, melyekkel
a miwveletek egyszeribben végezhetdk el, és olyanokkal, melyek mdtrixmai-
veletek segitségével definidlhatdk.

Diagonalis matrixok A matrixmitiveletek definiciéi alapjan magatol ér-
tet6ds, hogy diagonélis méatrixokkal hogyan végezhetdk el a métrixmi-
veletek. ElsGszor egyszerd példakat mutatunk.

3.71. PELDA: MUVELETEK DIAGONALIS MATRIXOKKAL. Legyen A =
diag(1,2,3), B = diag(5, 4, 3). Ellendrizziik az alabbi szamitasokat, és fo-
galmazzunk meg altalanos Osszefiiggéseket diagonélis matrixokkal végzett
miiveletekrsl.

1 00][5 00 5 0 0
AB=10 2 0[|0 4 0|=1]0 8 0
0 0 3/[0 0 3 00 9
1 0 01> 1 0 0
A’=10 2 0| =0 4 0
0 0 3 00 9
10 0" [t o o
A7'=10 2 0] =]0 % 0
0 0 3 0 0 1
10 01" 1 0 o
A*=10 2 0| =1[0 28 0], ahol k egész szam.
0 0 3] 0 0 3k

3.72. TETEL: MUVELETEK DIAGONALIS MATRIXOKKAL. Legyen A =
diag(ay,az,...,a,), B = diag(b1,bs,...,b,), és legyen k egész szam.
Ekkor

(a) AB = diag(a1b1, asba, . .., anb,),

(b) A* = diag(ak, ak, ..., ak), specilisan

r'n

(c) A™' = diag(a; ', a3t ... a;h).

r'n

Permutaciés matrixok és kigyok Konnyen kezelhetdk a diagonalis méat-
3.73. PELDA: SOROK PERMUTACIOJA MATRIXSZORZASSAL. Alkalmaz-
zunk tobb sorcserét az egységmatrixon. Az igy kapott métrixszal balrol
vald szorzas milyen hatassal van a beszorzott matrixra? Szemléltessiik
ezt Iy-en az S7 < Sy, Sy < Sy sorcserékkel.

MEGOLDAS. Legyen P az I4-bdl a fent megadott két sorcserével kapott
métrix, és legyen A egy tetszdleges 4 X n-es matrix. Ekkor

(1 0 0 O] 01 0 0 01 0 O
1_010051821OOOSQ<—»S40001_P
1710 0 1 0 00 10 0 0 1 0]

00 0 1] 000 1 100 0

0 1 0 0] [air a2 az1 a2
_ |10 0 0 1| [az1r ag2| _ |aa1 aa2
PA= 0 0 1 O as; Qas2 o asy as2

1 0 0 O_ aq1 Q4o aj;p a2

Azt tapasztaljuk, hogy a PA az A-bol a soroknak épp azzal a permuté-
civjaval kaphato, amely permutécioval I-bél a P-t kaptuk. |
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3.74. DEFINICIO: PERMUTACIOS MATRIX, KIGYO. A diagonéalis mat-
rixok sorainak permutaciéjaval kapott matrixot kigyonak nevezziik, spe-
cidlisan az egységmatrixbol ugyanigy kapott matrixot permutdcios madt-
riznak hivjuk.

» Konnyen lathato, hogy a permutacios méatrix olyan négyzetes matrix,
melynek minden soraban és minden oszlopaban pontosan egy 1l-es van,
az Osszes tobbi elem 0. A kigy6 olyan négyzetes matrix, melynek minden
soraban és minden oszlopaban legféljebb egy nemnulla elem van.

» Minden kigy6 megkaphat6 egy diagonalis matrixbol oszlopcserékkel is.
Egy diagonalis méatrixbol akkor is kigyot kapunk, ha a sorok permutacidja
mellett az oszlopokat is permutéljuk.

3.75. PELDA: KiGYOK. Az alabbi matrixok mindegyike kigyd, az utolsd
ketts egyuttal permutacidés matrix is:

05 o1 [0 @00 [o1o00 - o,
~ 0 0 0ol (0001

00 9], , ,lo1 0

50 ol 000 of oo 1ol
0008 |1t o0oo0oO

3.76. TETEL: MUVELETEK PERMUTACIOS MATRIXOKKAL. Barmely
két azonos méret permutaciés matrix szorzata és egy permutacios mat-
rix barmely egész kitevés hatvanya permutéaciés métrix. Permutacios
matrix inverze megegyezik a transzponaltjaval, azaz ha P permutéacios

matrix, akkor
P !'=pP"

B1zoONYITAS. Legyen A és B két permutacios matrix. Szorzatuk sorvek-
torai a;.B alakdak, ahol a;. megegyezik valamelyik standard egységvek-
torral, pl. a;, = e;. Ekkor a szorzatvektornak csak az az eleme 1, amelyik
oszlop ei-val megegyezik, és ilyen oszlop pontosan egy van. Tehat a szor-
zatméatrix minden soraban pontosan egy elem 1, a tébbi 0. Oszlopokra az
allitas hasonloan bizonyithatd. A szorzatra vonatkozo allitds természe-
tes kovetkezménye a pozitiv egész kitevss hatvanyokra vonatkozo allités.
A negativ egész kitevskre is igaz az allitds. Ennek igazolasidhoz elég az
inverzre belatni.

Tekintsiik a PPT szorzatot. A (PPT)Z-Z- elem a P,;, vektornak és a
(PT),; = P, vektornak a szorzata, vagyis 1, mig

(PPT)ij = (P)ix(PT)sj = (P)in - (P)js,

azaz a szorzat i-edik sordnak j-edik eleme a P i-edik és j-edik sorvektora-
nak skalarszorzata, ami 0, mivel két kiilonb6z6 sorban az 1-es kiilonbozé
helyen van. |

3.77. PELDA: PERMUTACIOS MATRIX INVERZE. Az alabbi példa szem-
lélteti a tételben kimondott egyszertd allitast:

0 1 0 00 0 0 1 1.0 0 0

r |00 0 1|1 0 O Of |0 1 0 O
PP_OOIO 001 0f |00 10
10 0 0[]0 1 0 O 00 01

Haromszogmatrixok A Gauss-kikiiszobolés végrehajtasakor az egyiitt-
hatomaéatrixot 1épcsés alakra transzforméltuk, melyben a f6atlo alatt min-

dig csak nullak szerepelnek. Az ilyen matrixok nem csak a Gauss-kikiisz6bolésnél
fontosak.



Az angol nyelvi linearis algebra tan-
koényvek kiilonbséget tesznek a felss
és az als6 haromszogmatrixu egyenlet-
rendszerek megoldasa kozott. Forward
substitution, illetve backward substitu-
tion a neve a behelyettesitésnek ha al-
86, illetve ha fels6 haromszogmaéatrix az
egylitthaté matrix. Ez arra utal, hogy
a valtozokat elére vagy hatra haladva
szamoljuk ki. Mi nem fogjuk hasznalni
e finom kiilonbségtételt.
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3.78. DEFINICIO: HAROMSZOGMATRIX. Azokat a matrixokat, melyek
féatloja alatt csak 0-elemek szerepelnek felsd hdromszégmdtriznak, azo-
kat, melyek f6atloja f6lott csak O-elemek vannak alsé hdromszégmdt-
riznak nevezzilkk. Ha egy haromszogméatrix f6atlojaban csupa 1-es all,
egység hdromszogmdtrizrol beszéliink.

A Gauss-kikiiszobolésnél kapott felsé haromszogméatrixhoz hasonléan azok
az egyenletrendszerek is megoldhatok csak behelyettesitésekkel, amelyek
egylitthatomatrixa als6 haromszégmatrix. A kiilonbség kizarolag annyi,
hogy ekkor az els6 egyenlettel kezdjiik, és az els6 valtozoval. Példaul az

T =3
2x 4+ 3y =3
204+ y+2z=3

egyenletrendszer els§ egyenletébdl z = 3, a mésodikba valé behelyettesi-
tés utdn y = —1, végiil a harmadikba vald behelyettesités utan z = —1.

3.79. TETEL: MUVELETEK HAROMSZOGMATRIXOKKAL. Als6 harom-
szogmaétrixok Osszege, szorzata, és invertilhato als6 hdromszogmétrix
inverze als6 haromszogmatrix. Egy als6 haromszogmaéatrix pontosan ak-
kor invertalhato, ha f6atlobeli elemeinek egyike sem zérus. Analog tétel
igaz a fels6 haromszogmatrixokra is.

A bizonyitast feladatként az Olvaséra hagyjuk.

Szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrixok Az alkalmazasokban
gyakran taldlkozunk olyan matrixokkal, melyekben az elemek egyenlSk
vagy ellentettjei a f6atlora nézve szimmetrikusan elhelyezkeds parjuknak.
E tulajdonséig a transzponalttal kénnyen kifejezhetd.

3.80. DEFINICIO: SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS MATRIX-
OK. A négyzetes A matrixot szimmetrikus mdtriznak nevezziik, ha
AT = A. A négyzetes A métrixot ferdén szimmetrikus mdtriznak vagy
ferdeszimmetrikusnak nevezziik, ha AT = —A.

3.81. PELDA: SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS MATRIXOK.
Az alabbi matrixok koziil az A szimmetrikus, a B ferdén szimmetrikus,
a C egyik osztalyba sem tartozik.

5 6 1 0 1 -2 1 9 9

A=|6 2 0|, B=|-1 0 3], C=1[-9 2 9

1 0 3 2 -3 0 -9 -9 3
Ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden elemére a;; = —aj;, azaz i =
j esetén a; = —ay. Ez csak ay; = 0 esetén all fonn, azaz a ferdén

szimmetrikus matrixok f6atlojaban csupa 0 &ll.

3.82. ALLITAS: MUVELETEK (FERDEN) SZIMMETRIKUS MATRIXOK-
KAL. Szimmetrikus matrixok Osszege, skalarszorosa, szorzata, inverze
szimmetrikus. Hasonléan ferdén szimmetrikus métrixok Gsszege, ska-
larszorosa, szorzata, inverze ferdén szimmetrikus.

Az allitas bizonyitasat feladatként az olvasora hagyjuk.

3.83. TETEL: FELBONTAS SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS
MATRIX OSSZEGERE. Minden négyzetes matrix elgall egy szimmetrikus
és egy ferdén szimmetrikus matrix Gsszegeként, nevezetesen minden A

négyzetes méatrixra

A:%(A+AT)+%(A—AT).

~~ ~~
szimmetrikus ferdén szimm.
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BizonyiTAs. Ha egy méatrix szimmetrikus, konstansszorosa is, igy elég
megmutatni, hogy az A + AT matrix szimmetrikus:

(A+AT)T=AT+(AT)T:AT+A=A+AT

Hasonloképp A — AT ferdén szimmetrikus, hiszen

T T

(A—AT) _AT—(AT) :AT—A:—(A—AT)

Végiil a két méatrix Osszege valoban A:

1 1 11 11
“(a AT) h (A—AT) — A+ AT+ A AT — A
2( Aty ph Tt ATy

Fontos kovetkezményei lesznek az alabbi egyszert allitasnak.

3.84. TETEL: ATA Bs AA”T szimMETRIKUS. Az ATA és az AAT
matrixok tetszéleges A matrix esetén szimmetrikusak.

T T
BIZONYITAS. (AAT) - (AT) AT — AAT. Az allitas masik fele
ugyanigy bizonyithato. |

z . P ., .. 7 . * ) - . . ”» »
Matrix és diad 6sszegének inverze® Osszegmaétrix inverzére — a valo-
sok Osszegének inverzéhez hasonldéan — nincs egyszerii képlet, de specialis
matrixokra nagyon hasznos eredmények vannak. Ilyen a kovetkezs tétel
is.

3.85. TETEL: SHERMAN — MORRISON-FORMULA. Tegyiik fel, hogy az
A € R™™ matrix invertalhato, és u,v € R™ két olyan vektor, hogy
1+ vTA ™ 'u #0. Ekkor A + uv” invertalhato, és

. A—l TA—l
(A+UVT) 1=A_1—1+u$.
v u

BizonyiTAs. Elég megmutatni, hogy

<A_1 B A 'uvTAT?

2 WA VAtuw)=1
1—|—VTA111>( +uv) ’

mert ez a formula igazolasa mellett azt is bizonyitja, hogy A + uv”
invertalhato.

<A—1 AluvTA1> (A + uv?)

A7'awwTATIA A 'uvTA Ty
1+vIA a1 +vIA a
A tulv? A 'u (VTA_lu) vT

1+vIA Tu 1+vlA a

A 'a (1 + VTA_lu) vl

1+vTA lu
2T+ A tuv? — A tavT

=L

1 +vIA la

=ATA + A v —

=I4+A tuv’ —

=I+A tu” -

A x-gal jelzett egyenl&ségnél azt hasznaltuk ki, hogy 1 x 1-es matrixszal
val6 szorzas egybeesik a skalarral valo szorzassal, a skalar tényez6 pedig
egy matrixszorzatban attehetd mas helyre, igy az adott tortkifejezésben
egyszertisithettiink vele. |
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A Sherman —Morrison-formula sokhelyiitt hasznalhato, mi itt egyet
emeliink ki: megvizsgéljuk, hogy hogyan valtozik egy matrix inverze, ha
a méatrixnak csak egyetlen elemén valtoztatunk.

3.86. PELDA: INVERZ VALTOZASA. Legyen A invertalhaté matrix, és
valtoztassunk meg az a;; elemet a;; + e-ra. Fejezziik ki az igy kapott
métrix inverzét A ! segitségével.

MEGOLDAS. Els6 lépésként kifejezziik az Gj méatrixot A-bol méatrixmi-
veletekkel. Legyen e; és e; az i-edik és j-edik standard egységvektor.
Ekkor a mo6dositott matrix

B=A+ 662'6?.

Erre alkalmazhato a Sherman —Morrison-formula az u = e; és v = ce;
valasztassal.
B'=(A+ eeief)_l
Al A e (ce))TAT!
1+ EefA_lei
o (ATHa(ATY.
1+ E(Ail)ji

3.87. PELDA: INVERZ VALTOZASA SZAMPELDAN. Adva van egy A mat-
rix és annak inverze:

0 -2/5 3/5 0
~2/5 7/5 —8/5 3/5
3/5 —8/5, T/5 —2/5
0 3/5 -2/5 0

A= Al =

w O O N
N O O W
N W

1
2
3
4

Valtoztassuk meg a1 értékét 1-rél 11/10-re. Az igy kapott matrixot
jelolje B. Hatarozzuk meg inverzét!

MEGOLDAS. Az el6z6 példa alkalmazasaval

1 (A (A D)

B'=A1-_— —
10 1—|—%(A 1)11
0
~2/5
_ - 0 —2/5 3/5 0
0 -2/5 3/5 0 3/5 [ /5 3/5 0]
_|-2/5 7/5 =85 35| 1[0
13/ —8/5 T7/5 —=2/5| 10 1+%-0

0 3/5 -2/5 0

0 -2/5 3/5 0 0 0 0
—2/5 7/5 —8/5 3/5 1 [0 4/25 —6/25
3/5 —8/5 7/5 —2/5| 10 |0 —6/25 9/25
0 35 -2/5 0 | 0 0 0
0 —2/5 3/5 0
—2/5 173/125 —197/125 3/5
3/5 —197/125 341/250 —2/5|°
0 3/5 ~2/5 0

o O O o
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Tizedestortekkel szamolvas:

[ 00 —04 06 00
A-l_ |04 14 16 06
06 —16 14 —04]|°
| 00 06 —04 00
0.000 —0.400  0.600  0.000
B-1_ [-0400 1384 —1576  0.600
0.600 —1.576  1.364 —0.400
| 0.000  0.600 —0.400  0.000

Gyorsszorzas® Két 2x2-es matrix szokasos modon valo Ssszeszorzasahoz
8 szorzasra és 4 Osszeadasra van szilikség. Strassen 1969-ben egy olyan
modszert talalt, mellyel e métrixszorzast 7 szorzassal is el lehet végezni,
igaz azon az aron, hogy az 0sszeadasok szdma 16-ra né.

STRASSEN-FORMULAK. Legyen A, B és C is 2x2-es. A C = AB
szorzés elvégezhets a kovetkezs formulakkal:

dy = (a11 + as2)(b11 + ba2) c11 =dy +dy —ds +dy
dy = (a1 + ag2)b1y co1 = dy +dy

d3 = ay1(b12 — ba2) c12 = dz + ds

dy = aga(—b11 + ba1) Cog =dy +d3 —da + dg
ds = (a11 + a12)bao

d¢ = (—a11 + a21)(bi1 + b12)
d7 = (@12 — az2)(b21 + ba2)

Ha olyan szamitégépet hasznalunk, melyen a szamok szorzasa sokkal tobb
id6t igényel, mint az Osszeadasa, akkor mar ez is gyorsithatja a mtve-
letet. A modszer azonban kiterjeszthets tetszéleges méretd négyzetes
métrixokra is, és elegendGen nagy n-ekre a miveletek Gsszama is csok-
ken. A standard matrixszorzas mtiveletigénye 2n3 —n? (ebbdl n? szorzas
és n3 — n? Gsszeadas — gondoljunk utana!), a Strassen-formulakkal valo
szorzasé pedig n = 2F esetén legfoljebb 7 - 7% — 6 - 4F). Bz n = 210
esetén mar kevesebb miveletet ad. Az altalanositds lényege, hogy a
Strassen-formulak 2 x 2-es blokkmatrixokra is hasznalhatok, mert a szor-
zas kommutativitdsat nem hasznaljak, igy ha M (n) jeloli két n X n-es
matrix Osszeszorzasahoz sziikséges szorzéasok, és S(n) a szlikséges Ossze-
adésok szamat, akkor M(2n) < 7TM(n) és S(2n) < 18n% + 7S(n). Az
M(1) =1, S(1) = 0 kezdeti feltételeket is hasznalva megmutathato,
hogy M(2%) < 7k S(2F) < 6(7F — 4F). E képletekbdl a felss egész-
rész jelét hasznélva és a k = [log, n] jeloléssel az miveletek Gsszamara
a cnl°82 7 < cn?81 fels becslést kapjuk, ami a 2n® — n? értéknél jobb,
fliggetleniil a ¢ konstans konkrét értékétsl. Mivel a két Osszeszorzando
matrix mindegyikének mind az n? elemét hasznalni kell, ezért a sziiksé-
ges miiveletek szamanak alsé becslése cn?. A cn?3! felsé becslés mara
en?376ra lett javitva (Coppersmith és Winograd, 1990), de az a sejtés,
hogy a kitevs 2-re, de legalabb 2 4 e-ra lenyomhatd, ahol ¢ tetszélegesen
kis pozitiv szam.

A modszer gyengéje numerikus instabilitasa, igy a gyakorlatban csak
bizonyos méatrixokra érdemes hasznalni, példaul nagyméretii egészelemi
maétrixokra tetszéleges pontossagu aritmetika hasznalata esetén.
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Dontsiik el, igazak-e az alabbi allitdsok? Valaszunkat indo-
koljuk!

10

20

3.

Szimmetrikus matrixok Osszege és skalarszorosa is szim-
metrikus, igy szimmetrikus matrixok tetszéleges linearis
kombinécidja is szimmetrikus.

Ferdén szimmetrikus matrixok osszege és skalérszorosa is
ferdén szimmetrikus, igy ferdén szimmetrikus matrixok
tetszoleges linearis kombinécidja is ferdén szimmetrikus.

Szamitsuk ki az alabbi matrixok inverzeit, négyzetét és
kobét!

w o O
O O N
O = O
O O O N
o w oo
o O ot O

Hogyan oldanédnk meg a kovetkezd
lehet§ legkevesebb 1épésben?

egyenletrendszert a

z+4y + 3z + 5w =3
6z + 3y =3
2z + 3y + 2z =3
20 +4y 4+ 3z 4+ Hw =4

Az els6 egyenletet kivonjuk az utolsoboél, innen = = 1, ez-
utan visszahelyettesités a méasodik, harmadik, majd az els6
egyenletbe.

140

Bizonyitasok

50

70

8*

Mutassuk meg, hogy minden permutéciés matrix osz-
lopcserékkel is megkaphat6 az egységmatrixbol, és hogy
permutécios méatrixszal jobbroél vald szorzas a beszorzott
matrix oszlopain ugyanazt a permutaciot hajtja végre,
mint amellyel a permutaciés matrix az egységmaétrixbol
megkaphatd.

Bizonyitsuk be, hogy barmely két azonos mérett kigyo
szorzata és egy kigy6 barmely pozitiv egész kitevds hat-
vanya kigyo6.

Mutassuk meg, hogy egy K kigy6 pontosan akkor inver-
talhaté, ha minden sordban pontosan egy elem nem 0,
és ekkor inverze megkaphato ugy, hogy minden nemnulla
elem helyébe annak reciprokét irjuk, majd az igy kapott
matrixot transzponaljuk.

Gyorsinvertalas. Legyen B = A~ mindketten 2 x 2-es
matrixok. Mutassuk meg, hogy az alabbi eljarassal de-
finialt matrixinvertalas segitségével n x n-es matrixokra
olyan algoritmus készithets, melynek miiveletigénye leg-
foljebb en?8L.

Cc1 = afll b12 = C3Cs¢
c2 = az21C1 b21 = cec2
C3 = C1012 cr = c3ba1
c4 = a21C3 bin=c1—cr

C5 = €4 — A22 b2z = —cs

—1
Ce = Cy
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3.7. Az LU- és a QR-felbontas

Matrizok szorzatalakba frdsdval (faktorizdcidjdval) mdr taldlkoztunk, ami-
kor a Gauss—Jordan-kikiisz6bolést haszndlva bizonyitottuk, hogy minden
invertalhato matriz elddall elemi mdtrizok szorzataként. E szakaszban a
Gauss-kikiiszoboléshez kézeli algoritmust és a Gram-Schmidt-ortogonalizdcioct
ontjiik mdtrizszorzat-alakba. Mindkét felbontds linedris algebrai felada-
tok, példdul linedris egyenletrendszerek szdmitdgépes megolddsdnak gyak-
ran haszndlt eszkéze.

Kikiiszobolés matrixszorzassal Az elemi sormiveletek helyettesithetsk
maétrixszorzéassal. Ez kihasznalhatd matrix tényezékre bontéasara.

3.88. PELDA: GAUSS-KIKUSZOBOLES MATRIXSZORZASSAL. Elemi sor-
miveletekkel hozzuk az

4
A=|2
1

DN =
= = N

matrixot lépesss alakra (azaz fels haromszogmatrix alakra), amit jelol-
jon U. Az elemi sormiiveleteket helyettesitsiik méatrixokkal valo szor-
zéssal. Végiil allitsuk el A-t az igy kapott elemi méatrixok szorzataibol
kapott L és az U matrix szorzataként.

MEGOLDAS. Oszloponként haladva végezziik el a Gauss-kikiiszobolést.
Minden elemi sormitivelet mellett (zarojelben) megadjuk a hozza tartozo
elemi matrixot:

41 2] 1 0 0]
A=l2 4 1|52 E =|-1/2 1 0
1 2 4 0 0 1]
41 2] 1 0 0]
EA=1[0 7/2 0| "="" E;=| 0 1 0
1 2 4 —1/4 0 1]
412 10 0]
E;ELA=(0 7/2 0| =" Es=|[0 1 0
0 7/4 7/2) 0 —1/2 1]
(4 1 2]
EsE;E;A=(0 7/2 0| =U.
0 0 7/2

Tehat E3sE;Ej A = U, amib6l az (E3EoE;) ™! matrixszal valo beszorzas
utan A = (E7'E;'E; 1)U, Kiszamoljuk az elemi matrixok inverzeinek
szorzatat, azaz az L = E1_1E2_1E3_1 matrixot. Folhasznaljuk a 125. ol-
dalon mondottakat, miszerint S; 4+ ¢S; matrixanak inverze S; — c¢S; mat-
rixaval egyenlé:

1 00][1 o0o0]ft 0o o 1 0 0
L=|1/2 1 0/|0 1 0/|0 1 o|=]|1/2 1 of.
0 0 1| |1/4 0o 1|0 1/2 1 1/4 1/2 1

Megleps modon ezeknek az elemi méatrixoknak a szorzata a f6atlo alatti
szamok atmésolasaval megkaphato. Az eredmény egy alsd egység harom-
szOgmMatrix. [

3.89. DEFINICIO: LU-FELBONTAS. Azt mondjuk, hogy a négyzetes
A matrix egy A = LU alaka tényezokre bontésa LU-felbontds (LU-
faktorizdcio vagy LU-dekompozicid), ha L also, U fels6 haromszogméat-
rix.



Az LU-felbontdisban az L és U betiik
az alsd és felsd jelentésti angol lower
és upper szavak kezd@betiii.
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A 3.88. példaban konstrualt felbontas LU-felbontas:

41 2 1 0 04 1 2
2 4 1| =1|1/2 1 o|lo 72 o0 (3.4)
1 2 4 1/4 1/2 1] {0 0 7/2

Az LU-felbontas hasznalata egyenletrendszer megoldasara Ha ismer-
jik az n x n-es invertalhaté A matrix LU-felbontasat, akkor az Ax = b
egyenletrendszer konnyen megoldhato. Az Ax = b egyenletrendszer meg-
oldasa az Ly = b, Ux = y egyenletrendszerek megoldasaval ekvivalens.
Ha ugyanis x megoldasa Ax = b egyenletrendszernek, akkor LUx = b,
és y = Ux jeloléssel Ly = b. Maésrészt, ha y megoldasa az Ly = b
egyenletrendszernek, és x az Ux = y egyenletrendszernek, akkor y-t be-
helyettesitve L(Ux) = b, azaz Ax = b. Témoren:

Ax = b megoldhat6 < Ly = b, Ux = y megoldhaté.

Mivel L és U is haromszogmatrix, ezért az Ly = b, Ux = y egyenlet-
rendszerek egyszer( behelyettesitésekkel megoldhatok. A megoldas min-
két esetben egyértelmt, mert L és U rangja is n.

3.90. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA LU-FELBONTASSAL.
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert!

dr1 + x9 + 223 =8
2x1 + 40+ x3=4
1+ 2x9 + 423 =9

MEGOLDAS. Mivel ismerjiik az egytitthatéomatrix LU-felbontasat — az
épp a (3.4)-beli felbontas —, ezért ezt hasznaljuk, és el@szor megoldjuk
az Ly = b egyenletrendszert:

1 0 0] [wm 8
12 1 0] || =4
1/4 1/2 1| |ys 9

Ebbdl y; = 8, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy y» = 0,
majd ezeket a harmadikba helyettesitve kapjuk, hogy y3 = 7. Ezutan
megoldjuk az Ux = y egyenletrendszert, aminek alakja

4 1 2 T 8
0 7/2 0| |z| =10
0 0 7/2| |3 7

Ismét egyszeri behelyettesitésekkel kapjuk, hogy x3 =2, 20 =0 és x1 =
1. A megoldas x = (1,0,2). [

Matrix invertalasa LU-felbontassal Matrix invertalasahoz elég megol-
danunk az AX = I egyenletrendszert. Ha A = LU egy LU-felbontésa
A-nak, akkor az LUX = I megoldasa a vele ekvivalens két matrixegyen-
let megoldaséval megkaphato:

AX =1 <= LY =1, UX =Y.

E két utobbi egyenletrendszer viszont megoldhat6 kizarolag helyettesité-
sekkel is!

3.91. PELDA: MATRIX INVERTALASA LU-FELBONTASSAL. Invertaljuk
a 3.88. példaban megadott A matrixot!
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MEGOLDAS. Megadtuk az adott matrix LU-felbontésat a (3.4) egyenlet-
ben. Ezt hasznalva el6szor megoldjuk az LY = I méatrixegyenletet:

1 0 Of [yi1 Y12 i3 100
1/2 1 0| |y21 %22 wy23| =10 1 0
/4 1/2 1] |ys1 Y32 w33 00 1

Az L els6 soraval valo szorzasbol: [y11 y12 y13] = [1 0 0]. A masodik sorral

val6 szorzasbol %[yll Y12 ylg] + [y21 Y22 y23] = [O 1 0] Behelyettesités

utan [yo1 Yoo Yos] = [f% 1 0]. Végiil a harmadik sorral valo szorzasbol:
1

1
1 [y11 vz wis] + 3 [21 Y22 wos| + [ys1 ys2 wss]=[0 0O 1],

amibgl behelyettesités utan kifejezve Y harmadik sorat kapjuk, hogy
[ys1 Y32 y33] = [0 — 1 1]. Azaz

1 0 0
Y=1|-1/2 1 0
0 -1/2 1

Ezutéan ugyanigy, egyszert helyettesitésekkel megoldhaté az UX =Y,
azaz a

4 1 2 11 T12 13 1 0 0
0 7/2 0 T21 T2 X23| = —1/2 1 0
0 0 7/2 31 X322 I33 0 71/2 1

maétrixegyenlet is, melynek megoldésa

1 2 0 -1
X = 7 -1 2 0
0 -1 2

Az LU-felbontas kiszamitasa A 3.88. példaban kivetett eljaras egysze-
rien altalanosithaté tetszdleges méreti négyzetes métrixra.

3.92. ALGORITMUS: EGYy LU-FELBONTAS ELOALLITASA. Tegyiik fel,
hogy az n x n-es A matrix kizarélag csak a hozzaadas elemi sormii-
veletével fels6 haromszog alakra hozhato, azaz a kikiiszobolés soran a
féatloba sosem keriil 0. Ekkor a kovetkezs 1épésekkel allitsunk el egy
U és egy L matrixot.

1. A Gauss-kikiiszobolést az els6 oszloppal kezdjiik, és az els6 sor kons-
tansszorosainak kivonaséaval, azaz az So — l21S1, S3 — 13151,...Sn —
1,151 sormiiveletekkel eliminaljuk az els6 oszlop elemeit (természete-
sen g1 = ag1/ai).

2. Folytassuk az eliminiciét a masodik oszloppal, azaz hajtsuk végre az
S3 — 13253,. .. S — 252 sormiiveleteket, majd eliminaljuk sorban a
tobbi oszlop f6atlo alatti elemeit is.

3. Az eredményiil kapott lépcsés alak lesz U.

4. A kikiiszobdlés konstans [;; elemeit irjuk egy matrix index szerinti
helyébe, melynek f6atlojaba 1-eket, folé 0-kat irunk. Ez lesz az L
matrix, azaz

L=|. . . .| (3.5)
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Ismét végigszamoljuk a 3.88. példabeli matrix felbontasat. ElGszor irjunk
le egy egységmaétrixot, de a f6atlo alatti helyeket iiresen hagyva, ebbdl
lesz L. Irjuk mellé az A matrixot, és amikor elvégziink egy S; — ;355
sormiiveletet rajta, akkor az [;; értéket bejegyezziik az L matrix j-edik
soranak i-edik oszlopaba. Az alabbi szamitasok bal hasabjaban latjuk a
fentiek szerinti lépéseket.

1 0 o] 4 1 2 [4.00 1.00 2.00
1 02 4 1 2.00 4.00 1.00

i 1|1 2 4 [1.00 2.00 4.00
N2 (8

(1 0 0][4 1 2 [4.00 1.00 2.00]

1/2 1 0] |0 7/2 0 0.50 3.50 0.00

I [ 2 4 [1.00 2.00 4.00
(2 (2

1 0 0][4 1 [4.00 1.00 2.00]

1/2 1 0] |0 7/2 0.50 3.50 0.00

|1/4 1] [0 7/4 7/2 025 1.75 3.50]
N2 (8

[ 1 0 0]f4 1 2 [4.00 1.00 2.00

1/2 1 0|0 7/2 0 0.50 3.50 0.00

1/4 1/2 1] [0 0 7/2 025 0.50 3.50

Vegyiik észre, hogy az A matrixon folytatott elemi atalakitasok eredmé-
nye és az L mar kiszamolt elemei egyetlen matrixban is ,elférnek”, ugyanis
L-ben épp akkor és oda keriil egy elem, amikor és ahova A-ban 0. Ezt a
szamitogépprogramok kihasznaljak, ha igen nagy méretd A matrixot kell
felbontani, és az L és U maétrixot is az A helyében konstrualjak meg. A
fenti szamitasok jobb hasabjaban ezt a szamitdgépes technikat alkalmaz-
zuk. Szines hattérrel jeloljiik az L-beli elemeket. A szamitogépes jelleg
erGsitésére tizedestort alakot hasznélunk.

Igazolnunk kell még, hogy a fenti algoritmus valéban LU-felbontast
ad.

3.93. TETEL: Az LU-FELBONTAS LETEZESE ES EGYERTELMUSEGE.
Legyen A invertalhaté n X n-es méatrix.

1. Ha létezik A-nak LU-felbontésa, akkor ezek egyike megkaphato
a 3.92. algoritmussal.

2. Az A-nak olyan LU-felbontasa, melyben L f6atlojaban csak 1-esek
vannak egyértelmii.

B1zONYITAS. (a) Elgszor belatjuk, hogy a 3.92. algoritmusban megkonst-
rualt L és U matrixok LU-felbontast adnak. Ehhez elég belatni, hogy
A = LU. Az algoritmus szerint S; — [;;S; (i > j) alaka elemi mdvele-
tekkel transzformaljuk A-t U-ba. E transzformaciok inverze S; + 1;;.5;,
melynek matrixét jelélje L;;. Ez felirhat6 I 4 lijeie? alakban, azaz

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 lij 1 0 1
0 0 0 1] 0]
Mivel A = LojLs; ... Ly1Lss .. . Lys ... Lnfl,nu ezért az Lij = I+lije7;ef
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helyettesitések utan csak azt kell belatni, hogy a (3.5)-beli L méatrixra
L= (I+Iyneel)I+Izezel)...(I+1e.el)...(T+1, 1., 1el).
Azt kell bizonyitanunk, hogy

L=I+ lglegelT + lglege? +...+ lnlene? + ...+ ln_lmen_lez,

vagyis elég belatni, hogy a fenti szorzatban a zardjelek felbontésa utan
keletkez6
(lijeiejr)(lstesef) = lijlsteiejresetT

alakid szorzatok mindegyike nullmatrix. Egyrészt j < i, t < s, mésrészt
mivel az eliminécié oszloponként balrol jobbra, oszlopon beliil fentrsl
lefelé haladt, ezért vagy j < t vagy j = t és akkor i < s. E feltételek esetén
viszont j # s, tehat ejTes = 0, vagyis eiejTesetT = O, amit bizonyitani
akartunk.

(b) Tegyiik fel, hogy létezik A-nak két LU-felbontésa is, azaz A =
L,U; = Ly,U,. Mivel A invertalhato, ezért a ?7?. tétel szerint Ly, Uy,
Lo és Us is. Balrol Ly, jobbrol Uy inverzével szorozva kapjuk, hogy

U, Uy =L 'L

A bal oldalon két fels6 haromszogmaétrix szorzataként egy felsé harom-
szogmatrix van, mig a jobb oldalon két als6 haromszogmatrix szorzata,
ami als6 haromszogmatrix (?7. feladat). Raadasul a jobb oldal egység £6-
atloja (7. feladat). Ez csak akkor allhat fonn, ha U; Uyt = Ly 'Ly =1,
azaz ha L; = Ly és U; = Us. |

PLU-felbontas Vilagos, hogy az
0 01
A=1|1 1 1
0 1 1

métrixnak nincs LU-felbontésa, hisz barmely LU-felbontéas bal fels§ ele-
mére (LU)y; = ljju1n # 0, ugyanakkor a;; = 0. Az els§ és masodik
sorok cseréje utan kapott

1 11
A=10 0 1
0 1 1

matrixnak hasonl6é okok miatt ugyancsak nincs LU-felbontasa: ez kicsit
hosszabb szémolassal levezethets az ase = 0 Osszefiiggésbdl (1d. 3.7.16.
feladat). A méasodik és harmadik sorok felcserélése utan viszont méar
van LU-felbontéas. Jeldlje P a fenti sorcseréket megvaldsité permutacios
maétrixot. Ekkor

0 1 0](0 0 1 1 11 1 0 0f|1 1 1
PA=|0 0 1{J|1 1 1{=1]0 1 1|=1{({0 1 0|0 1 1},
1 0 0[]0 1 1 0 0 1 0 0 1](0 0 1

ami egy LU-felbontas. Igy a PA = LU alakra jutottunk, amibél a
P! = PT matrixszal valo szorzés utédn az A = PTLU felbontést kapjuk.

Az LU-felbontast csak négyzetes matrixokra definidltuk, az egyenlet-
rendszer megoldasaban és a matrix invertalasaban valé fontos szerepére
és egy unicitastétel kimondhatosagara gondolva. Most t6bb szempontboél
is altalanosabb definiciot adunk, olyat, mely tetszGleges méatrixokra egy
egzisztenciatétel kimondésat is lehet6vé teszi.

3.94. DEFINICIO: PLU-FELBONTAS. Egy tetsz6leges m X n-es A mat-
rixnak egy permutécios, egy négyzetes als6 haromszog- és egy m X n-es
fels6 haromszégmatrixra valo bontasat PLU-felbontdsnak nevezzik.
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A 3.92. algoritmus kis véltoztatéssal alkalmassa tehets e felbontés el-
végzésére is. A modositott algoritmus rdadasul a négyzetes szinguldris
mdtrizokra is hasznalhato lesz.

1. Az elemi sormiiveletek kdzben sorcserékre is sziikség lehet, ha a f6-
atloban 0, de alatta valahol nem 0 all. Az a sorcsere, ami ilyenkor
elvégzendd, elvégezhet a kikiiszobolési eljaras el6tt is (ezt az alli-
tast nem igazoljuk). E sorcserékhez tartozo elemi matrixok szorzata
egy P permutacios matrix. Igy az algoritmust nem az A-n, hanem
PA-n hajtjuk végre. Eredményiil egy

PA=LU

felbontast kapunk, mely a PT = P~! matrixszal valo beszorzas
utan a kivanalmaknak megfelels A = PTLU felbontast adja.

2. Ha sorcserékkel sem lehet elérni, hogy a féatloban ne legyen zérus,
akkor az algoritmusban tovabb lépiink a kovetkez6 oszlopra.

3. Nem kell lépcs6s alakra hozni A-t, a fels6 haromszégmatrixsza vald
alakitas kevesebbet kér. Ez azt is jelenti, hogy itt a fGelemet mindig
a fgatlorol valasztjuk, akkor is, ha a 1épcsGs alakra hozasnal tudnank
folotte is fGelemet valasztani.

4. A gyakorlatban — a hatékony szamitégépprogramok — részleges 6-
elemkivalasztéssal dolgoznak, igy olyankor is alkalmaznak sorcseré-
ket, ha a f6atloban nem zérus van.

3.95. PELDA: PLU-FELBONTAS ELOALLITASA. Keressiik meg az

=== O
=== O
= O =
=N O N
=N =

matrix egy PLU-felbontasat! Az A felsé haromszog-alakra hozasa kézben
alkalmazzunk részleges féelemkivalasztast! Ugyeljiink arra, hogy fGelemet
itt csak a féatlorol valasszunk!

MEGOLDAS. Az egyszertiség kedvéért kis tobbletmunkat vallalva el6szor
csak azért hajtjuk végre a fels6 haromszog-alakra hozas lépéseit, hogy
megallapitsuk, melyik 1épésben melyik sorban lesz a pivotelem. Ezutan
elgallitjuk e sorpermutéicidonak megfelelé P permutacidos matrixot, és vég-
rehajtjuk az LU-felbontast a PA maétrixon.

S1<—>S

3375511001 spes, |11 0 01
Asg10012154;>ﬂs300121
0 01 21 00 2 40
0 0 2 40 0 0 0 01

A két sorcsere alapjan a permutaciés méatrix:

01 00

10 00

P= 0 0 01

0 01 0

Ezutan elvégezve a sormiveleteket a megpermutélt sorit PA maéatrixon és
a 3.92. algoritmus szerint megkreélva az L matrixot kapjuk, hogy

100 0 1100 1
0100 00121
L=l 010 Y“loo240
10 11 00001

P transzponaltja 6nmaga, igy a fenti jelolésekkel A = PLU egy PLU-
felbontas. u
3.96. PELDA: PLU-FELBONTAS, AMIKOR AZ LU-FELBONTAS IS LE-
HETSEGES.
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Az LU-felbontas a gyakorlatban Az LU-felbontas miiveletigénye meg-
egyezik a Gauss-kikiiszobolésével, azaz nagysagrendileg 2n3 /3 (utébbiban
a kikiiszobolést a jobb oldallal is meg kell csinalni, az LU-felbontésnal
viszont az alsdé haromszogmatrixhoz tartozd egyenletrendszert is meg
kell oldani: mindketts n(n — 1)/2 dsszeadés/kivonas és ugyanennyi szor-
zés/osztés). Az LU-felbontasnak viszont tobb olyan elényds tulajdonsaga
van, ami miatt hasznalata meghatarozé az egyenletrendszerek megoldé-
sédban és amellett tobb mas feladatban is. Néhany a legfontosabbak koziil:

1. Mivel az egyenletrendszer egyiitthatoméatrixanak LU-felbontasahoz
nincs sziikség a jobb oldalra, ezért hasznalhatd olyan esetekben,
amikor a jobb oldal még nem ismeretes, vagy tobb kiilonb6z6 jobb
oldallal is dolgozni kell.

2. Az LU-felbontas ismeretében tobb matrixokkal kapcsolatos szami-
tas gyorsabban elvégezhetd, mint egyébként, pl. a métrix inverzé-
nek, vagy a kés6bb tanuland6 determindnsanak meghatarozasa.

3. Korabban emlitettiik, hogy az LU-felbontas igen memoriatakarékos,
rdadasul vannak olyan specialis matrixosztalyok (pl. a szalagmat-
rixok), melyekre létezik a kikiiszobolésnél gyorsabb algoritmus az
LU-felbontésra.

Az oszloptér ortonormalt bazisa A kovetkezSkben egy masik faktoriza-
ci6t mutatunk, mely hatékonyan hasznalhaté linearis egyenletrendszerek
megoldasakor. A faktorizacio az oszloptér ortonormalt bazisara épil.

3.97. PELDA: QR-FELBONTAS. Hatarozzuk meg az

3
-1
3

1
1
A_l
1 -1 -

NN D

matrix QR-felbontésat. Hasznalhatjuk a 2.85. feladat megoldasat!

MEGOLDAS. Els6 1épésként hatarozzuk meg A oszlopterének egy orto-
normélt bézisat. Ezt mar elvégeztiik a 2.85. feladatban. A Q matrix

oszlopai ennek az ortonormalt béazisnak a vektorai lesznek (%—et kieme-
liink):

1 1 1

11 -1 1

Q=311 1 11

1 -1 -1

Az R = QT A ssszefiigges alapjan

1 1 1 1 1 1 ji’ g 2 2 4
R:§1—11—1132:044
1 1 -1 -1 1 —1 —o 0 0 4

1 3 6 6
-1 20 [*] |4
13 20 1Y 7 |o
1 -1 —2| % 2

egyenletrendszert!
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MEGOLDAS. Az egyenletrendszer nem oldhaté meg, mint az a bévitett
maétrix lépcsds alakjabol leolvashato:

Vaddddddddddddddddddddddddddds

4 4 4
1* (2 5 5
1 2 4
1 0 0 4 4 4
L=|1/2 1 o0, U=|0 3 3
1/4 1/3 1 0 0 2
4 8 4
2° (2 7 8
1 3 4
1 0 0 4 8 4
L=1[1/2 1 o0/, U=10 3 6
1/4 1/3 1 001
5 —4 -2
3 |4 -5 -5
-3 1 -4
1 00 5 -4 —2
L=| 4/5 1 0|,U=[0 -9/5 -17/5].
-3/5 7/9 1 0 0 —23/9
-3 1 =3 0
-2 4 3 -4
4 13 3 0
-3 0 -3 -1
1 0 00 -3 1 -3 0
2 1 00 0 ¥ 5 -4
— 3 — 3
L -3 11 00 Y 0 0 -3 4
1 -% 11 0o 0 0 -3
-1 -0 2 -2
-0 2 -2 -1
5 l2 2 0 3
1 -0 2 1
1 0 0 0] -2 -2 0 3
0 1 .00 0 2 -2 -1
=11 1 10" |0 0 3 -3
1 1 1
-3 -3 3 1] 0o 0 o0 3
20 20 —2.0]
6 [-05 00 -1.0
1.0 15 1.0
1.00 0.00 0.00 2.00 2.00 —2.00
L=]025 100 0.00[,U= [000 050 —1.50].
0.50 1.00 1.00 0.00 0.00  3.50

Az el6z8 feladatokban megkonstrualt LU-felbontésokat
hasznalva oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket, azaz
oldjuk meg el6bb az Ly = b, majd az Ux = y egyenlet-
rendszereket!

1 3 6|6 1 3 6|6
1 -1 214 N 0 4 4|2
1 3 210 0 0 4|6
1 -1 =22 0 0 04
(4 4 4] [0]
7 12 5 5[{x=]3
|1 2 4 15 ]
y = (05374)7 X = (_17 _172)
[4 8 4] [0]
8 |2 7 8|x=|{3
11 3 4 12]
y:(ovgvl)ax:(lale)'
(5 —4 -2 3
9 4 -5 —b5H|lx=|-1
3 1 - —7
y = (3,-17/5,-23/9), x = (1,0,1).
[ 2.0 2.0 -20 5.6
10 (-0.5 00 —-1.0|x=|-1.0
1.0 1.5 1.0 4.6

y=1(5.6,0.4,1.4), x = (1.2,2.0,0.4).

Hatarozzuk meg az alabbi maétrixok inverzét az LU-
felbontasuk ismeretében, azaz oldjuk meg az LY = I és
az UX =Y matrixegyenleteket!

4 4 4
2 5 5
1 2 4

Az LY =1 egyenletbdl

11° A =

1 0 0
Y=|-12 1 o0,
-1/12 —1/3 1

mig az UX =Y egyenlet megoldasa, egyuttal A inverze

5/12 —-1/3 0
X=|-1/8 1/2 -1/2|.
—1/24 —1/6 1/2
4 8 4
12° |2 7 8
1 3 4
1 0 0 1/3  —5/3 3
Y=|-1/2 1 o0f,X=]| 0 1 -2/
~1/12 —1/3 1 —1/12 -1/3 1

Adjuk meg az alabbi matrixok egy PLU-felbontasat! Alkal-
mazzunk részleges féelemkivalasztast!

1 1 2
3 3 3
2 2 3

13°



1 0 0
L=|2 1 0|,U=
i 19

3 2
1 2 3 4 5
14 |2 2 3 3 4
346 79
1 00
L = |1 1 0
I
3
0 0 1
1 0 0f.
10
0.0 —-1.0 1.5
15 |05 —2.0 2.0
0.0 20 20

o
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3 010 1.0
1[,P=1]0 0 1 L = |00
1 1 00 0.0
01 0
0 0 1
1 00
346 79
0 21 2 2, P =
0 00 00

0.0 0.0
1.0 0.0
—-0.5 1.0

16 Igazoljuk, hogy az

, U

o = O

=)

0.5
0.0
0.0

métrixnak nincs LU-felbontésa.

—-2.0 2.0
2.0 20
0.0 2.5

I
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4. fejezet

Matrixok jellemzése

Az el6z6 fejezetben megismerkedtiink a méatrixmiiveletekkel, azok tulaj-
donsagaival. Ebben a fejezetben a matrixok kiilonféle jellemzsit vizsgal-
juk, melyek segitségével arrol a dologrol is értékes informécidohoz jutha-
tunk, melynek lefrasara matrixmodellt alkalmazunk.

4.1. Determinans

Egy valds négyzetes mdtriz sorvektorai dltal kifeszitett parallelepipedon
térfogata jo jellemezdje lehet a mdtriznak. FEhhez kizel dll a determi-
ndns fogalma, mely egy négyzetes mdtrizokon értelmezett skaldrértékd
figguény. E skaldr kénnyen kiszdmolhato az elemi sormiveletekkel. A
determindns fontos tulajdonsdgainak egyike, hogy pontosan akkor nulla,
ha sorvektorai linedrisan dsszefiiggdk.

A determinéns a matrix egy igen fontos, és sokhelyiitt hasznalt jellem-
zGje. Fogalmat egy egyszerd és szemléletes fogalom, a parallelepipedon
elGjeles térfogatanak segitségével fogjuk bevezetni.

Parallelogramma elGjeles teriillete A 4.2. példaban lattuk, hogy az
(a,b) és a (c,d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete |ad —
bel, és hogy ad—be pontosan akkor pozitiv, ha az (a, b) és a (¢, d) vektorok
jobbrendszert alkotnak, és pontosan akkor negativ, ha az (a,b) és a (¢, d)
vektorok balrendszert alkotnak. Ez vezet a kovetkezd definicidhoz:

4.1. DEFINICIO: PARALLELOGRAMMA ELOJELES (VAGY IRANYITOTT)
TERULETE. Két sikbeli vektor altal kifeszitett parallelogramma eldjeles
teriletén a teriiletét értjiik, ha a két vektor jobbrendszert alkot, és a
teriilet —1-szeresét, ha a két vektor balrendszert alkot.

Az el6z6ek szerint az u = (a,b) és a v = (¢, d) vektorok altal kifeszitett
parallelogramma elGjeles teriilete ad — be. Az elGjeles teriilet tehat egy
vektorparokon értelmezett valos értéki fiiggvény — jelélje most f —, mely
eleget tesz a kovetkezd tulajdonsidgoknak.

1. f(u,v) = —f(v,u). Ez nyilvanvalo, hisz a két vektor sorrendjét
megcserélve megvaltozik a parallelogramma irdnyitasa.

2. f(u,u) = 0, ugyanis az elfajulé parallelogramma teriilete 0.

3. fleu,v) =cf(u,v), és f(u,cv) = cf(u,v), azaz f homogén mind-
két valtozojaban. Ez igaz, mert egy parallelogramma egyik oldala-
nak c-szeresére novelése c-szerezi a teriiletét is.
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Az R? tartomdnyai teriletének defini-
4lasara a matematika tobb megkozeli-
tést is ismer. Kett6t vazolunk. Mind-
kett6 kozos kiinduléasi pontja, hogy az
[a, b] X [c, d] téglalap teriilete (b—a)(d—
¢), és mindkét esetben csak a tenge-
lyekkel parhuzamos helyzeti téglala-
pokat hasznalunk.

Egy sikbeli T' halmazhoz vegyiink vé-
ges sok kozos bels pont nélkiili tég-
lalapot, melyek egyesitése lefedi T-
t. E feds téglalaprendszer teriile-
te legyen a téglalapok teriileteinek
Osszege. Azt mondjuk, hogy T kiil-
s6 Jordan-mértéke a tartomanyt lefe-
dé téglalaprendszerek teriileteinek in-
fimuma. Hasonléan, a T-be irt ko-
z0s belsé pont nélkiili téglalaprendsze-
rek teriileteinek szuprémuméat T bel-
s6¢ Jordan-mértékének nevezzik. T
Jordan-mérhetd, ha bels6 és kiils§
Jordan-mértéke megegyezik, és e kozos
érték T' Jordan-mértéke.

A Lebesgue-mérték  definidlasahoz
olyan feds téglalaprendszereket
veszlink,  melyek megszamlalhato
(tehat akar végtelen) elemszamuak, és
ezekhez a téglalapjaik teriiletosszegét
rendeljiik. A T halmazt feds Gsszes
téglalaprendszerhez  ilyen  moédon
rendelt szdmok infimumat a T kiils6
mértékének nevezziik és A" (T)-vel
jeloljiikk. A T-t Lebesgue-mérhetdének
nevezziik, ha béarmely sikbeli H
halmazra

N(H) =N (HNT)+ N (H\T).

Egy Jordan-mérhets 1 tartomany
Lebesgue-mérhets is, és e két meér-
ték ekkor megegyezik. Viszont példaul
az egységnégyzet racionalis koordina-
taju pontjainak halmaza nem Jordan-
meérhetd, mert bels§ mértéke 0, kiils6é
mértéke 1, viszont Lebesgue-mérhets,
mértéke 0.
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4 flu,v) + flu,w) = flu,v+w) és fuv)+ f(w,v) = f(u+
w,v), azaz [ additiv mindkét viltozojaban. Az allitas igaz volta
leolvashato a ?7?7. abrardl.

5. f(u,v) = f(u+cv,v) = f(u,v+cu), azaz az [ 4] = [¢ ] métrix
sorvektorai altal kifeszitett parallelogramma teriilete megegyezik a
hozzaadas sormiivelete utan kapott matrix sorvektoraihoz tartozoé
teriilettel.

6. f(i,j) = 1, azaz a standard bazis altal kifeszitett egységnégyzet
teriilete 1.

Az allitasok a fenti dbrakkal szemléltetett egyszerdi geometriai érve-
lések mellett az f((a,b),(c,d)) = ad — bc formulaval is bizonyithatoak.
E tulajdonsagok segitségével altalanositani lehet az elGjeles tertilet fogal-
mét, és bevezetni az elGjeles térfogat fogalméat az n-dimenzios valos tér
parallelepipedonjaira.

4.2. PELDA: HANYSZOROSARA NAGYIT EGY LINEARIS LEKEPEZES?. Az
[@ 9] matrixszal reprezentalt linearis leképezés egy T teriiletd sikidomot

mekkora teriiletiibe visz?

MEGOLDAS. Nem nyilvanvald, hogy a kérdésre van-e egyaltalan valasz,
és nem fordulhat-e el§, hogy a fenti leképezés egyik sikidomot példaul a
2-szeresébe, masikat a 3-szorosdba viszi.

jiik, elég a kérdést olyan téglalapokra megvalaszolni, amelyek oldalai par-
huzamosak a tengelyekkel (14sd a széljegyzetet). Legyen egy ilyen téglalap
négy csucsa: (p,q), (p+x,q), (p,q+y), (p+z,q9+y), ahol x,y > 0. Tehat
a téglalap oldalhossza x és y, teriilete zy. A cstcsok képe kiszamolhato
egyetlen matrixszorzassal:

[a b} {p p+z P ptz| _

c dil¢ g gty qty

ap+bg ap+ax+bg ap+bg+by ap+ ax+ bg+ by
cp+dg cp+crx+dg ep+dg+dy cp+cxr+dg+dy

Innen leolvashato, hogy a téglalap képeként kapott parallelogramma ol-
dalvektorai (ax,cz) és (by, dy), és igy teriilete

|(az)(dy) — (cx)(by)| = |ad — belzy.

Eszerint tehat a téglalap képének tertilete a téglalap teriiletének |ad —
bc|-szerese, s igy minden teriiletmértékkel rendelkezd sikbeli tartoméany
képének teriilete az eredeti |ad — bel|-szerese.

Gondoljuk meg, mi a kiilonbség T két képe kozt az ad — be > 0, és a
ad — be < 0 esetben? |

Parallelepipedon elGjeles térfogata A vegyes szorzat targyalasakor lat-
tuk, hogy a val6s haromdimenziés térben harom vektor vegyes szorzata-
nak abszolut értéke a vektorok altal kifeszitett parallelepipedon térfoga-
ta lesz, elGjele pedig aszerint pozitiv vagy negativ, hogy a harom vektor
jobb- vagy balrendszert alkot. A haromdimenzios tér parallelepipedonja-
ira a parallelogrammahoz hasonl6 tulajdonsagok igazolhatok.

1. Barmely két argumentum felcserélése megvaltoztatja a fliggvényér-
ték elgjelét, pl. f(u,v,w) = —f(w,v,u).

2. Ha f barmely két argumentuma megegyezik, a fiiggvényérték 0,
pl. f(u,v,u) =0.

3. f homogén mindhérom argumentuméban, pl. f(cu,v,w) = ¢f(u, v, w).
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4. f additiv mindharom argumentumaban, pl. f(u,v,w)+f(u,v,z) =
f(ua v, W + Z)'

5. f barmely argumentumahoz hozzaadva egy masik konstansszorosat,
a fliggvényérték nem valtozik, pl. f(u,v,w) = f(u+ cw, v, w).

6. f(i,j,k) = 1, azaz az egységkocka térfogata 1.

A haromdimenzids parallelepipedon térfogatat ugy szamoltuk ki, hogy
két vektor altal kifeszitett parallelogramma teriiletét szoroztuk a harma-
dik vektor csticsdnak a parallelogramma sikjatol valo tavolsdgaval. Ha
pedig a parallelogramma iranyitasat is figyelembe vettiik, e tavolsag els-
jeles tavolsdgga valt, hisz az ott hasznalt skalaris szorzat a sik egyik
oldalan pozitiv, masik oldaldn negativ eredményt ad. Ugyanez az eljaras
megismételhetd magasabb dimenzidéban is. Példaul, ha a négydimenzi-
0s tér egy parallelepipedonjanak elGjeles térfogatat akarjuk kiszémolni,
akkor egy haromdimenzios parallelepipedon térfogatat szorozzuk a negye-
dik vektor végpontjanak a masik harom terétsl valo elGjeles tavolsagaval.
Ezutan bebizonyithatnank, hogy az igy definialt elGjeles térfogat is ren-
delkezik a korabban felsorolt tulajdonsdgok négydimenzios megfelel&ivel.
E helyett egy mas, egyszeriibb és szebb utat valasztunk.

A determinans definiciéja A parallelepipedon fogalma helyett — mely
nem értelmezhets barmely szamtest esetén — egyszertien csak az azt kife-
szit6 vektorokat, illetve az azokboél képzett méatrixot fogjuk hasznélni. Az
elGjeles térfogat helyett olyan fogalmat fogunk definidlni, mely specialis
esetként ezt is tartalmazza. Ez lesz a determinans. A definiciéban csak az
elGjeles térfogat vizsgalataban megismert fliggvénytulajdonsagokat hasz-
naljuk, azok koziil is csak annyit, amennyi mar egyértelmiien definidlja
azt.

4.3. DEFINICIO: DETERMINANS. A determindns a négyzetes matrixo-
kon értelmezett és det-tel jelolt olyan skalar értékd fiiggvény, mely eleget
tesz az alabbi tulajdonsidgoknak:

D1. lineéris a matrix minden sorara nézve,

D2. két azonos sort tartalmazo matrixhoz 0-t,

D3. az egységmatrixhoz 1-et rendel.
Az A = [aj;],, matrix determinanséat det(A), |A| vagy |a;j|» jeloli.

» Az nxn-es matrixok determinénsat szokas n-edrendd determinansnak
is nevezni.
» Részletezve az altalanos jelolést az A matrixra és determinénsara:

aii ai12 . QA1n a1 ai2 e A1n

as1 a2 ... Qop a1 as2 Lo Qo2p
A= 7 T, det(A)=

anpl  Qan2 ce. Opp Gpl  Ap2 ceo Opp

E jelolésnek megfelelGen a det(A) determinans sorain, oszlopain, elemein
az A matrix sorait, oszlopait, elemeit értjiik.

» Részletezziik a definicio harom feltételét. A determinans linearis a
matrix minden soraban, teh&t barmely c és d skalarra és barmely i-re,
ahol1<i<n

aix alx Al

1%

c| al, |+d| a, |=| cal, +dal,

Anx Apx Ap
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Azonos sorok esetén a determinans értéke 0, azaz ha valamely i # j esetén
a;, = aj, = b, akkor

Végiil az egységmatrix determinansa 1, azaz

10 ... 0

01 0
=1

00 ... 1

> Az 1 X l-es [a] matrix determinansa det([a]) = a, ugyanis a determi-
nans definicioja szerint det([1]) = 1, és det([a]) = det([a-1]) = adet([1]) =
a. Ez a fiiggvény pedig additiv is, igy a definicié minden feltételét kielégi-
ti. A jelolésbeli zavarok elkeriilésére az 1 x 1-es [a] matrix determinansara
csak a det([a]) vagy det(a) jel6lést hasznaljuk, mert |a| az a abszolat ér-
tekét jeloli!

» A korabbiak szerint

a b
d

‘adbc.

» Lattunk determinénst, példaul a 2 x 2-es matrixokét. Azt azonban
még nem tudjuk, hogy létezik-e minden n-re és egyértelmti-e. A definicié
alapjan ez bizonyithaté. A bizonyitast késébbre hagyjuk, addig feltéte-
lezziik, hogy létezik és egyértelmii.

» A determinans tekinthets olyan n-valtozos fliggvénynek, melynek n
argumentumaéaba a matrix n sorvektora keriil. Nem okoz félreértést, ha ezt
a fliggvényt is det jeloli. Ha tehat A sorvektorai aj,,ass, ..., a,s, akkor
det(A) megegyezik a det(aj.,ass,...,a,.) figgvényértékkel. Példaul a
3 x 3-as egységmatrix determinansa az alabbi alakokba irhato:

det(fg) =

O O =

0 0
1 0| =det([L00], [010], [001])=det(e, ez, e3)
0 1

ahol e es, e3 a standard egység-sorvektorokat jeloli. A determinans fenti
definicioja konnyen folirhato e jeloléssel is (1d. 4.1.1. feladat).

A determinans értékének kiszamitasa A determinans kiszamitédsahoz
az elemi sormiveleteket fogjuk hasznalni. Két kérdésre kell vilaszolnunk:
(1) hogyan valtozik a determinans értéke elemi sormitiveletek kézben, (2)
mennyi a determinénsa a lépcsGs alakra hozott méatrixoknak?

4.4. ALLITAS: A DETERMINANS EGYIK SORA NULLVEKTOR. Egy de-
terminans értéke 0, ha valamely sordban minden elem 0.

BizONYITAS. Ha egy determinans egy 0-sorat barmely ¢ szammal beszo-
rozzuk, az 0-sor marad, igy a determinans értéke nem valtozik, masrészt
a c-vel vald szorzas miatt c-szeresére modosul. Mivel csak a 0 egyezik
meg tetszGleges c-re sajat c-szeresével, igy a determinéns értéke csak 0
lehet. |
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4.5. TETEL: DETERMINANS ES AZ ELEMI SORMUVELETEK. Az elemi
sormiveletek eredményeként a determinans értéke az alabbiak szerint
valtozik:
1. sorcsere kbzben elGjelet valt;
2. a c skalarral valo beszorzds utén értéke c-szeresére valtozik;
3. egy sor konstansszorosanak egy mésikhoz valé hozzdaddsa utén
értéke nem valtozik.

BI1zONYITAS. Az elsG allitas igazoldsahoz a determinédns definicidjanak
els6 két pontjat hasznaljuk (D1, D2). Csak az i-edik és j-edik sorokat
valtoztatjuk (i < j):

A Ajx aj* Ajx + aj*
D2 D1
= + =
aj* aj* aj* aj*
A« + aj* ;s + aj* A+ + aj*
D2 D1
aj* Ajx + aj* —&ix
Ay + aj* —ix aj* aj*
D2 D1 D2
= + = -
—Qx —Qx — A« A

A tétel masodik pontja definicié szerint igaz. Marad a harmadik:

Qi A Ay A A A

aj* + Ca;y aj* Ca;y aj* A aj*

Az elemi métrixok egyetlen sormitivelettel kaphatok az egységmét-
rixbol, igy ezek determinansa konnyen szamolhaté. Hasonléan kénnyen
szamolhaté egy elemi matrix és egy tetszéleges matrix szorzatanak de-
terminansa.

4.6. KOVETKEZMENY: ELEMI MATRIXOK DETERMINANSA.

(a) A hozzidadas sormiiveletével kapott elemi métrix determinéansa 1,
a sorcserével kapotté —1, egy sor c-vel valo sorzasaval kapotté c, azaz
képlettel

det(ESi-i-ch) =1, det(ESiH5j> = -1, det(EcSi) =c.

(b) Egy E elemi méatrix és egy tetszdleges négyzetes A métrix szorza-
tanak determinansa megegyezik determinansaik szorzatéval, azaz

det(EA) = det(E) det(A).
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B1zONYITAS. Az (a) allitas abbol kovetkezik, hogy az elemi matrixok az
1 determinansi egységmatrixbol kaphatok egyetlen sormtvelettel. Ha-
sonloképp adodik (b) abbol, hogy az EA egyetlen sormitivelettel kaphato

A-bol. [ |
Példaul:
1 0 0 0O
(1) (1) 8 8 0 0 0 01 1 0 0
00 1 o~ 1, [0 01 0 0/=-1, [0 1 0]/=3
04 0 1 0 001 O 0 0 3
01 0 0 O

4.7. PELDA: PERMUTACIOS MATRIX DETERMINANSA. Mivel a permu-
tacios matrix csak elemi sorcserékkel megkaphato az egységmatrixbol, és
a sorcsere megvaltoztatja a determinéns elGjelét, ezért permutéicidés méat-
rix determinansa mindig 1 vagy —1. Példaul az els6 determinans két
sorcserével, a méasodik hérom sorcserével kaphaté meg:

01 0 00 01 0 0O
001 00 0 01 0O
100 0 O0=1, |1 0 0 0 O0j=-1
00 010 0 00 01
0 0 0 01 0 0010

4.8. TETEL: HAROMSZOGMATRIX DETERMINANSA. Az als6 vagy fels6
haromszogmatrix, s igy a diagonalis matrix determinansa megegyezik a
féatlobeli elemek szorzataval.

Bi1zonviTAS. Ha egy haromszogmatrix fatlojaban van 0, akkor a fGele-
mek szama kevesebb lesz, mint a sorok szama, azaz a matrixban van
egy zérussor, igy determinansanak értéke 0. Ha nincs O-elem a fGat-
l6ban, mind az als6, mind a fels6 haromszogmatrix csak a hozzaadas
sormitiveletével — azaz a determinans értékének megvaltoztatasa nélkiil —
diagonalissa alakithato a féatlon kiviili elemek kikiiszobolésével, azaz

ail 0 0 a1 ? ? a1 0 0
? a292 0 0 as9 ? 0 a9 0
? 7 ... Qpn 0 0 ... apn 0 0 ... ann

Egy diagonalis matrix determinansaban minden sorbol kiemelve a f6at-
l6ban szerepls szamot kapjuk, hogy

aill 0 N 0 1 O O
0 asy ... 0 0 1 .0
: : = 110422 ...0pnp . . . . = 111022 . ..0nn,
0 0 ... ann 00 ... 1
tehat a determinéans értéke valoban a fGatlobeli elemek szorzata. [ |

4.9. PELDA: HAROMSZOGMATRIX DETERMINANSA. Az alabbi determi-
néans értéke egyetlen sorcsere utdn azonnal leolvashato:

30 0 0 O 30 0 0O
300 2 0 32 000
302 00=-1302200=-3-2-2-2-3=-T72
32 000 300 2 0
33 3 3 3 33 3 3 3
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4.10. PELDA: DETERMINANS KISZAMITASA LEPCSOS ALAKRA HOZAS-
SAL. Szamitsuk ki a

9 9 _3 11 1 1
) 1 2 3 4

2 2 —4| ¢ésa
15 —6 1 3 6 10
1 4 10 20

determinénsok értékét lépcsds alakra hozzassal.
MEGOLDAS. Elemi sormiiveletekkel kapjuk, hogy
2 2 3| S0 12 2 -3 ses |2 2 -3

2 2 -4 = 0 0 1 = -0 1 0] =—-2.
4 5 -6 01 0 0 0 1

A kovetkezs determinansnal sorcsere nélkil eliminalhatok a f6atlo alatti
elemek, ezért a sormiiveleteket nem is jelezziik.

11 1 1 |t 11 o1 jr11o1 1111
12 3 4 _f0o1 2 3 _j0o12 3_J0123_,
13 6 100 (025 9 001 3 (0013
1 4 10 2 (0 3 9 19 |00 3 10 (000 1

(Egy érdekes észrevétel: a fenti determinansban és sorlécsés alakjaban is
a Pascal-haromszog szamai talalhatok.) |

Matrixmiiveletek és determinans Kérdés, hogy milyen kapcsolat van
a matrixmiveletek és a determinans kozott. Fontos megjegyezni, hogy
a determinansfiiggvénynek mincs a matrixdsszeadasra és a skalarral valo
szorzasra nézve miivelettarto tulajdonsaga, azaz altalaban det(A + B) #
det(A) + det(B), és det(cA) # cdet(A). A determinéans definicioja sze-
rint linearis tulajdonsaga csak a sorvektorokra vonatkozban van.

A skalarral valo szorzés esetén viszont itt is mondhato valami: mi-
vel egy métrix c-szeresének determinansa minden sorabol kiemelhet§ c,
ez annyi kiemelést jelent, ahdny sora van a matrixnak. Igy tetszéleges
n X n-es A métrixra és tetszbleges ¢ skalarra det(cA) = ¢" det(A). Ez
vildgos, ha R2- vagy R3-beli vektorokra gondolunk, hisz példaul egy pa-
rallelogramma elGjeles teriilete 4-szeresére, egy parallelepipedon elGjeles
térfogata 8-szorosara né, ha minden élét 2-szeresére noveljiik.

A determinans miivelettartd a négyzetes matrixok szorzésara nézve.
Ezt mondja ki a kdvetkezd allitas.

4.11. ALLITAS: DETERMINANSOK SZORZASSZABALYA. Ha A és B azo-
nos mérett négyzetes matrixok, akkor det(AB) = det(A) det(B).

Bi1zoNYITAS. Tudjuk, hogy ha A szingularis, akkor AB is, azaz ha det(A) =
0, akkor det(AB) is 0, tehat det(AB) = det(A) det(B). Ha A nem szin-
gularis, akkor felbonthato elemi méatrixok szorzatara: A = E1Es ... Eyg,
igy AB = E1Es...E;B. A 4.6. allitas szerint tetszGleges E elemi mat-
rixra det(EB) = det(E)det(B). Ezt az Osszefliggést E1Es ... Eg-ra és
E1E; ... EiB-re is hasznélva kapjuk, hogy
det(A) det(B) = det(E1Es ... Eg) det(B) = det(Eq) det(E; . .. Eg) det(B)

= det(E; )det(Eg) det(Ez ... Eg)det(B)=... =

= det(Eq) det(Eg) .det(Eg) det(B), maésrészt

det(AB) = det(E,1E, ... E;B) = det(Eq) det(E; ... E;B)
= det(E) det(Eg) det(Es... ExB)=... =
= det(Eq) det(Es) . . . det(Eg) det(B),

ami bizonyitja az allitast. Egy maésik, nagyon szép bizonyitas talalhato
a 4.1.3. feladatban. |
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Matrix determinansa és transzponaltjanak determinansa megegyezik.
Ez lehet6vé teszi, hogy a determinans kiszamitasdhoz nem csak az ele-
mi sor-, de az elemi oszlopmiiveleteket is hasznéljuk, hisz egy méatrixon
végzett oszlopmiivelet a transzponalt sormitvelete.

4.12. ALLITAS: TRANSZPONALT DETERMINANSA. Matrix determinan-

sa megegyezik transzponaltjanak determinénsaval, azaz barmely négy-
zetes A matrixra det(A) = det(A”).

BI1zONYITAS. Az A métrix redukalt 1épcsés alakra hozasanak méatrixszor-
zatos alakja legyen A = E1Es ... ExR, ahol E; elemi matrix, R az A
redukalt 1épcsés alakja. A transzponalt determinénsa

AT = |RTE; ... E;E[| = [RT||EL]... |[E; ||E]].

Ko6nnyen ellenérizhetd, hogy minden elemi méatrix determinédnsa megegye-
zik transzponaltjanak determinansaval (ellendrizziik!). Mivel R redukalt
lépcsds alak, ezért R = I, vagy R-nek van egy zérus sora. Ha R =1, ak-
kor |RY| = |R| = |I| = 1, ha pedig R-nek van zérus sora, akkor R”-nak
zérus oszlopa, és egy ilyen méatrix nem alakithaté elemi sormiiveletekkel
egységmatrixsza, tehat determinansa 0. Azaz |R| = |R” | ekkor is fonnall.
Ekkor pedig

IRT[[EE|. . [E3[[ET| = [RI[E]|... |Es||Eq| =
|E1||Es|... |Ex||R| = |E1Eo.. . ExR| = |A].
Tehat |[AT| = |A]. |

4.13. PELDA: DETERMINANS KISZAMITASA ELEMI OSZLOPMUVELE-
TEKKEL. Az alabbi determinénst elemi sor- és oszlopmiiveletek alkal-
magzasaval 2 1épésben is kiszamithatjuk:

10010 100 1 0 1000 0
2 2 1 3 1 1101 0 1100 0
111101 111 01110 0=1
11120 111 20 11110
111 2 1 111 2 1 11111

Amikor a determinans értéke 0 Sok kérdésben vizvalaszto, hogy a de-
terminans értéke zérus-e. A 4.4. allitasban lattuk, hogy a determinans 0,
ha van két azonos sora, vagy egy zérussora. Most sziikséges és elégséges
feltételeket adunk.

4.14. TETEL: ZERUS ERTEKU DETERMINANS. Legyen A négyzetes

matrix. A kovetkezd allitasok ekvivalensek:

1. det(A) =0,

2. A sorvektorai linearisan Gsszefiiggdk.

3. A szingularis,

4. a homogén linearis Ax = 0 egyenletrendszernek van nemtriviilis
megoldasa.

BizONYITAS. A 777 tételben lattuk, hogy négyzetes méatrix sorvektorai
pontosan akkor linedrisan Gsszefliggk, ha a matrix szinguléris, azaz ha a
lépcsds alakra hozas soran keletkezik egy 0-sor, ez pedig azzal ekvivalens,
hogy a determinéns értéke 0. Az utolsd allitas ekvivalencidja a matrix
invertalhatosagarol szolo 3.64. tétel kozvetlen kévetkezménye. |
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4.15. PELDA: ZERUS ERTEKU DETERMINANSOK. Az aldbbi determi-
nénsok értéke 0, mert soraik linearisan Gsszefliiggéek.

W o >t
Tl o
o N 00

Il
o

o W o =

N O o RO

SOt

o~ U

Az els6 determinans els§ sora a méasodik és a harmadik Osszege, a méa-
sodik determinéns negyedik sora az elsé és a harmadik Gsszegének és a
méasodiknak a kiilonbsége, tehat mindkét determinéns értéke 0. (Az ilyen
Osszefliggéseket nem kell ,ranézésre észrevenni’, az elemi sormiiveletek
gyorsan megmutatjak.)

Az el6z6 tétel, valamit a 3.64. tétel fontos kdvetkezménye a determinéns-
nak az egyenletrendszerek megoldhatosagaval valé kapcsolatarol szol:

4.16. TETEL: EGYENLETRENDSZER MEGOLDHATOSAGA ES A DETER-
MINANS ZERUS VOLTA. Legyen A négyzetes matrix. Ekkor az alabbi
allitasok ekvivalensek:

1.det A # 0,
2.az Ax = b egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato,

3.az Ax = 0 egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa van.

A gyakorlatban — példaul mért adatok esetén — az, hogy egy determinans
nulla-e, nehezen donthetd el! Fontos tudni, hogy az, hogy a determinans
értéke kozel, vagy téavol van a nullatol, nem jelenti azt, hogy a determinans
kozel szinguléris, vagy tavolrol sem az. Példaul az

10 0
19 ) 0 % ... 0 1
r n:l, és az SR :227
1
0 0 5

determinansok koziil az els§ értéke tetszblegesen nagy n-re is 1, pedig %
tetsz6legesen kozel lehet 0-hoz, és az [§ U] matrix mar szingularis. A ma-
sodik determinéns %In determinénsa, ami nem szingularis, pedig értéke
tetsz6legesen kozel lehet 0-hoz, igaz, csak elegendGen nagy n esetén.

A determinans minden soraban (sorvektoraban) linearis leképezés,
ami lehet&vé teszi a determinans elGallitasat determinansok linearis kom-
binaciojaként. Két ilyen modszert ismertetiink a kovetkez két para-
grafusban. Ezek igen fontosak, gyakran ezek segitségével definialjak a
determinans fogalmét.

Kigyok determinansa A 2 X 2-es determinéns kiszamitasara ismerjiik
azt a formulat, amely a determinéns értékét a determinans elemeinek
figgvényében irja fel: det[? Y] = ad — be. Hasonlo formulat keresiink
tetsz6leges n-edrendi determinénsokra. Ehhez a kigyokat hasznéljuk.

Minden kigyé megkaphatd egy diagonalis métrix sorainak permuté-
ciojaval, azaz minden K kigy6 felirhato K = P diag(ay, as, ..., a,) alak-
ban, ahol P egy permutacios méatrix (ezt a kigyohoz tartozo permutéci-
6s matrixnak fogjuk nevezni). Mivel P determinansa 1 vagy —1, ezért
K| =ajas...a, vagy |K| = —ajas. .. a,.

A determinansok soronkénti linearitasat hasznalva érdekes felbontasét
kapjuk a determinénsnak. Tekintsiik példaként az

@ Qe
> o
S 0
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determinanst. Elsé sorvektoranak
(a,b,c) = (a,0,0)+ (0,b,0) + (0,0, ¢)

felbontasat folhasznalva bontsuk fel a determinanst harom determinans
Osszegére:

a+04+0 0+b+0 0+0+c a 0 0 0 b 0 0 0 ¢
d e f =|d e fl+|d e fl+|d e f
g h i g h 1 g h 1 g h 1

Ezutan folytassuk e felbontast a masodik sorvektorral, igy mar az eredeti
determinénst 9 determinéns Osszegére bontottuk. Végiil tegyiik ugyanezt
az utolso sorral is. Az igy kapott 27 determinanst nem irjuk fol, de szem-
léltetésiil egy sematikus abran megmutatjuk a felbontés lépéseit. Tomor
négyzet jeloli azokat a helyeket, ahol megtartjuk a determinans eredeti
elemeit, iires kor azokat, ahova zérust frunk. A 27 determinans mindegyi-
kének minden soraban egy elem az eredeti determinansbol vald, a tobbi
zérus. Kozottiik azonban csak 6 kigyé van. A t6bbinek van zérus osz-
lopa, igy azok értéke 0, vagyis az eredeti determinanst 6 kigy6 Gsszegére
bontottuk (a 0 értéki determinansokat sziirke szinnel jeleztiik).

moo omo oom
111 111 11
] ] 11
moo moo moo omo omo oom oom
mOO OmO oom mOO oom W0 Omo
(11 [ ] (1] (11 (1] 1] (11

Hasonl6 médon barmely n-edrendii determinéns félbomlik n™ olyan de-
terminans Gsszegére, melynek minden sordban egyetlen elem az eredeti
determinansbol vald, a tébbi 0, de ezek koziil csak azok lesznek kigyok
determinéansai, melyek minden oszlopaban is van egy elem az eredetibdl.
(Ezeket nevezziik a matrixbol/determinansbol kivalaszthato kigyoknak.)
Ezek szama n!, mert az els6 sorbol n-féleképp vélaszthatunk egy elemet, a
masodik sorbél minden esetben mar csak n— 1-féleképp,. . ., és ez Gsszesen
nin—1)...3-2-1=n! eset. Igaz tehat a kovetkezs allitas:

4.17. ALLITAS: DETERMINANS, MINT KIGYOK DETERMINANSAINAK
0SSZEGE. Minden n-edrendd determinans félbomlik az Gsszes belGle
kivalaszthat6 kigyé determindnsédnak Osszegére. Ha az aqij,, asj,,. .-,
anj, elemeket tartalmazo kigyohoz tartozé permutacios méatrix deter-
minanséat d;, ;, ., jeloli (ennek értéke +1 vagy —1), akkor

lasil = djrso.. jn @151 024 - - - G

ahol az Gsszegzés végigfut az {1,2,...,n} halmaz Gsszes lehetséges
{j1,J2,- -, Jn} permutaciojan.

Az n! az n novekedtével rendkiviil gyorsan ng (pl. 10! = 3628800), de-
terminans ilyen médon valé szamitasa viszonylag kis rend esetén mér
szamitogéppel sem lehetséges emberi id6 alatt. E felbontast a determi-
nansok tulajdonsagainak vizsgalatdban hasznaljuk. Szamitashoz csak az
n = 2 és n = 3 esetekben hasznaljuk, igaz, azokra gyakran. n = 2 esetén
az el6z6 allitas szerint

a b’

c d 0 d c 0

a 0' ‘0 b‘adbc,



+
(b) aei+bfg+cdh—afh—bdi— ceg

4.1. abra. Az (a) méasod- és a (b) har-
madrendd determinans kiszdmitasa: a
f64tlo iranya szorzatok sszegébdl von-
juk ki a mellékatlé iranya szorzato-
kat. Harmadrendi esetben kezdetben
kénnyithetiink magunknak a determi-
nans els§ két oszlopanak a determi-
nans utdni megismétlésével.

o0
1O
OLIG

4.2. abra. A harmadrendd determi-
nans kiszamitasara egy — I1Q-tesztek
tipuskérdésére emlékeztet6 — masik
modszer: az egyforma alakuak szorza-
tanak Gsszegébdl ki kell vonni az egy-
forma szintek szorzatait.

C
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mivel a masodik determinéns egyetlen sorcserével hozhaté diagonalis alak-
ra. n = 3 esetén — felhasznalva a fenti dbrat is — kapjuk, hogy

a b c a 0 0 a 0 0 0 b 0
d e fl=10 e O/+]|0 0 fi|+|d 0 0O
g h 1 0 0 1 0 h O 0 0 4

0 b 0 0 0 ¢ 0 0 ¢

+10 0 fl+|d 0 O/+|0 e O

g 0 0 0 h O g 0 0

=aei —afh —bdi+bfg+ cdh — ceg
=aei+bfg+ cdh — afh — bdi — ceg

E két formula konnyen megjegyezhets egy egyszeri szaballyal, ame-
lyet az n = 3 esetben Sarrus-szabdlynak is neveznek: a f6atld irdanya
szorzatok Osszegébdl vonjuk ki a mellékatlo iranya szorzatokat. (Hogy
mit értslink f6atlo és mellékatld iranyna szorzaton, a mellékelt abrakrol
megérthetd.) Fontos, hogy hasonlé szabaly n > 3 esetén mar nem érveé-
nyes (I1d. a 4.1.5. feladatot).

A determinéns 4.17. tételbeli felbontasa a determinans értékét a de-
terminans elemeinek fiiggvényeként allitja el6. Ennek sok szép és fontos

kovetkezménye van. Ime ketts:

» Egy algebrai kovetkezmény: a determinans kiszamolasahoz elég csak
az Osszeadas és szorzas miivelete, az osztasra, melyet az elemi sormtve-
letek soran hasznalhatunk, nincs sziikség. Eszerint egész szamokbol allo
determinéns értéke egész szam.

» Egy fliggvényanalizis korébe tartozé kovetkezmény: a determinans
értéke folytonos, s6t differencialhaté fliiggvénye elemeinek. Eszerint bar-
mely kis pozitiv e-hoz van olyan § > 0 szam, hogy ha a determinans
barmely eleme legfdljebb § értékkel megvaltozik, akkor a determinans
értéke legfoljebb e-nyit valtozik.

Permutaciés matrix determinansa® Kigy6 determindnsanak kiszami-
tasdban egyetlen bizonytalan pont maradt, a hozzéa tartozé permutécios
métrix értékének kiszamitasa. Kérdés, nem fordulhat-e el6, hogy péaros
és paratlan sok sorcserével is eljuthatunk egy permutaciés métrixbol az
identikusba.

Azt mondjuk, hogy egy permutéciés matrix két sora inverzioban all,
ha az elébb 4ll6 sorbeli 1-es hatrébb van, mint a mésik sorbeli. Példaul a

— o O O
o O O
O = O O

0
1
0
0

matrix inverzidinak szama 4, mert az els6-masodik, elsg-negyedik, masodik-
negyedik, harmadik-negyedik sorparok inverziéban vannak.

4.18. TETEL: PERMUTACIOS MATRIX ELOJELE. A permutaciés matrix
aszerint +1 vagy —1, hogy inverzioban all6 sorparjainak szama péaros
vagy paratlan.

BizonyiTAs. Elég megmutatni, hogy egy sorcsere mindig megvaltoztatja
az inverziok szamanak paritasat, vagyis azok szdma parosbol paratlanra,
paratlanbol parosra valtozik. Igy ha egy permutécios matrix inverzidinak
szama paros, akkor csak paros sok sorcserével vihet§ az identikus mat-
rixba. Hasonl6an, ha az inverzidk szama pératlan, akkor csak paratlan
sokkal.
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Ha a két megcserélendd sor szomszédos, akkor a sorcsere megvéltoz-
tatja e két sor viszonyat: ha inverziéban alltak, akkor ezutan nem fognak,
és forditva. Az el6ttiik és mogottiik allo sorokhoz vald viszonyuk nem val-
tozott. Eszerint az inverzidk szama eggyel nétt vagy eggyel csokkent, azaz
paritasa megvaltozott.

Ezutan cseréljiik ki az i-edik és j-edik sorokat (legyen i < j). Az in-
verziok szamanak nyomon kovetése érdekében ezt szomszédos sorok cse-
réjével valositjuk meg. Cseréljiik ki az i-ediket az (i + 1)-edikkel, majd
azt az (i+2)-edikkel,. . ., mig az eredetileg i-edik sor a j-edik helyére nem
keriil. Ehhez j—1 sorcserére van sziikség. Ezutan az eredetileg j-edik sort
j—1i—1 sorcserével az i-edik helyre vissziik. Ez 6sszesen 2(j —i) — 1, azaz
paratlan sok sorcsere, ami a paritast valoban ellenkezGjére valtoztatja. B

4.19. PELDA: INVERZIOK SZAMA ES A DETERMINANS. Mennyi az inver-
ziok szdma abban a matrixban, melynek mellékatlojaban egyesek, egye-
biitt nulldk allnak, és mennyi ennek determinansa?

MEGOLDAS. E matrixban barmely két sor inverzioban all egymassal, igy
ha a sorok szdma n, a sorparoké n(n — 1)/2. Eszerint e matrix determi-
nansa (—1)"("=1/2, [

ElGjeles aldeterminans Az el§z6 paragrafushoz hasonléan bontsuk az

a b ¢
d e f
g h 1

determinénst, az els§ sorvektoranak felbontasaval harom determinans
Osszegére, de egyuttal emeljiik is ki az els6 sor elemét, majd oszlopcse-
rékkel vigyiik az 1-est tartalmazo oszlopot az els6 oszlop helyére:

a b c 1 0 0 01 0 0 0 1
d e fl=ald e fl+bld e fl+c|d e f
g h 1 g h 1 g h 1 g h 1
1 0 0 1 00 1 00

=ald e fl—0ble d fl+c|f d e

g h 1 h g 1 i g h

Ha ezt Osszevetjiik a Sarrus-szabalyban kapott képlettel, igen érdekes
sejtést fogalmazhatunk meg:

a b c
d e fl=aei+bfg+cdh—afh—bdi— ceg
g h i
=a(ei — fh) — b(fg — di) + c(dh — eg)
e f d f d e
=al, i_b‘g Z.—&-c’g nl-

Miel6tt ezt megtennénk, némi elGkészités kovetkezik.

4.20. DEFINICIO: ELOJELES ALDETERMINANS. Az n-edrendd |A| de-
terminans i-edik sordanak és j-edik oszlopanak elhagyésaval kapott
(n — 1)-edrendii determinans (—1)"*J-szeresét az |A| determinans a;;
eleméhez tartozo eldjeles aldetermindnsdnak nevezzik.

4.21. PELDA: ELOJELES ALDETERMINANS. Szamitsuk ki az

1 2 3 4
4 3 5 2
2 2 2 2
01 5 3

determindns masodik sor harmadik eleméhez tartozo elGjeles aldetermi-
nénsat!



4. FEJEZET. MATRIXOK JELLEMZESE 162

MEGOLDAS. A determinans masodik sorat és harmadik oszlopat kiszi-
neztiik

1 2 3 4
4 3 5 2
2 2 2 2
0 1 5 4

Az ezek elhagyésa utdn megmarado6 aldeterminans és —1 megfelel6 hat-
vanyanak szorzata, vagyis a kért elGjeles aldeterminans

1
(_1)2+3 9
0

— N N

4
2= —1-(-2) =2.
4

4.22. ALLITAS: DETERMINANS RENDJENEK CSOKKENTESE. Tegyiik
fel, hogy az n-edrendd |A| determinéns a;; elemének sordban vagy osz-
lopdban minden tovabbi elem 0. Jeldlje A;; az az a;; elemhez tartozo
elGjeles aldeterminanst. Ekkor

|A| = ai;Aij.

BIzZONYITAS. Legyen az |A| determinans i-edik soraban az a,;j-n kiviil
minden elem 0 (hasonléan targyalhato, ha a j-edik oszlopban vannak
nullak). Cseréljiik ki a j-edik oszlopot a (j—1)-edikkel, majd ezt a (j—2)-
edikkel. .., addig, mig az A, ; oszlop az els6 oszlopba nem keriil. Ez j —1
oszlopcserét jelent, azaz a determinans értéke (—1)7 ~!-szeresére valtozik.
Ezutan hasonléképp vigyiik az i-edik sort szomszédos sorok cseréjével az
els6 sorba. Ehhez i — 1 csere sziikséges, mikozben a determinéns értéke
(—1)""L-szeresére véltozik.

aill a12 cee Ay e A1n, a1y aill a9 N A1n
a1 a2 cee Q25 ... Qop a2; as1 a22 ... Qop
. : . : i—1 . : . :
= —1 J
an1 An2 B ] cee Qpn Gnj Anl1  ap2 oo Qpn
a; 0 0 0
Qa1j ail a2 ... Qinp
= (=1)"(=1)i" |25 a2 G2 ... G2
Qpj Anpl QAp2 ... Gpp
1 0 0 0
aij ail ai12 oo Qip
ul (*]—)Z+Jaij a2 a1 a22 co. Qop
Gpj Apl Ap2 ... Gpn
ail a2 ... Qin
. az1 Q22 ... Q2p
*ok
= ()" ay
Anl Ap2 ... Qpp

= aijAZ-j .

Az *-os egyenlGségnél kihasznaltuk, hogy i+ j — 2 és i+ j paritasa azonos,
tehat —1 kitevSjeként is azonos eredményt adnak, tovabba kiemeltiik a;;-
t az elsé sorbol. A **-os egyenlGség elstt 4116 determinans kiszdmitasahoz
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csak a masodiktol lefelé 1év6 sorokat kell hasznalni, a végeredményt az elsé
oszlop elemei nem befolyasoljak, igy az elss sor és els6 oszlop elhagyasaval
kapott determinans értéke ugyanaz. Végiil az igy kapott determinans az
elGjellel egyiitt épp A;j, és ezzel bizonyitottuk az allitast. |

4.23. PELDA: DETERMINANS RENDJENEK CSOKKENTESE. A determi-
nans rendjének csokkentésével szamitsuk ki az alabbi determinéns érté-
két!

TN o> — —
B OO NN
cwo oo
W ~3 ~1 00 W
NS O

MEGOLDAS. Minden lépésben — esetleg egy apro atalakitas utan — tala-
lunk egy sort vagy oszlopot, melyben csak egy nemnulla szam all:

120 3 4
120 8 4 };gj
60070:(_1)‘1+3~86070
8 98] 7 6
54 0 3 2 5482
1 2 3 4
B a0 0 [5]0
5 4 3 2
1 2 4
= (=8)- (-1)*"-5[6] 0 0
5 4

Determinans kifejtése Ritkan adodik, hogy a determinans rendje az
el6z6 (4.22.) allitas segitségével csokkenthetd, viszont folhasznalasaval a
determinansok egy gyonyori kifejtési tételét kapjuk. Ezt egyes konyvek
Laplace-féle kifejtési tételnek nevezik (mas konyvek csak ennek egy — a
feladatok kozt megtalalhato — altalanositasat hivjak igy, sok kényv pedig
e tételbeli Osszefiiggéssel definidlja a determinénst).

4.24. TETEL: DETERMINANSOK KIFEJTESI TETELE. Egy determinans
értéke megkaphato gy, hogy egy tetszéleges soranak vagy oszlopanak
minden elemét beszorozzuk a hozzé tartozo elGjeles aldeterminanssal,
és e szorzatokat Gsszeadjuk. Képletben, az n-edrendii |A| determinans
értéke i-edik sora szerint kifejtve

n
Al =" aiAir,
k=1

és j-edik oszlopa szerint kifejtve

Al =" arjAx;.
k=1
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BizoNYITAS. Hasonldéan a korabbiakban latottakhoz, az i-edik sorvek-
tor felbontasaval a determinanst n olyan determinans Ssszegére bontjuk,
amelyek i-edik sordban csak egy elem széarmazik az eredeti determinans-
bol, a tobbi 0. Az egyszeriiség kedvéért e felbontast csak n =3 és i =2
esetére irjuk fel, de tetszGleges n-re ugyanigy megy. Ezutan a 4.22. allitast
alkalmazzuk mindegyik 1ij determinansra:

ailp a2 ais a1 a2 ais a11 ai2 a3
|A| = |a21 0 O(+1]0 a22 0]+1]0 0 a23
asz1 asz as3 asz1 asz as3 as1 asz as3

= ag1 A1 + a22Aag + az3Ass
3
= E agr Aok
k=1

A bizonyitas ugyanigy megy az oszlopokra is, amit példaként az n = 3,
7 = 3 esettel szemléltetiink:

a1 a2 a13 air a2 0 a1 a2 O
|A| =lag1 aze O |+ |az1 age as3|+|az1 a2 O
az1 azz 0 az1 azz 0 asy asz2 ass3

= a13A13 + az3Aas + as3Ass

3
= E ar3Ags.
k=1

4.25. PELDA: KIFEJTESI TETEL. Szamitsuk ki az aldbbi determinéns
értékét a kifejtési tételt hasznalval

O~ N W
== =N
— o O
N~ =N

MEGOLDAS. Erdemes a harmadik oszlop szerint kifejteni, mert ott két 0
is van, igy a veliik megszorzott aldeterminénsokat le sem kell irni.

3

— = =N
_ o O =
N = =N

I

—
S =N
— = =
N = =

\

—
— N W
— =N
— =N

Il

—

\

o

I

—

2
1
0

Determinansfiiggvény létezése és egyértelmiisége 777

Cramer-szabaly és a matrix inverze Eddig akir az Ax = b egyenlet-
rendszer megoldasara, akiar az A maéatrix inverzének kiszamitasara olyan
modszert hasznaltunk, mely csak egy algoritmust ad a szamitasokra, de
nem adja meg a kapcsolatot (képletet) az adatok és a kiszamitandok kozt.
E paragrafusban ezt pétoljuk!

Jeldlje A; L, azt a matrixot, melyet akkor kapunk, ha az A matrix
i-edik oszlopanak helyére a b vektort irjuk. Kifejtve

Ai,b = [a*l cee Ay -1 b Qs 441 .- a*n].

E jeloléssel I; x matrixon az [€41 ... €4;-1 X €441 ... €4p] mAatrixot
értjik.



Gabriel Cramer (1704-1752) genfi szii-
letésd svajci matematikus, akinek az
algebrai gorbékrdl szélo ,Introduction
a l’analyse des lignes courbes algébrai-
que” cimt, 1750-ben publikalt munka-
jaban szerepelt a ma Cramer-szabaly
néven ismert tétel. A szabélyt korab-
ban mar mésok is ismerték.
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4.26. TETEL: CRAMER-SZABALY. Legyen A egy n X n-es matrix. Az

Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmten,
ha det A # 0. Ekkor a megoldas el64ll

- det Ai,b

;= ———— =1,2,...
L detA7 (Z 9 &9 7n)

alakban.
B1zonviTAs. Az allitas els6 felét mar bizonyitottuk a 4.16. tételben. Eb-

bél felhasznéljuk, hogy mivel az egyenletrendszer megoldhato, det A # 0.
Kihasznalva, hogy Ax = b, tovabba hogy Ae; = a,;, kapjuk, hogy

AIi,x = A[e*l cee €y i1 X €y g1 - e*n]
= [Ae*l e Ae*,i_l Ax Ae*,i_H e Ae*n}
= [a*l cee Ay -1 b Ay 41 - .- a*n]
=Aip

Mivel az I;x métrix i-edik sordnak és oszlopanak elhagyasa utan egy
identikus matrix marad, ezért az i-edik sora szerint kifejtve

01 ... zo9 ... O
o : (i
det I, x 0 0 2 0 (-1)"""x; = x;.
00 ... zp ... 1

Igy a determinansok szorzasi szabalyat is hasznalva det(AI x) = det A; b,
amib6l z; det A = det A, p, azaz z; = det A; 1,/ det A. [ |

4.27. PELDA: CRAMER-SZABALY. Oldjuk meg az

20+ by =4
5 + 3y =6

egyenletrendszert a Cramer-szabéllyal!

MEGOLDAS. A kiszamolando determinansok a b = [¢] jeloléssel:

2 5 4 5 2 4
A= e anft Y aw s
Innenx::igz%,y::—&:%. |

Ha egyenletrendszert meg tudunk oldani, akkor szimultin egyenlet-
rendszert is, és igy pl. az AX = I megoldasaval a matrix inverzét is ki
tudjuk szamitani. Az x;; elem kiszdmitdsdhoz az Ax,; = e; egyenlet-
rendszert kell megoldani. A megoldas i-edik koordinatdja az x;; elem. A
Cramer-szabdély szerint

det Ai,ej
Xij = —

det A
Mivel az A; o, matrix i-edik oszlopdban csak egy elem nem 0, a kifejtési
tétel szerint

a1 ai12 ... 0 ... QA1n

a21 a2 ... 0 ... A2n
detA;e. =1 ° ’ L T =A
,€j Jv

7 a1 Gj2 ... 1 ... Ajn

an1 AaAp2 ... 0 ... QAnn
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vagyis e determinans megegyezik az A egy elGjeles aldeterminansaval,
tehat
det A; o, det Ay
X5 = = .
" det A det A

Mint latjuk, az X = A~! elsallitasahoz az A elGjeles aldeterminénsai
matrixanak transzponaltjara van sziikség. (E matrixot szokas az A ad-
Jungdltjdnak is nevezni és adj(A)-val jelolni, de mi nem fogjuk, mivel e
szot komplex elemd matrix konjugalt transzponaltjara is hasznaljak, és
ez félreértésekhez vezethet.) Igy kapjuk a kovetkezs tételt:

4.28. TETEL: MATRIX INVERZENEK ELEMEI. Tegyiik fel, hogy A egy
invertdlhaté métrix. Ekkor inverzének ij indext eleme az aj; elemhez
tartozo elGjeles aldeterminans és a determinans hanyadosa, azaz

A
ATl =
[ Ji det A
Igy az inverz matrix az
=il 1 T
= Tt a Aul - (4.1)

alakba irhato.

Konnyen ellendrizhets, hogy az A = [2 %] métrix elGjeles aldeterminan-

sainak transzponéltja

igy inverze

Al [a b]l _ 1 [d —b}
c d ad —bc|—c a |

» A matrix inverzének e kifejezése azt mutatja, hogy az inverz folyto-
nos fliggvénye a matrix minden elemének minden olyan helyen, ahol a
determinéns nem 0, azaz minden olyan helyen, ahol az inverz egyaltalan
létezik.
» FEgészelemd matrix inverze pontosan akkor egészelemd, ha determi-
nénsa 1 vagy —1. Ez abbol adodik, hogy det(A)det(A™!) = detI = 1,
tehat ha |det A| # 1, akkor det(A™') nem egész szam, tehat A~ nem
lehet egészelemt, ha pedig | det A| = 1, akkor a (4.1) képlet szerint A~"
minden eleme egész szdm.

4.29. PELDA: MATRIX INVERZE. Szamitsuk ki az

1111 020 0
01 2 3| . 2020
A=1g 9 1 3] @2 B=15 9 o o
00 0 1 00 2 0

matrix inverzét!

MEGOLDAS. Mivel det(A) = 1, ezért A~' megegyezik az el6jeles alde-
terminansok matrixanak transzponaltjaval. Ennek mind a 16 elemét nem
kell kiszamolni, mert felsé haromszégmatrix inverze fels6 haromszogmat-
rix. Hasonloéan kénnyen lathato, hogy a féatlobeli elemekhez tartozé els-
jeles aldeterminansok értéke 1. Tehat csak a f6atlo alatti elemek elGjeles
aldeterminansait kell kiszamolni. Példaként egyet mutatunk:

111
Az = (-1)**2 10 2 3| =-2.
0 0 1
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Hasonl6an kiszdmolva a t&bbit is kapjuk, hogy

Al =

A B matrixbol csak egy nemnulla kigyo

1 0 001" 1 -1 1 -1
-1 1 0o _|o 1 -2 3
1 =2 10 “lo o 1 -3
1 3 -3 1 0o 0 0 1

valaszthato ki, igy deter-

minansa kénnyen szdmolhato: det B = 16. Az inverz kiszamitasdhoz
szerencsére itt sem kell sok aldeterminénst szdmolni, mert nagy részik
lathatoan 0 értékid. Vegyiik figyelembe a szamolasnal azt is, hogy B szim-
metrikus, {gy egyrészt a szimmetrikusan elhelyezkedd elemek koziil csak
az egyiket kell kiszamolni, masrészt a szimmetria miatt a végén sziikség-
telen a transzponélas.

B*l

0 8 0 -8 0o 1 0 -1
11800 of_| 3 00 0
16/ 000 8 | 000 3%

-8 0 8 0 104 0

Mar ezekbdl az egyszert példakbol is latszik, hogy méatrix invertalasa

e modszerrel igen miiveletigényes.

Valéban, gyakorlati szamitasokhoz

nem hasznéaljuk, elméleti okfejtésekben vessziik nagy hasznéat.

2° Irjuk fel a determinans definiciéjat oly médon, hogy det
egy n-valtozos, n-dimenzios vektorokon értelmezett ska-
lar értéki fiiggvény legyen.

3° Adjunk 4j bizonyitast a determinansok szorzasszabalya-
ra azt igazolva, hogy az A — det(AB)/ det(B) leképezés

nek.

4 izonyitsuk be az LU-felbontas f6lhasznalésaval a 4.12. té-
telt (matrix determinansa megegyezik transzponéltja-
nak determinansaval).

Az A elsall PLU alakban, ahol P permutéacios matrix, L al-

s6, U fels6 haromszogmaétrix. Az L és az U haromszogmat-

rixok, igy determinansuk megegyezik transzponéaltjuk de-
terminansaval, hisz a féatlobeli elemek helyben maradnak

a transzponalas soran. A P permutéciés matrix determi-

nansa 1 vagy —1, transzponéltja pedig megegyezik inverzé-

vel, igy det(I) = det(PP7T) = det(P)det(PT) = 1, azaz

P és P! egyszerre 1 vagy —1, tehat megegyeznek. Vegiil

det(A) = det(PLU) = det(P) det(L) det(U), és det(AT) =

det((PLU)T) = det(UTLTPT) = det(U)det(L)det(P)

Osszevetése bizonyitja az allitast.

5% A 4-edrendii determinansok 4! = 24 kigyd Osszegére
bonthatok. Soroljuk fel 6ket! (A Sarrus-szabaly 4-
edrend determinansra csak 8 kigyobol allna, nem hasz-
nalhato!)

6° Ferde kifejtés. Vegylik egy determinans egy soranak ele-
meit, és szorozzuk meg mindegyiket egy masik sor azo-
nos oszlopbeli eleméhez tartozo elGjeles aldeterminénsa-
val, majd képezziik ezek Gsszegét. Ez mindig 0. Hasonld
allitas igaz a determindns minden oszlopéra, azaz az i-
edik és u-adik sorra (i # u) és a j-edik és v-edik oszlopra

(J #v):

n n
E aikAur =0, E akjAry = 0.
k=1 k=1

Ha az i-edik sor elemeit az w-adik sorhoz tartozé elGjeles
aldeterminansokkal szorozzuk, akkor az wu-adik sor elemeit
nem hasznaljuk, tehat szabadon megvaltoztathatjuk. Ma-
soljuk az i-edik sort az w-adik helyére, tehat minden k-ra
aik = auk. Ekkor egyrészt Y _, aiAuk = Y p_; GurAuk,
azaz e determinans u-adik sor szerinti kifejtését kaptuk, mas-
részt e determinédnsnak van két azonos sora, tehat determi-
nansa 0. Az oszlopokra vonatkozo allitas egy transzponélas-
sal visszavezethets erre.

7° Foglaljuk egyetlen allitasba a kifejtési és a ferde kifejtési
tételeket!

A két tétel képletei kozbs képletbe foglalhatok. Sorokra:

= det A, hai=
> aikAuk :{ G (4.2)
st 0, ha i # u,
oszlopokra:
- det A, ha j=w,
Zak]-A;w = { ] (43)
Pt 0, ha j # v.

8° Matrix inverze. A kifejtési és a ferde kifejtési (1d. az
eléz6 és a 4.1.6. feladatokat) segitségével adjunk aj bi-
zonyitast a matrix inverzére vonatkozo ??eq:invadj) for-
mulatra!

A két kifejtési tételbsl adodik, hogy

[a:][Ai;]" = det(A)L,
ugyanis [a;;] i-edik soranak és [A;;]7 u-adik oszlopanak, azaz
[Ai;] u-adik soranak skalaris szorzata a (4.2) képlet szerint
det(A), ha i = u, azaz a szorzat f6atlojaban, egyebiitt pedig
0. Ebbdl pedig mindkét képlet adodik.
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4.2. Linearis leképezések

Minden A mdtrizhoz tartozik eqy © — Ax leképezés. FE leképezések az
n-dimenzids térben épp egybeesnek a linedris kombindciot megtartd leké-
pezésekkel, melyeket linedris leképezéseknek nevezink. A linedris leképe-
zések végtelen dimenzids terek kézott is értelmezhetdk, igy ezek a mdtrix
dltaldnositdisdnak tekinthetdk.

Matrixtranszformacié Madtriztranszformdcion az
X — Ax

leképezést értjik. Egy m x n-es A € R"™*™ matrixhoz igy egy R — R™
leképezés tartozik, ugyanis ha x € R” és y = Ax, akkor y € R™.

A matrixok jelolésére félkovér bettiket hasznalunk, a leképezésekére
egyszerl dolt betiiket. A tovabbiakban azt a konvenciot kévetjiik, hogy
egy métrixhoz tartoz6 méatrixtranszformaciot az azonos, de délt bettivel
jeloljiik, példaul az A matrixhoz tartoz6 matrixtranszformaciot A jeloli,
azaz

A:x— A(x) = Ax.

Az A leképezés x vektoron valo hatasanak eredményére az A(x) és az Ax
jelolés is hasznélatos.

4.30. PELDA: VEKTORI SZORZASSAL DEFINIALT MATRIXTRANSZFOR-
MACIO. Legyen a = (a1, as,a3) egy adott R3-beli vektor. Legyen A
az a transzformécio, mely a tér tetszéleges x vektorahoz az a x x vektort
rendeli. Tehéat

AR R?:x— axx.

Mutassuk meg, hogy az A fliggvény egy méatrixtranszformacio, azaz léte-
zik egy olyan A maétrix, hogy A(x) = Ax.

MEGOLDAS. Az a x x vektori szorzat koordinatéas alakban:

ap T A2T3 — A3T2
y=aXX= (a2| X |[Z2]| = |[G3T1 — A1X3
as 3 a1T2 — AT

Az eredménybdl azonnal latszik, hogy e transzformacié méatrixtranszfor-
mécio, hisz y minden koordinataja x koordinatainak linearis kifejezése. A
szorzatot x koordinatai szerint rendezziik, ahonnan azonnal leolvashaté
a transzformacié maétrixa, és folirhatoé a transzformécié matrixszorzatos
alakja:

— a3ro + asxs3 0 —as as| [x1
axx= asxri —ar3| = as 0 —ap To
— asx1 + ajxo —a9 a1 0 T3
E feladatra kés6bb még tObbszor visszatériink. |

Miiveletek matrixtranszformaciok k6zott A matrixtranszformaciok R™-
bél R™-be képz6 fiiggvények, igy a koztiik 1évé miiveleteket nem kell
definialni, azokat ismerjiik. Az a kérdés, hogy van-e kapcsolat a mét-
rixmitiveletek és a matrixokhoz tartozo transzforméciok kozti miveletek
kozott! Példaul ha A és B az A, illetve B matrixhoz tartozé transzfor-
mécio, azaz A : x — Ax és B : x — Bx, akkor igaz-e, hogy A + B-hez
az A + B tartozik, azaz igaz-e, hogy (A + B)(x) = (A 4+ B)x?
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4.31. TETEL: MATRIXTRANSZFORMACIOK MUVELETEI. Legyen A, B
és C harom m X n-es matrix, legyen A, B és C' a hozzajuk tartozé harom
matrixtranszformacio és legyen c egy skalar. Ekkor

1) A + B = C pontosan akkor igaz, ha A+ B = C, és

2) cA = C pontosan akkor igaz, ha cA = C.
Ha X, Y és Z tipusa rendre m X k, k x n, illetve m xn, és X, Y és Z
a hozzajuk tartozo harom matrixtranszformécio, akkor

3) XY = Z pontosan akkor igaz, ha X oY = Z, azaz matrixok szor-

zasanak a fiiggvények kompozicioja felel meg.

B1zonviTAS. A bizonyitdsok a matrixmiiveletek tulajdonsagaibol kivet-
keznek. Ott, ahol valamelyik matrixazonossagot hasznaljuk, az egyen-
16ség folé egy M-betiit irunk, ahol pedig a fiiggvények kozti miveletek
definici6it hasznaljuk, ott egy F-betiit:
1) (A+B)(x) £ A(x)+ B(x) = Ax+ Bx £ (A + B)x = Cx = C(x).
2) (cA)(x) £ cA(x) = c(Ax) ¥ (cA)x = Cx = C(x).
3) (XoV)(x) £ X(Y(x) = X(Yx) = X(Yx) ¥ (XY)x = Zx =
Z(x). [

Az f : R" — R" fiiggvénynek a g : R® — R" fiiggvény inverze, ha
minden x € R™ helyen (f(g(x)) = x és (¢(f(x)) = x, azaz ha kompozici-
6ik az fog és a go f fiiggvények megegyeznek az identikus leképezéssel.

4.32. ALLITAS: INVERZ MATRIXTRANSZFORMACIOK. Legyenek A és B
az n X n-es A és B matrixokhoz tartoz6 matrixtranszformaciok. Ekkor
az A matrix inverze pontosan akkor a B matrix, ha az A leképezés
inverze a B leképezés.

B1zONYITAS. A 4.31. tételbd] tudjuk, hogy (Ao B)(x) = ABx és (Bo
A)(x) = BAx. Igy ha AB = BA =1, azaz A inverze B, akkor (Ao
B)(x) = ABx = Ix = x, és hasonléan (B o A)(x) = BAx = Ix = x,
azaz Ao B és B o A az identikus leképezés. Hasonloképp, ha A o B
és B o A az identikus leképezés, akkor (AB)x = (A o B)(x) = x és
(BA)x = (Bo A)(x) = x, igy AB = BA =1, vagyis A és B egymaés

inverzei. [ |

Matrixtranszformaciok tulajdonsagai Ez a paragrafus arra az igen fon-
tos tényre épiil, hogy a matrixtranszforméaciok megérzik a linearis kombi-
néciokat, azaz egy lineéaris kombinacié transzformaltja a vektorok transz-
formaltjainak azonos linearis kombinaciéjaval egyenls.

4.33. TETEL: A LINEARIS KOMBINACIOT MEGORZO R"™ — R™ LEKE-
PEZESEK. Legyen A : R™ — R™ egy tetsz6leges leképezés. A kovetkezo
harom allitas ekvivalens.

(a) Létezik egy olyan m x m-es A matrix, hogy az A leképezés meg-
egyezik az x — Ax leképezéssel, azaz A az A matrixhoz tartozo
matrixtranszformacio.

(b) Az A leképezés homogén és additiv, azaz tetszéleges x,y € R”
vektorokra és ¢ € R skalarra
1. A(ex) = cA(x) (A homogén),
2. A(x+y)=Ax)+ A(y) (A additiv).

(c) Az A leképezés megérzi a linearis kombinaciokat, azaz tetszéleges

x,y € R™ vektorokra és ¢,d € R skalarokra A(cx + dy) = cA(x) +
dA(y).
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B1ZONYITAS. (a) = (b): Ha van olyan A métrix, hogy minden x vek-
torra Ax = Ax, akkor

A(ex) = A(cx) = cAx = cAx, és
Ax+y)=Ax+y) = Ax+ Ay = Ax + Ay.

(b) = (c): Ha A homogén és additiv, akkor
A(ex + dy) = A(ex) + A(dy) = cAx + d Ay,

ahol az els6 egyenlGségnél az A additivitasat, a masodiknél a homogeni-
tasat hasznaltuk.

(¢) = (a): Tekintsiik R" standard bazisat és az Ae; vektorokbol kép-
zett A = [Aej|Aeq|...|Ae,] matrixot, valamint legyen az x € R™ egy
tetszoleges vektor. Ha A olyan leképezés, mely megérzi a linearis kombi-
naciokat, akkor

Ax = A(a:lel + x9€9 + ...+ a:nen)
=1x1Ae; + 9Aes + ...+ x,Ae,

X

x
= [Ael Aey ... Aen] ’

Tn,
= Ax

Tehat valoban létezik olyan A matrix, hogy Ax = Ax. Réadasul ilyen
méatrix csak ez az egy van, mert barmely e; béazisvektorra és barmely A
matrixra Ae; = A,;, tehat az A,; oszlopvektor csak Ae; lehet. [ |

Megjegyzések:

» A (c) pont csak két vektor linearis kombinéciojarol szol, de ebbdl
indukciéval adoédik barmely linearis kombinaciéra is az allitds. Ezt a
bizonyitasban ki is hasznaltuk.

» E tétel (b) és (c) pontja lehetGvé teszi a matrixtranszformacio altala-
nositasat. Ezt tessziik a kovetkez§ definicioban.

4.34. DEFINICIO: LINEARIS LEKEPEZES. Legyen H; és Ho mindegyike
olyan halmaz, melynek elemein értelmezve van egy Osszeadas és egy
»R-beli skalarral valo szorzas” mivelet. Azt mondjuk, hogy egy A :
H, — Hs leképezés linedris, ha homogén és additiv, azaz ha tetszéleges
X,y € H; elemekre és c € R skalarra

A(ex) = cA(x), (homogeén), és
Alx+y) = Ax) + Aly), (additiv).

H, = H> esetén a linearis leképezéseket linedris transzformdcicknak is
nevezzik.



a+b
2a
a

4.3. 4dbra. A pont koriili elforgatas li-
nearis leképezés

a+b

4.4. abra. Az egyenesre valo tiikkrozés
linearis leképezés

a+b
‘

4.5. abra. Az egyenesre valé meréle-
ges vetités linearis leképezés

Y

T
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4.35. PELDA: A DERIVALAS ES INTEGRALAS LINEARIS LEKEPEZES. Le-
gyen H; az egyvaltozos valds, és minden valés helyen differencialhato
fliggvények halmaza, Hy pedig az egyvaltozos valos fliggvények halmaza.
Vilagos, hogy H; és Hs is olyan halmaz, melynek elemei kozt értelmezve
van az Osszeadas és a skalarral valo szorzas mivelete. A derivalas mtve-
lete, azaz a D : Hy — Hs : f — D(f) = f’ leképezés linearis, ugyanis
minden ¢ € R skalarra és tetszéleges f, g € H; fliggvényre

D(cf) = (cf) = cf = eD(f), &
D(f+g)=(f+9) =f +9 =D(f)+ D(g).

Hasonl6 6sszefiiggések allnak fonn az integralokra is, példaul legyen Hy a
[0, 1] intervallumon Riemann-integralhato fiiggvények halmaza, és legyen
Hy; =R. Ekkor az f — fol f leképezés linearis, ugyanis tetszéleges ¢ € R
skalarra és tetszéleges f,g € H; fliggvényre

/Olcfzc/olf, 6 /01(f+9)=/01f+/019-

4.36. PELDA: SIKBELI FORGATAS, TUKROZES, VETITES. Mutassuk
meg, hogy a sikbeli vektorok egy rogzitett O pont koriili forgatasa, egy
egyenesre valo tiikkrozése és merdleges vetitése lineéris leképezés.

MEGOLDAS. A sikbeli vektorok pont koriili forgatasa linearis leképezés.
Ugyanis konnyen lathato, hogy egy vektor c-szeresének (¢ € R) elforga-
tottja megegyezik a vektor elforgatottjanak c-szeresével, valamint hogy
két vektor Gsszegének elforgatottja megegyezik a vektorok elforgatottjai-
nak Gsszegével (1d. 4.3. abra).

Hasonlbéan egyszertien latszik, hogy egy egyenesre vald tiikrozés egy
vektor c-szeresét a vektor tiikorképének c-szeresébe viszi, és két vektor
Osszegét a két vektor tiikorképének dsszegébe (1d. 4.4. abra).

Végezetiil ugyanigy megmutathato, hogy egy egyenesre valdo meréleges
vetités egy vektor c-szeresét a vektor vetiiletének c-szeresébe viszi, és két
vektor Osszegét a két vektor vetiiletének Osszegébe (1d. 4.5. abra). [

Linearis leképezések a sikban és a térben A 4.33. tétel bizonyitasaban
megkonstrualtuk egy linearis A : R — R™ leképezéshez azt a matrixot,
mely ezt a leképezést generalja, nevezetesen bizonyitottuk, hogy minden
x vektorra

Ax = [Aeq|Aeq]. .. |Ae,] x.

Elsszor vizsgaljunk meg néhany geometriailag leirhaté R? — R2 és R? —
R3 leképezést.

4.37. PELDA: A FORGATAS MATRIXA. Irjuk fel a sik vektorait egy pont
koril « szoggel elforgatd leképezés matrixat!

MEGOLDAS. A 4.36. példa szerint a forgatas linearis leképezés, igy van
métrixa, melynek alakja [Ai Aj], ahol i és j jeloli az R? standard bazisanak
elemeit. E vektorokat szemlélteti a 4.6. &bra.

Az Ai vektor megegyezik i elforgatottjaval, ami konnyen meghataroz-
hato, ha az origo6 koriil forgatunk. Ai =[5 ]. A j vektor a szoggel valo
elforgatottja megegyezik az Ai vektor m/2 szoggel valo elforgatottjaval,

azaz Aj = [ 3. Igy az A-hoz tartozd métrix

A= [Ai A‘j] - {sina COS (v

cosa —sin a]

Tehat barmely x vektor « szoggel valo elforgatottja Ax = [0 ~sina]y g

sina cosa
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4.38. PELDA: FORGATAS EGY TETSZOLEGES PONT KORUL. Hatarozzuk
meg a koordinatait a (4,3) pont (2, 1) koriil 7/3 radiannal valo elforga-
tasaval kapott pontnak!

MEGOLDAS. A forgatas kozéppontjat toljuk az origoba, igy a (4, 3) pont
a (4,3) — (2,1) = (2,2) pontba keriil. E pontot, illetve az oda muta-

t6 helyvektort forgassuk el /3 radiannal, azaz 60°-kal. Ez a forgatas
matrixaval valo beszorzassal megkaphato:

cos% fsing 21 % 7@ 2 |1-+v3
sin cosT| 2] @ i 2] T |1+V3

E pontot a (2, 1) vektorral eltoljuk, hogy ne az origd, hanem a (2,1) pont
koriili elforgatottat kapjuk meg:

1—+/3 + 2l [3-V3
1+v3] "1 T [2+V3
4.39. PELDA: TENGELY KORULI FORGATAS A TERBEN. Irjuk fel a ko-

ordinatatengelyek korili « szoggel valo forgatéas matrixéat.

MEGOLDAS. Tekintsiik el6szor a z-tengely koriili forgatast. Ekkor az i
és j vektorok ugy transzforméaldédnak, mint a sik elforgatasanal, mig a k
vektor helyben marad, tehat a bazisvektorok igy transzformaldédnak:

1 cos « 0 —sina 0 0
0] — |sinaf, 1| — | cosa |, 0] — |0].
0 0 0 0 1 1

Igy a z-tengely koriili forgatas matrixa:

cosae —sina 0
sinae  cosa O
0 0 1

Hasonloképp kapjuk az x- és az y-tengely koriili forgatds méatrixat is:

1 0 0 cosae 0 —sina
0 cosa —sinalf, 0 1 0
0 sina cosa sinae 0 cosa

4.40. PELDA: A FORGATAS MATRIXANAK INVERZE!. Hatarozzuk meg
a sikot « szoggel elforgaté matrix inverzét!

MEGOLDAS. Elgszor megallapitjuk, hogy a forgatas méatrixa invertalha-
t6, ugyanis determinansa nem 0, hiszen | s _CE‘;‘Q‘X | =cos?a+sin?a =
1. Az egyik lehetséges megoldas, hogy egyszertien a 2 x 2-es matrixok
3.61. tételben leirt invertéalasi technikdjat alkalmazva hatarozzuk meg az

inverzet, mely szerint

. -1 .
cosa —sina | cosa  sina
sinae  cos« T |=sina cosal’

Egy masik megoldas arra épiil, hogy a 4.32. allitas szerint két matrix
pontosan akkor inverze egymésnak, ha a hozzajuk tartozo linearis leké-
pezések is inverzei egymasnak. Az « szoggel vald elforgatasnak, mint
leképezésnek az inverze nyilvanvaldéan a —a szoggel valo elforgatas, tehat
matrixaik is egymas inverzei. Eszerint

{cosa —Sina]l[cos(—a) _sm(_a)}[com sina}

sina cosa sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa



sin a, — cos a
( )

4.7. abra. Az i és j vektorok egy egye-
nesre valo tiikorképe

4 .

2

- (cos® a, sin ax cos )

(sin a cos a, sin” @)

xT
.
.
.

4.8. abra. Azi és j vektorok meréleges
vetiilete
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4.41. PELDA: TUKROZES MATRIXA. Irjuk fel annak a leképezésnek a
matrixat, mely a sik vektorait egy egyenesre tiikrozi!

MEGOLDAS. a 4.36. példa szerint a tiikrozés linearis leképezés. A vek-
torok tiikorképe csak a tiikrozés tengelyének &llasatol, példaul az elsé
koordinatatengellyel bezart szogétsl fiigg. Legyen ez a szog /2. Az i és
a j vektorok képét konnyen megkapjuk, ha a tiikrézés tengelye atmegy
az origon.

A mellékelt abrarol leolvashato, hogy i tiikorképe Ai = [$h 6], mig a
j vektoré Aj = [ ®ine 1. Igy a sik vektorait az els6 tengellyel a/2 szdget

— COos &
L TP . . A4l cosa sina
bezard egyenesre tiikrozs leképezés matrixa [05¢ Sne . [

4.42. PELDA: MEROLEGES VETITES MATRIXA. Irjuk fel a sik vektorait
egy egyenesre merdlegesen vetitd leképezés matrixat!

MEGOLDAS. Két megoldast is adunk.

Elsé megoldds: a 4.36. példa szerint a mer6leges vetités linearis le-
képezés. Az el6z6 példahoz hasonloan elég egy origdén atmend egyenest
vizsgalni.

A bizonyitéas leolvashaté a mellékelt abrarol, hisz az ott lathato két
derékszogt haromszog befogoinak hossza cos a, illetve sin v, és igy példa-
ul a cos a hosszt szakasz két tengelyvetiilete cos? o és cos asin o hosszi,
tehat i képe [Cogo(:ilﬂrvla] Hasonloan kapjuk j képét: [S”;f:lg‘(’fo‘] Igy a

vetités matrixa:

cos? o sin v cos o

sin v cos & sin® a

Madsodik megoldds: Az 1.25. tétel szerint ha a és b a sik két vektora,
és b # 0, akkor a-nak a b = [2;] egyenesére esd merdleges vetiilete

a-b
jba= ——Db.

Eszerint i és j vetiilete
i-b 1 vl .. J'b 1 b1b2
b b’ 402 {blbz] 6 projd = b =T e |-
E két vektor egymas mellé irdsaval kapott matrix

1 [ b? b1b2:|

B2+ 02 |biby B3 |

projy, i =

A két eredmény megegyezik, azaz

1 b2 biby _ cos? « sin o« cos
b2+ b2 [biby b3 | [sinacosa  sin®a |

ugyanis ha a b vektor z-tengellyel bezart szoge «, akkor cos v = by /1/b3 + b3,

és sina = by /+/b3 + b2. [ |

Vetités R"-ben Az el6z6ekben megkonstruédlt geometriai leképezések
altalanositasai koziil elGszor a vetités fogalmat vizsgaljuk.

4.43. PELDA: VETITES EGYENESRE.
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4.3. A matrix sor-, oszlop- és nullterei

A mdtriz sortere, oszloptere, nulltere és bal nulltere négy olyan altér, me-
lyek kiilonds fontossdgot kapnak egqy mdtrix jellemzésében. Eldszor ezek
kapcsolatdt, majd az egyenletrendszerek leirdsdban valo szerepiiket tanul-
mdnyozzuk.

Egy matrix elemei Eddig nagyvonalian bantunk a métrix elemeivel.
Leginkabb annyit feltételeztiink roluk, tébbnyire kimondatlanul, hogy
azonos algebrai struktaraboél valok, és az Osszeadas, kivonas és a szor-
zés elvégezhetd koztiik. Erre volt sziikség példaul a matrixdsszeadas és
szorzas elvégzéséhez. Bizonyos feladatokhoz még osztasra is sziikség volt,
mint példaul az invertalashoz, de hasznaltuk a redukalt 1épcsés alak meg-
konstrualasakor is. A példakban eddig leggyakrabban egész vagy racioné-
lis szamokat hasznéltunk, de kdzben valosokra is gondolhattunk, esetleg
valamely maradékosztaly elemeivel szamoltunk. Kés6bb olyan méatrixok-
kal is foglalkozunk, amelyek elemei komplex szamok, polinomok, trigono-
metrikus vagy mas fiiggvények. ...

Az algebrai absztrakcio lényege, hogy ha egy algebrai struktirara vo-
natkoz6 allitas igazolasahoz csak bizonyos miiveleti tulajdonsagokat hasz-
nalunk, akkor az allitds minden olyan strukturaban is igaz lesz, amely
rendelkezik e miiveleti tulajdonsagokkal. Ha pedig azt latjuk, hogy bi-
zonyos tulajdonsagok fontos szerepet jatszanak, és kiilonb6z6 strukti-
rékban gyakran el6fordulnak, absztrakcioval 6j fogalmat alkotunk. Igy
sziiletett a racionélis, valds, és komplex szamok, valamint a primmel val6
osztas maradékaival valo szamolés kozos tulajdonsagaibol az algebrai test
fogalma.

4.44. DEFINICIO: TEST. Egy legalabb kételemt T halmazt szamtest-
nek, testnek vagy algebrai testnek neveziink, ha
1.értelmezve van T elempéarjain egy Osszeadas és egy szorzas nevi
bindris mivelet,
2.az 0sszeadds kommutativ, asszociativ, létezik nullelem és minden
elemnek létezik ellentettje (additiv inverze),
3.a szorzds kommutativ, asszociativ, létezik egységelem és a nullele-
men kiviil minden elemnek létezik multiplikativ inverze (reciproka),
4.az Gsszeadas a szorzasra nézve disztributiv.
Ha a szorzas csak asszociativ, gyiridrdl beszéliink, ha kommutativ is,
kommutativ gydridrdl, ha az asszociativitas mellett van egységeleme is,
egységelemes gyirirdl beszéliink.

Formalizéalva a fenti definiciot, egy test a kovetkezd tulajdonsagokkal ren-
delkezik:
(a) Béarmely a,b € T elemre a +b € T (T zart az Gsszeadasra).
(b) Barmely a,b € T elemre a + b = b+ a (kommutativ).
(¢) Barmely a,b,c € T elemre (a+b) +c=a+ (b+ ¢) (asszociativ).
(d) Van olyan T-beli elem, jeldlje 0, hogy barmely a € T-re 0+a = a
(zéruselem).
(e) Béarmely a € T elemhez van olyan b € T, hogy a + b = 0 (additiv
inverz).
(f) Barmely a,b € T elemre ab € T (T zart az szorzésra).
(g) Barmely a,b € T elemre ab = ba (kommutativ).
(h) Barmely a,b,c € T elemre (ab)c = a(be) (asszociativ).
(i) Van olyan T-beli elem, jeldlje 1, hogy barmely a € T elemre la = a
(egységelem).
(j) Barmely a € T\ {0} (tehat barmely nem nulla) elemhez van olyan
b e T, hogy ab =1 (multiplikativ inverz).
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(k) Barmely a,b,c € T elemre (a + b)c = ac + be (disztributivitas).
Az 6sszeadas tulajdonsagai az (a)-(e), a szorzéséi az (f)-(j) pontban van-
nak, (k) a két mivelet kozos tulajdonsaga. Ha elhagyjuk a (j) kikotést,
a testbdl egységelemes gytrtit kapunk, ha az (i)-t is kommutativ gytrt,

ha a (g)-t is, gytrtt kapunk.
Néhany megjegyzés és néhany példa:

» Meg lehet mutatni, hogy a nullelem és az egységelem sziikségképpen
kiilénbo6z6, tehat jogosan jeloltiik Gket kiillonb6zd jellel.

» Minden gytiri tetszéleges a elemére igaz, hogy 0a = a0 = 0.

» Testre példa a valos szamok R, a racionalis szamok @Q, a komplex
szémok C, a prim modulust maradékosztalyok Z, strukttréja.

» A természetes szdmok N halmaza nem test és nem is gylrd a szo-
kasos miiveletekkel, mert nincs minden elemnek ellentettje (a —1 nem
termeészetes szam).

» A 7Z egységelemes kommutativ gytrd, viszont nem test, mert nincs
minden nemnulla elemnek multiplikativ inverze (az 1/5 nem egész).

» A Z,, egységelemes kommutativ gytiri, és pontosan akkor test, ha m
prim.

» A valos egyiitthatos polinomok egységelemes kommutativ gyftirtit al-
kotnak.

» Az R — R fiiggvények egységelemes kommutativ gytiriit alkotnak.
Ugyanigy egységelemes kommutativ gy(rit alkotnak a [0, 1] intervallu-
mon értelmezett fiiggvények, vagy a [0,1] intervallumon értelmezett és
folytonos fliggvények. A mtveletek minen esetben a fiiggvények szokasos
Osszeadésa és szorzasa.

» A végtelen sorozatok az elemenkénti Gsszeadas és szorzas miveletére
nézve ugyancsak egységelemes kommutativ gytrtt alkotnak.

A val6s szamokhoz hasonléan egy T test elemeibdl képzett rendezett
n-esek halmazéan, azaz a T test feletti n-dimenzios vektorok T™ halmazan
bevezethetiink két miiveletet, a vektordsszeadéas és a T elemeivel vald
szorzas miiveletét. Az igy kapott struktaréra, mint a T™ vektortérre
fogunk hivatkozni. A T elemeibdl képzett m X m-es méatrixok halmazat
Tm>™ jeloli.

4.45. PELDA: NEGYZETES MATRIXOK GYURUJE. Mutassuk meg, hogy
ha T test, akkor T™*"™ elemei, azaz a T f6lotti n X n-es matrixok a szokasos
matrixmiveletekkel egységelemes gytirtt alkotnak.

MEGOLDAS. Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a matrixok Osszeadasa és
szorzasa nem vezet ki az n x n-es matrixok halmazabol, és hogy az Gssze-
adas kommutativ, asszociativ, a zérusméatrix nullelemként viselkedik, és
minden matrixnak van ellentettje. Hasonléan lattuk, hogy a szorzas
asszociativ, és van egységelem (az identikus vagy egységmatrix). Végiil
az Osszeadés a szorzasra nézve disztributiv. Tehat az n x n-es matrixok
egységelemes gytirtit alkotnak. Az n = 1 esetben magat T-t kapjuk meg,
ami test. Ahhoz, hogy n > 1 esetén a struktura nem test, s6t, nem is
kommutativ azt kell belatni, hogy mindig talalunk két nem felcserélhets
és egy szingularis matrixot.

A csupa 1-esbdl allo6 matrix mindig szingularis, ugyanis van legalabb
két sora, és barmely sora megegyezik az elsével, tehat az elemi sormtve-
letek soran biztosan keletkezik legalabb egy nullasor.

Az alabb 6sszeszorzott két matrix, melyeknek csak a bal fels§ 2 x 2-es
részében van 0-t6l kiilonb6zd elem, sosem felcserélhetd, ugyanis egyrészt

0

11 1 0 ... 0 1+1 1 ... 0
0 1 o (1 1 0 1 1

o
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masrészt
1 0 of 11 1 0 1 1 0
1 1 0] (0 1 0 1 1+1 0
0 0 0] (0 O 0 0 0 0

Hozzéa kell még tenni, hogy 1 + 1 = 1 semelyik testben sem &ll fenn,
ugyanis 1-et kivonva 1 = 0-t kapnank. (Tudjuk, hogy Fo-ben 1 +1 = 0,
ahol pedig nem nulla, ott jelolhetjiik 2-vel.) |

1° Példa egy testre. Jelolje Q(v/2) az Gsszes a + by/2 ala-  Osszege és szorzata is Q(v/2)-beli. Ezt az
ki szamok halmazat, ahol a és b racionalis szdmok, azaz
a,b € Q. Mutassuk meg, hogy Q(v/2) a szokasos ssze- (a+ bV2) + (c+ d\/i) =(a+c)+(b+ d)\/i
adas és szorzas miiveletekkel testet alkot. &s az

MEGOLDAS. Mivel Q(v/2) elemei egytittal valos szamok is, (a4 bV2)(c+ dv2) = (ac + 2bd) + (ad + be)V/2,
igy a definici6é 2-4. azonossagai fennallnak, elég csak az 1.-

et igazolni. Ehhez be kell latni, hogy két Q(v/2)-beli szam  Osszefiiggések igazoljak. |
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4.4. Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

FEgy madtrixz jellemzésének kiilondsen hatékony eszkéoze azoknak az x vek-
toroknak a meghatdrozdsa, amelyeket a mdtrixszal vald szorzds egy on-
magdval pdrhuzamos vektorba visz, azaz amelyekre Ax = .

A sajatérték és a sajatvektor fogalma Az el6z6 paragrafus példai azt
mutatjak, hogy sok kérdés vezet Ax = Ax alaki egyenletre.

4.46. DEFINICIO: SAJATERTEK, SAJATVEKTOR. Azt mondjuk, hogy a
A szam az A matrix sajdatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A maéatrix A sajatértékhez
tartozé sajdtvektorainak nevezzik.

4.47. PELDA: SAJATERTEK, SAJATVEKTOR. Konnyen ellenérizhatd,

hogy az A = [~22] métrixnak a —1 egy sajatértéke, és (2,1) az egyik

hozzéatartozo sajatvektora, ugyanis

1 e e R T ]

E matrix egy masik sajatértéke 2, ugyanis
—2 2] 1] _[2 2 2] 1] _ )[1
—2 3| 2| T 4] ¥ -2 3]|2| T Y|2|

Ha x egy sajatvektor, akkor minden nemnulla konstansszorosa is, ugyanis
A(ex) = cAx = chx = A(ex),
azaz A(cx) = A(cx). Ennél tobb is igaz:

4.48. ALLITAS: A SAJATVEKTOROK ALTEREI. Ha az A métrixnak \
egy sajatértéke, akkor a A-hoz tartozo sajatvektorok a nullvektorral
egyiitt alteret alkotnak, mely megegyezik A — AI nullterével.

BizONYITAS. A nem nullvektor x pontosan akkor egy A sajatértékhez
tartozo sajatvektor, ha kielégiti az Ax = Ax egyenletet, azaz az Ax —
Ax = 0 egyenletet, vagyis ha megoldasa a homogén linearis (A —AI)x = 0
egyenletnek. Ez pedig épp azt jelenti, hogy x eleme A — AI nullterének.ll

4.49. DEFINICIO: SAJATALTER. A négyzetes A matrix A sajatértékhez
tartozo sajatvektorai és a nullvektor alkotta alteret a A\ sajatértékhez
tartozo sajdtaltérnek nevezziik.

4.50. PELDA: SAJATALTER BAZISANAK MEGHATAROZASA. Adjuk meg
az

méatrix 2-hoz tartozé sajatalterének bazisat!

MEGOLDAS. Elészor ellendrizziik, hogy a 2 sajatérték-e! Ehhez meg kell
mutatni, hogy az (A — 2I)x = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis
megoldasa. Hozzuk az egyiitthatématrixot redukalt 1épcsés alakra:

A-2I=

e )
O O =
OO ™

6 1 1
6 1 - 0f.
6 1 0
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Mivel r(A — 2I) = 1, ezért az A — 21 = 0 egyenletrendszer szabad valto-
z6inak széma 2, és megoldésa

—6s —t —6 -1
X = s =s| 1| +¢t|O0
t 0 1

Tehat a sajataltér egy bazisa a (—6,1,0) és (—1,0,1) vektorokbol all. B

Karakterisztikus polinom Lattuk, hogy az Ax = Ax egyenletnek pon-
tosan akkor van a zérusvektortol kiilonb6z6 megoldésa, ha a homogén
linearis (A — AI)x = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis megoldasa.
Ez a 4.14. tétel szerint pontosan akkor igaz, ha

det(A — AI) = 0. (4.4)

Ez tehat azt jelenti, hogy A pontosan akkor sajatérték, ha kielégiti a (4.4)
egyenletet. Ezt az egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének
nevezziik. Ha A egy n X m-es matrix, akkor az egyenlet bal oldala a
determinéns kifejtése utan egy n-edfoku polinom, melyet karakterisztikus
polinomnak neveziink.

4.51. PELDA: KARAKTERISZTIKUS POLINOM FELIRASA. Hatarozzuk
meg az alabbi méatrixok karakterisztikus polinomjat, majd probaljunk
meg altalanos érvényd allitast kimondani az eredmény alapjan!

) 1 & r 01 0
A{a d], B=1[0 1 2|, ¢c=1]0 0 1].
¢ 0 0 1 c b a

MEGOLDAS. A det(A — AI) determinanst kell meghataroznunk:
a—A b
d—X\
=A? — (a+d)\+ (ad — be)
= A% — trace(A)\ + det A.

det(A — \I) =

’:(a—)\)(d—)\)—bc

Kimondhato a kévetkeztetés: 2 x 2-es matrixok karakterisztikus polinom-
jat a matrix nyoméval és determinanséval is ki tudjuk fejezni.

A B matrix karakterisztikus polinomjanak felirasabol példaul leolvas-
hat6 az, hogy a haromszogmatrixok karakterisztikus polinomjanak alak-
jat nem befolyésoljak a f6atlon kiviili elemek:

1—A e3 T
det(B—-X)=| 0 1-X = |[=(1-)>%
0 0 1-2)

A C matrix karakterisztikus polinomja azt sejteti, hogy minden ka-
rakterisztikus egyenlethez konnyen konstruélhaté maéatrix, melynek az a
karakterisztikus egyenlete:

-2 1 0
det(C—A)= |0 =X 1
c b a—A\

N S N

- b a—M\ c a—\

=X —a\—br—c.

Az el6z6 feladat tanulsagat kiilon allitasokban is megfogalmazzuk:
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4.52. ALLITAS: HAROMSZOGMATRIXOK SAJATERTEKEI. H&aromszog-
matrixok sajatértékei megegyeznek a {6atlo elemeivel.

BizonyiTAs. Ha A haromszogmaétrix, akkor A — Al is, és haromszogmat-
rix determinansa megegyezik f6atlobeli elemeinek szorzataval. Eszerint
az A = [a,;] matrix karakterisztikus egyenlete

(a11 — )\)((122 - )\) AN (ann - )\) =0
aminek a gyokei a;; (i = 1,...,n). Igy ezek az A sajatértékei. [

4.53. ALLITAS: DETERMINANS, NYOM ES A SAJATERTEKEK. Ha az
n-edrendd A matrix sajatértékei Aq,..., \,, akkor

det(A) = )\1)\2 o0 0 )\n
trace(A) = A1+ X+ -+ Ay

Ezek az értékek megjelennek a karakterisztikus polinomban: a determi-
nans a konstans tag, a nyom a (—\)""! egyiitthatoja.

BizoNYITAS. A karakterisztikus polinom gytktényezGs alakja:
det(A = AD) =M = AN)A2a—=A)...(An = A)
A = 0 behelyettesitése utan kapjuk, hogy
det(A) = MA2... Ay

Az allitas nyomra vonatkozod részének bizonyitasat feladatként tiizziik
ki. |

Matrix Gsszes sajatértékének és sajatvektoranak meghatarozasa Az
el6z6 paragrafusokban leirtak alapjan egy matrix sajatértékeinek és sa-
jatvektorainak meghatarozasa két 1épésben elvégezhets:
1. megoldjuk a det(A — AI) = 0 karakterisztikus egyenletet, ennek
gyokei a sajatértékek,
2. minden A\ sajatértékhez meghatarozzuk az A — AI nullterének egy
bazisét, az altala kifeszitett altér nemzérus vektorai a A-hoz tartozo
sajatvektorok.

4.54. PELDA: AZ OSSZES SAJATERTEK ES SAJATVEKTOR MEGHATARO-
7ZASA. Hatarozzuk meg az

0 1 1

0 2 0
0 0 2

matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

MEGOLDAS. Az elsé lépés a karakterisztikus egyenletet felirdsa és meg-
oldasa. A kiszamitand6 determinans haromszogalaku, igy értéke a {6at-
16beli elemek szorzata:

0-x 1 1
det(A—AXI)=| 0 2-X 0
0 0 2-A

=-A2-))?

A karakterisztikus egyenlet gyokei, és igy az A méatrix sajatértékei A\; = 0,
Ay = A3 =2.

Tekintsiik el6szor a Ay = 0 esetet. A — A1 nullterének meghataroza-
sahoz redukélt 1épcsés alakra hozzuk az A — A\ I métrixot:

01 1 01 0
02 0 = |00 1 = ~
00 2 00 0 23 =0
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Ennek megoldasa x1 = t, azaz az 6sszes megoldas

t
0 =t
0

o O

Tehat a Ay = 0 sajatértékhez tartozo sajataltér az (1,0,0) vektor altal
kifeszitett altér.

Tekintsiik ezutan a Ao = A3 = 2 esetet. Meghatarozzuk az A — 21
matrix nullterét.

-2 1 1 2 -1 -1
0 0 0] = |0 0 0f = 221 —29—23=0
0 0 O 0 0 0

Ennek az (egy egyenletbdl allo) egyenletrendszernek a megoldéasa: xzo = s,
x3=1t,x1 = (s+1)/2, azaz

(s+1)/2 1/2 1/2
s =s| 1 |+t| O
t 0 1

Tehat a Ay = A3 = 2 sajatértékhez tartozo sajataltér az (%, 1,0) és az

(1,0,1) vektorok éltal kifeszitett altér. |

Az n x n-es méatrixok karakterisztikus egyenlete n-edfoki. Egy ilyen
egyenlet megoldasara n < 4 esetén van megoldoképlet, ezért ezeket az
egyenleteket — példaul egy komputer algebra program segitségével — meg
tudjuk oldani. Egyébként vagy szerencsénk van, és az egyenlet olyan
alak, amilyenhez vannak gyors megoldési lehet&ségek, vagy csak kozelits
megoldas megtalalasara van esély.

4.55. PELDA: MAGASABBFOKU KARAKTERISZTIKUS EGYENLET. Haté-
rozzuk meg az

1 2 2
A=12 1 2
3 3 2
méatrix sajatértékeit és sajatvektorait!
MEGOLDAS. A karakterisztikus egyenlet:
1—A 2 2

2 1-A 2
3 3 2-A

=(1—=N*2—-)\)+24—12(1 - )\) —4(2—-))
=—(A* =4\ - 11X - 6)

A - I

E harmadfoki egyenlet megoldasara hasznalhatunk szamitégépet, vagy
példaul a fiiggelékben megtalalhato Rolle-féle gyoktételt. Eszerint a ka-
rakterisztikus egyenlet —(A+1)%(\ —6) = 0, igy gydkei A\ = Ay = —1 és
A3 = 6.

A N\ = Ay = —1 esetben

2 2 2 1 11
A+I=1(2 2 2| = [0 0 O] = z1+x2+23=0.
3 3 3 0 00
Ennek megoldéasa
—s—t -1 -1
=s| 1| +t| Of,
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azaz a —1 sajatértékhez tartozo sajatalteret a (—1,1,0) és a (—1,0,1)
vektorok feszitik ki.
A )3 = 6 esetben

5 2 2 10 -2/3 v - a0
A-6I=| 2 -5 2| = |0 1 -2/3] = 5
3 3 —4 00 0 72 = Sa3=0.

Ennek megoldésa a tortek alkalmazésat elkeriils zs = 3t paraméterva-

lasztéassal
2t

2
200 =t |2].
3t 3

Tehat a A5 = 6 sajatértékhez tartozo sajatalteret a (2,2,3) vektor fesziti
ki. [

4.56. TETEL: KULONBOZO SAJATERTEKEKHEZ TARTOZO SAJATVEK-
TOROK. Ha Aq, Ag,... g killonboz6 sajatértékei az n x n-es A mat-
rixnak, akkor a hozzéjuk tartozoé xi, Xs,... Xj sajatvektorok linearisan
fiiggetlenek.

BizoNvyiTAs. 777 [ |

A karakterisztikus egyenlet komplex gyokei Ha valoselemii méatrixot
vizsgélunk, megeshet, hogy a karakterisztikus egyenletnek vannak komp-
lex gyokei. Mivel a valos szamok egytuttal komplexek is, a valds elemt
matrixot tekinthetjiik komplex elemiinek is, ekkor viszont a karakterisz-
tikus egyenlet komplex gyokeit is sajatértéknek tekinthetjiik. Ebben az
esetben a komplex sajatértékhez komplex elemd sajatvektor fog tartozni.

4.57. PELDA: KOMPLEX SAJATERTEKEK ES KOMPLEX ELEMU SAJAT-
VEKTOROK. Hatarozzuk meg a komplex elemii

matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

MEGOLDAS. A karakterisztikus egyenlet

:(é_)\>2+<\f’>2:)\2—/\+1.

AN = X+1=0 egyenlet gyokei § =+ 3.

El6szor vizsgaljuk a % + ?z sajatértéket:

1 V3 _¥B; V3 1 —i
N ; — 2 2 — N gy —
A <2+ 22>Il§ — 5 [0 0} row=0

Ennek az egyenlet(rendszer)nek a megoldasa az y = t paramétervélasz-

-l

Tehat a % + @z sajatértékhez tartozo sajataltér egy bazisa az (i,1) vek-
torbol all.

Ag- @z sajatérték esetén

1 V3 V3, V3 1 4
— - - 4 — 2 2 ) =
S e A R e
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Ennek az egyenlet(rendszer)nek a megoldasa az y = t paramétervélasz-

‘HER

Tehat a % — @z sajatértékhez tartozo sajatalteret a (—i,1) sajatvektor

fesziti ki. [ |

A karakterisztikus egyenlet t6bbszoros gyokei: az algebrai és a geo-
metriai multiplicitas Ha )\ a karakterisztikus egyenlet k-szoros gyoke,
vagy mas szoval A multiplicitasa vagy algebrai multiplicitdsa k, akkor a \-
hoz tartozo sajataltér dimenzioja 1 és k kozé esik. Ezt az allitast késébb
bebizonyitjuk. A sajataltér dimenziojat szoktak a A geometriai multip-
licitdsdnak nevezni. A 4.54. és a 4.55. példak olyan eseteket mutattak,
amikor a sajatértékek algebrai és geometriai multiplicitdsa azonos, azaz
minden sajataltér épp annyi dimenzios, amennyi a gyok (algebrai) mul-
tiplicitasa. A kiévetkezs feladat azt mutatja, hogy a sajataltér dimenzidja
kisebb is lehet.

4.58. PELDA: GYOK MULTIPLICITASA ES A SAJATALTER DIMENZIOJA.
Az
A = h410041004

métrixnak a 4 haromszoros algebrai multiplicitasu sajatértéke, mig a

10 0 0
0 1 0 0
B70021
0 0 0 2

matrixnak az 1 és a 2 is kétszeres multiplicitast sajatértéke. Mennyi a
geometriai multiplicitasuk?

MEGOLDAS. Mivel A haromszogmatrix, ezért karakterisztikus polinomja
(4 — )3, a 4 tehat valéban haromszoros gyok. Mivel

010
A—4=10 0 1

0 0 0
ezért az (A — 4I)x = 0 egyenletrendszer az y = 0, z = 0 alakot 0lti, azaz
megoldasa
1
0

an

ISISJ
Il
| © o =+

Eszerint A sajataltere 1-dimenzios, melyet az (1,0,0) vektor feszit ki. A
A = 4 sajatérték geometriai multiplicitasa 1.

A B matrix karakterisztikus polinomja (1 — \)?(2 — \)2, ennek gyokei
valéban 1 és 2, és mindegyiknek kétszeres a multiplicitasa. Meghatéaroz-
zuk sajataltereiket. A =1 esetén

det(A — \I) =

o O OO
o O O O
o OO
= -0 O

Az ehhez tartozé homogén egyenletrendszer megoldasa:

T s 1 0
y| |t _ {0 1
2= 1ol =% ol Tt o
w 0 0 0
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Tehat az altér dimenzioja 2, vagyis a geometriai multiplicitds megegyezik
az algebraival. Ha A = 2, akkor

-1 0 0 0
det(A — \I) = 8 _01 8 (1) ,
0 0 00

ahonnan az ehhez tartoz6 homogén egyenletrendszer megoldasa:

S v 8
=R e )
o~ oo

Tehat az altér dimenzidja most 1, vagyis a geometriai multiplicités kisebb,
mint az algebrai. |
Sajatértékek és a matrix hatvanyai

4.59. TETEL: MATRIX INVERTALHATOSAGA ES A 0 SAJATERTEK. Az
A matrix pontosan akkor invertalhaté, ha a 0 nem sajatértéke.

BIZONYITAS. A pontosan akkor invertalhato, ha det(A) # 0, de ez ekvi-
valens azzal, hogy det(A — 0I) # 0, azaz 0 nem sajatértéke A-nak. W

4.60. TETEL: MATRIX HATVANYAINAK SAJATERTEKEI ES SAJATVEK-
TORAI. Ha A az A matrix egy sajatértéke és x egy hozza tartozo sajat-
vektor, akkor barmely egész n esetén A" sajatértéke az A" matrixnak
és x egy hozza tartozo sajatvektor, amennyiben A" és A" is értelmezve
van.

BIZONYITAS. n = 0 esetén \° = 1 és A" = I, és ekkor minden vektor
sajatvektor, tehat ekkor az éllitas igaz.

Pozitiv n-re indukcioval igazoljuk az &llitast: n = 1 esetén nyilvan
igaz, n = 2 esetén:

A’x = A(Ax) = A(Ax) = M(Ax) = \(\x) = A%x.

Hasonloéan kapjuk, hogy ha n = k — 1 esetén mar igaz az allitas, akkor
n = k esetén is:

Afx = A(AF71x) = AV 1x) = M1 (Ax) = A1 (Ox) = Mx
Ha A invertalhat6, akkor
1
Ax = \x, amibdl XX =A%, azaz A\ 'x = A7 !x.

Végiil negativ kitevsk esetén:

AFx = \fx, amib6l A Fx = A7Fx.

4.61. TETEL: MATRIX HATVANYAINAK HATASA. Tegyiik fel, hogy Aq,
Ao,... Ap sajatértékei az m X m-es A matrixnak, és hogy xi,... Xi a
hozzajuk tartozo sajatvektorok. Ha egy n-dimenzios v vektor elgall e
sajatvektorok linearis kombinaciojaként, azaz

V = (C1X1 + CoXg + ...+ CpXp,
akkor barmely egész m esetén

A"v = Cl)\Txl aF CQ/\E’LXQ AF co o AF ck/\znxk.
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BI1ZONYITAS. A bizonyitds magatol értet6ds, hisz

A"v = A" (e1x1 + caXo + ...+ cpXy)
= A"x) + A%y + ..+, AT Xy,

e Cl>\71nxl + CQ)\gLXQ + ...+ ck/\znxk

Linearis transzformaciok sajatértékei A sajatérték, sajatvektor, saja-
taltér fogalma természetes modon atvihetd linearis leképezésekre is.

4.62. DEFINICIO: LINEARIS TRANSZFORMACIO SAJATERTEKE, SAJAT-
VEKTORA. Azt mondjuk, hogy a A szam az L linearis transzformacio
sajdtértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Ix = Ax. Az
ilyen x vektorokat az L lineéris transzformacié A sajatértékhez tartozo
sajdtvektorainak nevezzik.

Ha a linearis transzforméacio R2 — R? vagy R® — R? leképezés, mely
valamilyen egyszerti geometriai transzforméciot valosit meg, akkor néha a
transzformécié méatrixanak ismerete nélkiil is konnyen meghatarozhatjuk
a sajatértékeket és sajatvektorokat.

4.63. PELDA: LINEARIS TRANSZFORMACIO SAJATERTEKE, SAJATVEK-

TORA. Adjuk meg — pusztan geometriai szemléletiinkre hagyatkozva — az

alabbi linearis leképezések sajatértékeit és a hozzajuk tartozo sajatalte-

reket.

(a) a sik vektorainak tiikrozése egy egyenesre (vagy pontjainak tiikrozése
egy origon atmend egyenesre);

(b) a sik vektorainak mersleges vetitése egy egyenesre (vagy pontjainek
merdleges vetitése egy origon atmens egyenesre);

(c) atér vektorainak elforgatasa egy egyenes koriil a m egész szamu t6bb-
sz0rosétdl kiilonbo6z6 szoggel;

(d) a tér vektorainak mercleges vetitése egy sikra;

(e) a tér vektorainak tiikrozése egy sikra.

MEGOLDAS. Az el6z6 fejezetben, igy a 4.36. példaban bizonyitottakhoz

hasonl6an lathato, hogy mindegyik feladatbeli transzformécié lineéris.

(a) Egy egyenesre valo tiikrozés esetén csak az egyenessel parhuzamos és
ra merdleges vektorok mennek sajat konstansszorosukba, mégpedig
az egyenessel parhuzamos vektorok sajat magukba, a ra merélegesek
a sajat ellentettjiikbe. Tehat e transzformécionak az 1 sajatértékhez
tartozo sajataltere a tengellyel parhuzamos vektorokbol, a —1-hez
tartozo sajataltere a ra merdleges vektorokbol all. A pontokra vo-
natkozo allitas a pontokba mutato helyvektorokkal adodik.

(b) A sik merdleges vetitése egy egyenesre — hasonloan az el6z8 eset-
hez — helyben hagyja az egyenessel parhuzamos vektorokat, és a
0-vektorba viszi a ra4 merGlegeseket. Tehat az 1 sajatértékhez tarto-
76 sajataltér az egyenessel parhuzamos vektorokbol, a 0-hoz tartozo
sajataltere a ra merdéleges vektorokbol all.

(c) A tér m egész szamu tObbszorosetdl kilonbozs szoggel valo elfor-
gatésa egy egyenes koriil a forgastengellyel parhuzamos vektorokat
onmagukba viszi, és semelyik masikat sem viszi a sajat skalérszoro-
saba, igy az egyetlen sajatérték az 1, amelyhez tartozo sajataltér a
forgastengellyes parhuzamos vektorokbol all.

(d) A tér vektorainak meréleges vetitése egy sikra helyben hagyja a sik
Osszes vektorat, mig a sfkra merdleges vektorokat a 0 vektorba viszi,
tehat a két sajatérték 1 és 0, az 1 sajatértékhez tartozo sajataltér a
sik vektoraibol, a 0-hoz tartozo sajataltér a ra merdleges vektorokbol
all.

(e) Az el6z8 kérdéshez hasonloéan adodik, hogy a két sajatérték 1 és
—1, az 1 sajatértékhez tartozd sajataltér a sik vektoraibol, a —1-
hoz tartozo6 sajataltér a ra meréleges vektorokbol &ll. |
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Egy linearis leképezéshez bazisonként mas-més matrix tartozhat, de
a sajatértékeik mégis ugyanazok, hisz ha egy leképezés egy vektort a \-
szorosaba viszi, akkor azt A-szorosaba viszi minden bézisban.

Hasonlésag Tudjuk, hogy ha egy L linearis transzformécionak egy A
bazisban A a métrixa, egy B bazisban B, akkor a két méatrix kapcsolata

B =Cp_aAC 3,

ahol Cp_ 4 = C;\LB az attérés matrixa. E tény motivalja a kdvetkezs
definiciot:
4.64. DEFINICIO: HASONLOSAG. Azt mondjuk, hogy az n x n-es A
matrix hasonlé a B matrixhoz, ha létezik olyan invertalhatoé C matrix,
hogy

B=C'AC. (4.5)

Jelolés: A ~ B.

» Ha A hasonl6 B-hez, akkor B is hasonlo A-hoz. Legyen ugyanis
C =C~". Akkor

A=CBC'= () 'BC!=¢ 'BEC.

Igy tehat mondhato az, hogy A és B hasonléak, mivel a hasonlosag szim-
metrikus relacio.

Példaul [9 5] ~ [ 2§ ], ugyanis

-6 4| |-2 1[0 1}j|-2 1 C_—21

-9 6/ |-3 —=2[]0 O 3 =20 T3 =2 )
A B = C ' AC 6sszefiiggés ekvivalens az CB = AC &sszefiiggéssel, amit
még egyszeribb lehet ellenérizni. Példank esetében

-2 11 (-6 4| |0 1] |-2 1 3 =2
3 —=2{|-9 6/ [0 0 3 -2 |0 0/"
4.65. TETEL: HASONLO MATRIXOK HATASA. Két métrix pontosan ak-

kor hasonlo, ha van két olyan bazis, melyekben e két matrix ugyanannak
a linearis leképezésnek a matrixa.

Bi1zoNYiTAs. Ha A és B hasonloak, azaz B = C"'AC, akkor C-t, mint
aC ={cy,co,...,cp} bazisrol az € standard bazisra valo attérés matrixat
tekintve azt kapjuk, hogy

B=C;! . AC¢_c.

Eszerint ha L az A matrixhoz tartoz6 matrixleképezés, azaz A az L
matrixa a standard bézisban, akkor B az L maétrixa a C bazisban. A
forditott allitast a bevezetGben igazoltuk. |

4.66. TETEL: HASONLOSAGRA INVARIANS TULAJDONSAGOK. Ha A ~

B, akkor

(a) x(A) = x(B),

(b) nullity(A) = nullity(B),

(c) det(A) = det(B),

(d) megegyezik A és B karakterisztikus polinomja, gy sajatértékei,
azok algebrai és geometriai multiplicitasai.

BIzZONYITAS. A bizonyitas soran foltessziik, hogy valamely invertalhato
C matrixszal A = C™'BC.
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(a) Mivel matrix rangja megegyezik az oszloptér dimenzidjaval, az osz-
loptér pedig megegyezik a maétrixleképezés képterével, ami a két
maétrixra azonos, ezért a rangok is megegyeznek.

(b) Hasonloan bizonyithaté az is, hogy a két matrix nullitdsa megegye-
zik, hisz az a mulltér dimenzidja, a nulltér pedig megegyezik a hoz-
zéjuk tartozo linearis leképezés megterével.

(¢c) det(A) = det(C 'BC) = det(C ') det(B) det(C) = det(B), mivel
det(C) det(C™!) = 1.

(d) Ha A és B hasonloak, akkor

A - )M =C'BC-)\C'IC)
= C'(BC - \IC)
=C (B -))C,

azaz A — A\l és B — Al is hasonloak. Az el6z6 pont szerint hasonlo
métrixok determinansa megegyezik, igy det(A — AI) = det(B — AI),
azaz megegyeznek A és B karakterisztikus polinomjai is. Ez ma-
ga utan vonja, hogy megegyeznek sajatértékeik, és azok (algebrai)
multiplicitdsai. A geometriai multiplicitasok egyenlGségéhez elég be-
latni, hogy A — AI és B — AI nullitasa, vagyis nullteriik dimenzi6ja
azonos, azt viszont hasonlé matrixokra épp e tételben igazoltuk. B

Matrixok diagonalizalasa Korabban lattuk, hogy egy méatrix hatvanya-
inak hatasat milyen konnytd a sajatvektorok linearis kombinacidin kisza-
mitani. Ez akkor lenne igazédn hatékony eszkoz, ha sajatvektorokbol egy
bazist tudnank valasztani. Ebben a bazisban ugyanis a méatrix — mint
azt bizonyitani fogjuk — diagonalis alakot Olt.

4.67. DEFINICIO: DIAGONALIZALHATOSAG. Az n X n-es A métrix di-
agonalizalhato, ha hasonloé egy diagonalis méatrixhoz, azaz ha létezik egy
olyan diagonalis A és egy invertalhat6o C matrix, hogy

A=C'AC.

4.68. TETEL: DIAGONALIZALHATOSAG SZUKSEGES ES ELEGSEGES
FELTETELE. Az n X m-es A matrix pontosan akkor diagonalizalhato,
ha van n linearisan fliggetlen sajatvektora. Ekkor a diagon&lis métrix
az A sajatértékeibdl, C a sajatvektoraibol all.

BizoNYITAS. Ha A hasonlé egy diagonalis métrixhoz, azaz van olyan
C matrix, hogy A = C'AC diagonalis, akkor C-vel balrél szorozva
a CA = AC egyenldséget kapjuk. Ha C = [c; c3 ... ¢,] és A =
diag(A1, A2, ..., Ap), akkor

A0 ...00
0 A ... 0

[c1 €2 ... Cp] - : =Alci c2 ... ¢, (4.6)
0 0 ... A

és itt a bal oldali matrix i-edik oszlopa A;c;, a jobb oldali métrixé Ac;,
amik megegyeznek, azaz Ac;, = \;c;, tehat c; a \; sajatértékhez tartozo
sajatvektor. Mivel C invertalhato, ezért oszlopvektorai fliggetlenek, ami
bizonyitja az allitasunk egyik felét. Tegyilik most fel, hogy van A-nak
n fliggetlen sajatvektora. Képezziink a sajatértékekbsl egy A diagonalis
maétrixot, a sajatvektorokbdl pedig egy C matrixot agy, hogy a A i-edik
oszlopaba keriils \; sajatértékhez tartozo sajatvektor a C matrix i-edik
oszlopéaba keriiljon. Mivel \;c; = Ac;, ezért fonnall a (4.6) Osszefiiggés,
azaz A hasonlé A-hoz. |
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4.69. PELDA: MATRIX DIAGONALIZALASA. Diagonalizalhaté-e a 4.54.
példabeli

A:

o OO
(el O

1

0

2

matrix?

MEGOLDAS. Az A maétrix sajatértékeit és sajatvektorait meghataroztuk
a 4.54. példaban. Mivel A\ = 0, Ao = A3 = 2, a hozzajuk tartozo sajat-

vektorok (1,0,0), (1/2,1,0) és (1/2,0,1), és ezek a vektorok linearisan
fiiggetlenek, ezért A hasonl6 a A diagonalis métrixhoz, ahol

o O =
O =N
—_ ONI=

0
0], é C=
2

Ez koénnyen igazolhato a CA = AC 0Osszefiiggés ellendrzésével:

1 2 4o 0 0 01 1|1 & 1
0 1 oflo 2 ol=1]0 2 0/]0 1 O
0 0 1[]lo o 2 0 0 20 0 1

Ha egy folyamat egy xj, allapotat a kévetkezével egy lineéris xg1 =
Ax;, kapesolat fiizi dssze, akkor az x;, = AFx( Gsszefiiggés miatt a folya-
matot az A matrix hatvanyai jellemzik. Kérdés lehet példaul a métrix-
hatvanyok aszimptotikus viselkedése. Ezt vizsgalja a kovetkezd feladat.

4.70. PELDA: MATRIXOK NAGY KITEVOS HATVANYAI. Tekintsiik az
alabbi két ,majdnem egyenl&” matrixot:

~0.3 18 —0.3 1.8
A_[—().6 1.8]’ B_[—o.5 1.8}

Vizsgaljuk meg hatvanyaik hatarértékét, ha a kitevs tart a végtelenhez!

MEGOLDAS. Mivel (C™'MC)* = C™'M*C, diagonalis matrix hatva-
nyai pedig kénnyen szamolhatok, ezért mindkét matrixot diagonalizaljuk:

Ciae [060.0] _ [0.89443  0.83205]
M=CTAC=150 09] 1 C= |gar21 055470
valamint
Ceinn _ [0:30.0] _ [0.94868 0.76822]
A2=DBD =15, 1o] ahol D=1531693 064018

Igy a k-adik hatvany kénnyen szamolhato:

k
v ~[06 00]" 1  ~[0.6F 0.0] 1
A _C{o.o 0.9} C _C[ 0.0 0.9’6}C

Mivel mindkét sajatérték abszolut értéke kisebb 1-nél, A’f — O és igy
A* — 0, ha k — co. A B métrix esetén

B D {0.3 o.o]kD_1 D {0.3’c o.o}D_1

0.0 1.2 0.0 1.2%
ami arra vezet, hogy Ab — [2 L] ésigy A¥ — [2 L], hak —oco. W

Matrixok fiiggvényei
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4.5. Diagonalizalhatésag

Mind bizonyos problémdk megértésében, mind a gyakorlati alkalmazdsok-
ban fontos lehet, hogy eqy linedris leképezés matrizat milyen bdzisban irjuk
fel. Lattuk milyen sokat seqgit, ha a bdzis sajdtvektorokbdl dll, sét, ha még
ortonormdlt is. Ekkor a mdtrix diagondlis alakot élt. Kérdés azonban,
milyen mdtrizok diagonalizdlhatdk, és amelyek nem, azokkal mit tudunk
kezdeni.

Ortogonalisan és unitéren diagonalizalhaté matrixok
Schur-felbontas

Altalanositott sajatvektorok és a Jordan-blokk Tekintsiik a 4.58. pél-
daban szerepld

métrix hatasat a standard béazis vektorain:

Ae1 = 491
Ae2 =e + 482
Aes; = ey +4es

Atrendezés utan kapjuk, hogy:

(A — 41)91 =0
(A — 41)02 =€
(A — 41)63 = €9

Az A — 41 matrix fenti hatasat a kovetkezs diagrammal fogjuk szemlél-

tetni:
A—41 A—41 A—41
0 e €y < €3

Eszerint e, sajatvektor, és mint a 4.58. példaban lattuk, A-nak més sa-
jatvektora nincs. Viszont az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezs Gsszefiiggés
adodik:

Az ilyen vektorokra kiilon elnevezést fogunk alkalmazni:

4.71. DEFINICIO: ALTALANOSITOTT SAJATVEKTOR. Az x # 0 vektort
a négyzetes A méatrix \ sajatértékéhez tartozéd dltaldnositott sajdtvekto-
rdnak nevezziik, ha valamilyen k természetes szamra (A — A\I)¥x = 0.
k = 1 esetén x sajatvektor. Az altalanositott sajatvektorokbol allo x;
(i = 1,2,...,k) sorozatot Jordan-ldincnak nevezzik, ha (A — AI)x; =
Xi—1 és (A — )\I)Xl =0.

Az el6z6ekben vizsgalt konkrét példaban tehat a térnek sajatvektorokbol
4ll6 bazisa nincs, hisz a sajataltér csak 1-dimenzios, de &ltalanositott
sajatvektorokbol all6 bazisa van.
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4.72. PELDA: JORDAN-LANC KONSTRUKCIOJA. Keressiink az aldbbi
maétrixok minden sajataltérének minden bazisvektordhoz egy abban vég-
z6d6 Jordan-lancot:

6 —1 -3 3 0 1
A=1-1 5 2] ésaB = 0 4 0
2 -1 1 -1 0 5

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinom mindkét méatrix esetén —A3 +
12202 —48)\+64 = (4—\)3, ezért A = 4 haromszoros algebrai multiplicitasi
sajatérték.

Az A matrix esetén a sajataltér 1-dimenzios, melyet az x; = (1, -1,1)
vektor feszit ki.

Mivel (A — 4I)3 = O, ezért legfoljebb harom hosszti sorozatra szé-
mithatunk: olyan x5 és x3 vektort keresiink, melyre (A — 4I)xy = x3
és (A — 4l)x3 = xo. Ez két egyenletrendszer megoldasat jelenti. Elég a
megoldasok koziil egyet kivalasztani:

2 -1 -3 0 -1
A—4I=|-1 1 2|, egy-egy megoldas: xo = |—1|, x3=|—-2].
2 -1 -3 0 0

Ezek a kovetkezs lancot adjak:

0 2™ % =(1,-1,1) 2= %, = (0, -1,0) &=L x5 = (-1, -2,0)

A B matrix esetén a sajataltér 2-dimenzios, melyet az x; = (1,0,1)
és az y,(0,1,0) vektorok feszitenek ki.

Mivel (B — 4I)?2 = O, ezért legfoljebb ketts hosszt lancra szamit-
hatunk: olyan xo és y, vektort keresiink, melyre (B — 4I)xy = x; és
(B —4I)y, = y;. Ezek koziil az els6 megoldhato, és megoldasainak egyi-
ke (—1,0,0), mig a masodik nem oldhato meg. Ez két lancra vezet:

02 %, =(1,0,1) 222 x5, = (~1,0,0)
0 ﬂ Y1 = (07170)
Az egyik lanc kettd hosszt, a masik egy hosszu. |

A bevezetében mutatott matrix-tipus fontos szerepet jatszik a tovab-
biakban:

4.73. DEFINICIO: JORDAN-BLOKK. Azt a négyzetes matrixot, mely-
nek fGatlojaban azonos A értékek, folotte 1-esek, egyebiitt 0-k allnak,
azaz melynek alakja

A1 0 0 O
0 N 1 0 0
0O 0 A ... 0 O
Ihh=1| . . . . .. (4.7)
0 0 O A1
00 0 0 |

Jordan-blokknak nevezzik.

A fentiek mintajara konnyen lathato, hogy az ilyen méatrixoknak a stan-
dard bazis minden vektora altalanositott sajatvektora, tehat kimondhato
a kovetkez6 megallapitas: minden Jordan-blokknak van altalanositott sa-
jatvektorokbol &llo bazisa.

4.74. PELDA: JORDAN-LANCHOZ TARTOZO JORDAN-BLOKK. Irjuk fel
a 4.72. példaban szerepld A matrixot az ott konstruélt Jordan-lanc vek-
toraibol allo béazisban!



4. FEJEZET. MATRIXOK JELLEMZESE 190

MEGOLDAS. Mivel Axs = 4x3 + X9, AXy = 4%y + X1 és Axy; = 4xq,
ezért az {X1,X2,x3} béazisban a leképezés méatrixa

J =

S O =
= = O

1
4
0

Ezt az eredményt az attérés C = [x; X2 x3] matrixaval valo kozvetlen
szamolassal is megkaphatjuk, ha elvégezziik az alabbi méatrixszorzésokat:

-2 -3 0 6 —1 -3 1 -3 0
J=C'AC=|-1 -1 0| |-1 5 2/|-1 2 0
-1 0 1 2 -1 1 1 -3 1

4.75. PELDA: JORDAN-LANCOK ES JORDAN-BLOKKOK KAPCSOLATA.
Tudjuk, hogy az A matrixnak két kiillonb6z6 sajatértéke van, A\y = 2
és Ay = 4, valamint hogy a C matrix oszlopvektorai az A egy Jordan-
bazisat alkotjék, ahol

2 01 -1 0 1 —1] 1100000

0 21 -10 1 -1 1110000

2 22 20 -1 1 0111000
A=|1 -10 31 1 -1[,C=[0011120 0
-1 10 -15 1 -1 0001110
-1 10 -1 1 4 0 0000111
0 00 00 0 4 00000 1 1

Rajzoljuk fel a Jordan-lancok diagrammjat, és hatarozzuk meg a J =
C~'AC maétrixot a szorzasok elvégzése nélkiil!

MEGOLDAS. A C oszlopai Jordan-bézist alkotnak, azaz minden oszlop-
vektor egy Jordan-lanc eleme. Mivel az A méatrixnak csak két kiilonbozé
sajatértéke van, ez azt jelenti, hogy minden oszlopvektort vagy az A — 21
vagy az A — 41 méatrix vagy a zérusvektorba, vagy egy masik oszlopvek-
torba visz (el6bbi esetben az oszlopvektor sajatvektor, utobbi esetben
csak altalanositott sajatvektor). E hatéast az (A — 2I)C és az (A —4I)C
szorzatok kiszamitasaval konnyen megkaphatjuk:

00100000 (<2 =1 0 00 0 0
0100000 2 -1 =2 0 0 0 0
0002100 0 -2 -2 0100
A21=10 0 0 2 3 1 0/A4=|0 0 -20 1 10
00023 30 0 0 00110
00002 32 0 0 00010
00000 2 2 L0 0 000 0 O

Az els6 szorzatbol latszik, hogy (A — 2I)[cy ¢z ¢3] = [0 ¢q 0], mig a méa-
sodikbol, hogy (A —4I)[c4 c5 c6 c7] = [0 ¢4 ¢5 0] (a mésodik szorzatban
mar nem is kellett volna a cq1, co, c3 vektorokkal szorozni latva az el6zé
szorzas eredményét). Ebbdl folrajzolhatod a diagram:

A-21 A-21
0 C1 Co
A-21
0 C3
A—41 A-—41 A-—41
0 Cy C; «—— GCg
A—41
0 «—— c7
A diagrambol kiolvashat6 az A hatasa a c; vektorokra: Ac; = 2cq,

Acy = 2¢cy+c¢q, Acs = 2c3, Acy = 4cy, Acs = 4c5+ ¢4, Acg = 4cg+cs,
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Ac; = 4cy. Ebbdl felirhat6 e leképezés matrixa:

J=C!'AC=

OO O OO N
OO O OO =
OO O OO O
OO O =|OOo O
OO = =IO O
Ol = OO O
= o O Ololo O

Jordan normalalak Nem hozhat6 minden méatrix diagonalis alakra, de
egy ahhoz kozeli alakra — ahogy azt a 4.75. példa mutatja — igen. Eb-
ben csak kozvetleniil a f6atlo folott lehetnek nemnulla elemek, és azok
is csak 1l-esek. Raadasul az uj béazis ismeretében ez az alak jol leirja a
matrixleképezés hatésat is.

4.76. TETEL: JORDAN NORMALALAK. Barmely C"*"-beli méatrix ha-
sonl6 egy Jordan-blokkokbol all6 blokkdiagonalis matrixhoz. Részle-
tesen megfogalmazva: minden A € C™*™ maéatrixhoz létezik olyan C
matrix, hogy a J = C™'AC métrix alakja

Jb, O ... O
O J .. O

J=|. . . (4.8)
O 0O ... J

ahol k az A fliggetlen sajatvektorainak maximalis szama, és J; az i-edik
sajatvektorhoz tartozé Jordan-blokk.

> A tételbeli (4.8) matrixot az A méatrix Jordan-féle normdlalakjinak
nevezzik.

» A kiilonb6z6 Jordan-blokkok kiilonb6zs sajatvektorokhoz tartoznak,
de mivel tobb sajatvektor is tartozhat ugyanahhoz a sajatértékhez, ezért
egy sajatérték tobb Jordan-blokkban is szerepelhet.

BizonyITAs. Megmutatjuk, hogy ha taldlunk k fliggetlen sajatvektort,
akkor talalunk k£ Jordan-lancot is, melyek vektorai a tér bazisat adjak, és
ebben a bazisban a leképezés matrixa a tételbeli Jordan-alakot 6lti.

A métrix méretére vonatkozo teljes indukcioval bizonyitunk. n = 1
esetén az allitas nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy igaz az 4llitds minden
n-nél kisebb méretd matrixra.

Legyen A az n x n-es A maétrix egy sajatértéke, és legyen x egy hozza
tartozo sajatvektor. Az (A — AI)x = 0 megoldasainak terét, vagyis a
A-hoz tartozoé sajatalteret jelolje My. Ennek dimenziojat, vagyis (A — AI)
nullitasat jeldlje r.

Mivel r > 0, ezért a dimenziotétel miatt (A — AI) oszlopterének di-
menzidja n — r < n. Jeldlje az oszlopteret O). Az O, invarians altere
A-nak, azaz A(O)) C O,, ugyanis Oy elemei (A — AI)v alakiak, ahol v
tetszGleges, és A(A — MI)v = (A% — AA)v = (A — MI)(Av) ugyancsak
eleme Oy-nak. Az A matrixleképezést szikitsiik le Oy-ra, jelolje ennek
matrixat A.

Az A métrix n — r mérett, ezért az indukcids feltevés szerint van
Jordan-lancokbodl 4116 bézisa. A kdvetkezd diagram e lancokat szemlélteti,
és azt, hogy A - I hogy hat rajtuk. Mivel azonban e halmazon ez
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megegyezik A — Al hatasaval, a nyilak folé is ezt irjuk:

o A-MI 1 A-)\I A-\I 1
— Xl — — X

A2 A2 A2
A-XI 9 A—XoI A-XI o
0 «——— x] «—— ... ——

A-XI 0 AT A-NnI
0 «—— Xl — e — X

Itt az xi vektor fels6 indexe a lanc sorszamat jeloli.

Az A — )1 oszloptere és magtere metszetének dimenziojat jeldlje g,
azaz legyen ¢ = dim(Oy N N,). Mivel N elemei az A sajatvektorai,
azok Oy-ba es6 baziselemei pedig az x] vektorok, ezért g koziiliik a A
sajatvektora, azaz ¢ sajatérték megegyezik A-val, pl. az els6 ¢, azaz

A=A (k=1,2,...,q9). A lancok végén lévs xﬁk vektorok elemei O)-
nak, tehat mindegyikhez van olyan y, vektor, hogy (A — Al)y, = xfk
(k=1,2,...,q).

Az N, altér r-dimenziés, annak ¢-dimenziés alteréhez taldlunk olyan
Z alteret, mely (r — ¢)-dimenzios, és minden vektora sajatvektor. Igy a
Jordan-lancok igy alakulnak:

A—)AI 1 A-)I A-)I 1 A-)I

0 — Xl — e — XSl — yl
A-)I q A—-)I A-)I A-)I
— Xl — e — Xg — yq
°4q
A*)\qulI q+1 A*)\,;Jrll A*)\Lﬁ,ll g+1
— Xj — ... — xIT
A-) I » AT A-) I »
— Xl — e — Xsp
A-)I
— VAl
A-)I
o A2 4,
(4.9)

Az x-vektorok szama n—r, az y-vektorok szama ¢, a z-vektorok szama
r — q, ezek Gsszege pedig (n — 1)+ g+ (r — q) = n, tehat van elég vektor
egy béazishoz. Mar csak a fliggetlenségiiket kell belatni. A konstrukcid
olyan volt, hogy az x- és z-vektorok mind fiiggetlenek egymastol, csak az
y-vektorok téliikk valo fliggetlenségét kell bizonyitani. Tegyiik fel, hogy

Zgj,kxi + Z UL + Z C’!‘Z’I' = 07
7,k t r

ahol nem minden 7; nulla. Szorozzuk meg az egyenlGséget (balrol) az
A — M\I matrixszal. Mivel az els6 ¢ lanc végén 1évs X‘;t-vektorok kisebb
indextiekbe mennek, masrészt (A — M)y, = x! , ezért olyan Gsszefiig-

géshez jutunk, amelyben mér csak x-vektorok lesznek, de nem minden
egyiitthato nulla, hisz van nemnulla n egyiitthato, és ez ellentmondas. Bl

4.77. PELDA: NORMALALAKOK. Soroljuk fel az Gsszes lehetséges Jor-
dan normalalakjat annak a matrixnak, melyrél csak annyit tudunk, hogy
(1 — A\)* a karakterisztikus polinomja. Ne tekintsiink kiilonbézének két
normalalkot, ha azok csak a Jordan-blokkok sorrendjében kiilonbéznek
egymastol!

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinom negyedfoku, igy a matrix 4 x 4-
es. Mivel minden sajatérték 1, ezért a Jordan-alak fatlojaban csupa 1-es
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szerepel. A lehetséges 6t alak elemi leszamlaléassal megkaphato:

1000 110 0] [t 1 00
01 0 0 01 0 0 01 0 0
001 o0[”l00 10”00 1 1|
0001 |00 o0 1] [0 0 01
1 1 0 0] [1 1 0 O
01 10 01 1 0
001 0[”f0o0 11
000 1] |00 0 1f

Nem tekintjiik kiillonbozének a blokkok cseréjével egyméasbol megkaphato
alakokat. Példaul az

10 00
01 10
0 0 11
0 0 01
matrix a negyedik alakbol a két blokk cseréjével megkaphato. |

A Jordan-alak egyértelmiisége A C™*"-beli matrixok a Jordan normal-
alakjuk szerint osztélyokba sorolhatéok. Egy osztalyba azok a matrixok
keriilnek, melyek normaéalalakja azonos. Egy ilyen osztalyozas azonban
csak akkor létezik, ha minden méatrixnak csak egyetlen normalalakja van,
azaz a normalalak egyértelmi. Ezt biztositja a kovetkezs tétel.

4.78. TETEL: A JORDAN-ALAK EGYERTELMUSEGE. Egy matrix Jor-
dan normalalakja a Jordan-blokkok sorrendjétdl eltekintve egyértelm.

BizoNYITAS. A felbontés egyértelmiiségének bizonyitasahoz elég beléatni,
hogy barmely két hasonlé méatrix Jordan-alakjanak meghatarazé adatai
a hasonlosagra nézve invariansak.

A Jordan-blokkok, és igy a Jordan-lancok szama megegyezik a fiig-
getlen sajatvektorok maximalis szdméaval — ez invarians.

Az egyszertiség kedvéért elGszor tegyiik fel, hogy A minden sajatértéke
azonos, jelolje A. A tovabbiak kénnyebb megértésére lassunk egy konkrét
példat. Legyen az A matrix karakterisztikus polinomja (A — )3, és
tegyiik fel, hogy Jordan-bazisa a kévetkez6képp néz ki:

A—-)I A—-)I

A—-)I A—-)I
0 x} x3 x3 x;
0 A—-)I X% A—-)I X% A—-)I X% A-)I Xi
0 A-)\I lel

A-)I
0 AL o

A leghosszabb blokk mérete 4, ami A — Al ismeretében tgy kaphatd meg,
hogy 4 az a legkisebb s kitevs, melyre (A — AI)® = O. Altalaban is igaz,
a legnagyobb blokk mérete az a legkisebb s, melyre (A — A\I)* = O. A
matrix hatvanyanak zérus volta is invarians, igy hasonlé matrixokra a
leghosszab lanc hossza is azonos.

Legyen a X sajatértékhez tartozo i-hosszi Jordan-lancok szama m;.
A 4.10. diagramon my = 2, mg = 0, mg = 1, my = 2. Lathato, hogy (A —
AI) hatvanyainak rangjabol megmondhatd, hogy vektor nem futott még
a nullvektorba, innen pedig az m; értékek is kiszamolhatok. Esetiinkben

ma=1((A—))?) =2
m3+2my =1 ((A —AI)*) =5
ma+2ms +3my =1 (A —AI) =8
mi+ma+ms+mg=n—r(A-AN)=13-8=5
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és ez az egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato. Altalaban

Mg =T ((A _ )\I)sfl)
ms_1+2mg=r ((A _ /\1)372)
Ms o +2me 1 +3ms =1 (A — AT)*2)

mg +2ms + -+ (s — 1)ms = r(A — AI)
my+mo+mz+-+ms_1 +ms=n—r1r(A— )

Ennek az egyenletrendszernek a jobb oldaldn a hasonlosagra nézve invari-
ans értékek vannak, az egyiitthatoméatrix haromszog alaku, igy egyszeri
visszahelyettesitéssel megoldhato, fatlojaban csupa egyes van, melynek
kovetkeztében a megoldés egyértelmii, masrészt a megoldasok mindegyike
egész szam.

Ha a matrixnak nem csak egy sajatértéke van, akkor sajatértéken-
ként egy ilyen egyenletrendszert kapunk, mely annyiban valtozik az els-
z6hoz képest, hogy ha A multiplicitasa m(A), akkor A — AI hatvanyainak
rangjahoz az 6sszes \-t6l kiilonbo6z6 sor eggyel hozzajarul, igy az egyen-
letrendszerek jobb oldalabol (n — m(A)-t ki kell vonni. A legnagyobb
blokk mérete ekkor A — AI-nek az a legkisebb s hatvanya, melynek rang-
ja eloszor éri el n — m(\)-t. Igy az Osszes esetre altalanosan érvényes
egyenletrendszer:

ms =m(\) —n+r1 ((A—X)* 1)
M1+ 2m, =m(\) —n+1 ((A - AI)*?)
m(A) —n+r (A= AI)*?)

Mms—2 + 2m571 + 3ms

mo +2m3+ -+ (s — 1)ms = m(A) —n+1r(A — AI)
my+mo+ms+--+me_1+ms=n—1(A— A

Ennek egyértelmd megoldhatosaga bizonyitja allitasunkat. |

4.79. PELDA: JORDAN-BLOKKOK MERETE. Egy 10 x 10-es A matrix-
nak A 10-szeres algebrai multiplicitasa sajatértéke. A — A\I hatvanyainak
rangja rendre 5, 2, 1, 0. Irjuk fel a Jordan normalalakjat!

MEGOLDAS. A blokkok szama, ami megegyezik a Jordan-lancok szaméval
5, mivel n—r(A) = 10—5 = 5. A leghosszabb lanc hossza 4, mivel A —\I
legkisebb zérusmaétrixot adé hatvanya a 4-dik. Az egyenletrendszer és
megoldasa, valamint a J Jordan-méatrix:

my =1 my =1

1
a1
matEma =2 oms =00y i
me + 2ms3 + 3my = 5 mo = 2 Al
A
mi+mos+mg+my =25 my =2 A

4.80. PELDA: JORDAN-BLOKKOK MERETE. Egy 14 x 14-es A matrix
karakterisztikus polinomja (3 — A)%(2 — \)®(1 — \)%.

A — 3I hatvanyainak rangja rendre: 12, 11, 10, 9;
A — 21 hatvanyainak rangja rendre: 12, 10, 9;
A — I hatvanyainak rangja rendre: 11, 10.

Irjuk fel a Jordan normaélalakjat!

MEGOLDAS. Most n = 14, m(3) =5, m(2) =5, m(1) = 4.
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A = 3 esetén a blokkok (Jordan-lancok) szdma n —r(A — 3I) = 14 —
12 = 2. A leghosszabb lanc hossza s = 4, ugyanis ez a legkisebb s, melyre
r((A —3I)%°) =14 — 5 =9. Az egyenletrendszer és megoldasa

my=5—14+10=1 my =1

mg+2my =5—14+11 =2 mg =0

mo +2m3+3my=5—14+4+12=3 - mo =0
mi+mgog+mg+my=14—-12=2 mp =1

Hasonloan jarunk el a tobbi sajatérték esetén is (gondoljuk végig):

m3=5—144+10=1 ms =1
mo+2m3=5—144+12=3 = mo=1
mi+mo+m3=14—-12=2 my =0
me=4—-14+11=1 mo =
=
mi+me=14—-11=3 mi = 2
Osszefoglalva:
31 -
31
31
3
3
21
21
J= 9
21
2
11
1
- 1_
az A matrix Jordan normaélalakja. |

A Jordan-bazis konstrukciéja A Jordan-tétel bizonyitasaban megkonst-
rualt bazist kis matrixokra kézzel is ki lehet szamolni. Az itt ismerteten-
dé egyszerd naiv algoritmus nem szamitogépes megvalositasra vald, ennél
hatékonyabb is létezik.

Példaként tekintsiink egy 18-adrendd A maétrixot, melynek A 18-
szoros sajatértéke, és amelyre a Jordan-lancok hossza rendre ms = 2,
mg =1, mg = 0, my = 1, m; = 2. Ennek alapjan az A — Al hatéa-
sa a Jordan-bézison meghatarozhatd, amit a 4.9. dbra szemlélt. Jeldlje
(A —AD)* nullterét V. N5 a A\-hoz tartozo teljes altalanositott sajataltér
— e példdban C'®. A nulltér meghatarozasa egy homogén linearis egyen-
letrendszer megoldasat jelenti, ami nem okoz nehézséget, de az méar nem
teljesen mindegy, hogy a bazist hogy valasztjuk benne.

Az algoritmus — melyet a 4.10. 4bra is szemléltet — lényege, hogy a
nagyobb indext terek felsl indulva minden lépésben kiterjesztjiik N;_;
bazisat N; bazisavi, majd a kiterjesztésnek vessziik az A — I altali képét,
ami mar N;_i-be esik, és ezt N;_o bazisahoz adva azt kiterjesztjiik N;_;
1j bazisava. ... A konvenci6 az lesz, hogy a vektortér egy generatoranak
vektorait egyetlen méatrixba tessziik, és azt azonos, de félkovér betiivel
jeloljiik, tehat pl. N generatorméatrixat N jeloli. Részletezve:

e Meghatarozzuk N; egy tetszSleges N; bazismatrixat (i = 1,2, 3,4, 5).

o Kiegészitjiik Ny-et N5 bazisava, az 1] baziselemek matrixat jelolje
Us, tehat N5 béazisa most [N4|Us].
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4.9. bra. Az A —\I hatvanyainak nullterei, és hatésa az A méatrix Jordan-
bazisan

e Legyen K, az 4j elemek A — AI altali képe, azaz Ky = (A — AI)Us.
Mivel Ky C Ny, de fiiggetlen az N3 altértsl, ezért alkalmas arra,
hogy bazisvektorait a Jordan-bazis Ny \ N3-ba es6 elemei kozé ve-

gyik.

o Ha sziikséges, egészitsiik ki a [N3|Ky]-et Ny bazisava 1j elemek
hozzéavételével, igy Ny bazisa most [N3|K4|Uy].

o Vegyiik a [K4|Uy] matrix képét, azaz legyen K3 = (A—AI)[K4|Uy],

,,,,,,

zéavételével (azaz N3 bazisa most [No|K3|Us] — most Us = (). Ha-
sonloan folytatjuk N; indexét csokkentve: Ko = (A — AI)[K3|Uj],
] elemek hozzéavételével elGallitjuk Ny bazisat: [Nq|Ks|Us].

e Végiil legyen K; = (A — AI)[K2|Us], amit Uj-gyel kibovitiink A,
bazisava. A tér Jordan-béazisa a kép- és az 1j elemek egyesitése:

K1 |K2|K3|K4|U1|U2|U3|Uy|Us] .

e Végiil a Jordan-bazis elemeit gy rendezziik, hogy a lancokat egy-
més utan, minden lancot a sajatvektorbol indulva felsorolunk.

Earararar

@ @ @ L J
o< o< o< g/: L ]
L L L Us
ST
o~ (o) Us
e
ONF

M N N N N

4.10. abra. A Jordan-bazist megkonstrual6 algoritmus

Ezek utan lassunk egy konkrét példat, majd az algoritmust altalano-
san. A szamolas kivitelezéséhez két megjegyzés:

» Ha U C V két altér, és {uy,...,uy}, illetve {vi,...,vp} (m < n)
a bazisuk, akkor elemi sormitiveletekkel konstrualhatunk V-nek egy olyan
{w1,...,w,} bazist, hogy {w1,...,w,,} az U bézisa legyen. Ehhez irjuk
U, majd V bazisvektorait egyetlen

W .o Wy | VD L. V)
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maétrixba. Ennek 1épcsds alakjaban vezéregyesek lesznek az elsé m osz-
lopban, és n—m tovabbi oszlopban. A nekik megfelel§ vektorok az eredeti
béazisokban (tehat V Gsszes vektora és U-nak n — m vektora) adjak az 0j
bézist.

» Emlékeztetiink ra, hogy ha egy matrix redukalt lépcsds alakja [I|S]
alaki, akkor [ °] vagy [ 5[] oszlopvektorai a matrix nulltere bézisat ad-
jak. Vigyazzunk, ha I nem az els6 oszlopokban van, akkor [ ] sorait
megfelelGen permutalni kell.

4.81. PELDA: JORDAN-BAZIS ELOALLITASA. Hatarozzuk meg az
0 1 -2 1 -1
3 -3 6 -2 4
A=| 4 -5 9 -3 5
4 -5 8 -2 5
-1 1 -1 0 0
maétrix Jordan normaélalakjat és Jordan-bazisét!

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinom
det(A — AT) = =A% + 401 —6X3 + 402 — A = —A(1 — \)*

A 0-hoz tartozé sajatvektor a redukalt lépcsds alakbol kiszamitva:

10 0 0 -1 1
01 00 3 -3
001 0 4 —4
00 01 4 —4
00 0O 0 1

Mivel itt az algebrai és geometriai multiplicitas egyarant 1, ez a Jordan-
lanc egyelemtd. A X\ = 1 esetén a geometriai multiplicitas 2, ugyanis A —1I
redukalt 1épcsés alakja és abbdl a nulltér bazisa:

100 0 0 0 0
010 -1 —1 11
rref(A—T)=1{0 0 1 -1 0 N, =[1 0
000 0 0 10
000 0 0 0 1

(A —1-1)? nullterét gyorsabb tigy szdmolni, ha nem A — I-t szorozzuk
onmagaval, hanem lépcsés alakjat jobbrol, és annak a szorzatnak vessziik
a lépcsds alakjat. A 1épcesés alak kiszamolasa ugyanis csak elemi métri-
xokkal valo balrél szorzast jelent, igy

(rref(A —I))(A -I) = E(A - I)(A - 1) = E(A - 1)?

vagyis a szorzat az (A — I)%-en végrehajtott elemi sormiiveletek eredmé-
nye. Sokkal kevesebb viszont a szamolnivald, mivel a 0-sorok elhagyhatok:

(ref(A-D)(A-D) _[-1 1 -2 1 —1] [t =1 0 11
a 0-sorok nélkiil 10 0 -1 1 0 0 01 -1 0

ahonnan a bazis vektorai:

N,

Il
OO O = =
O R = O
_— o O O

Hasonloan hatarozzuk meg (A — I)3 bézisét!

1 -1 0 11 1 -1 10 1
0 01 -1 o}(AI)[o 000

o
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ami méar 1épcsés alakt, és ahonnan a bazismaéatrix

N3

Il
OO DO ==
SO = O
O = O OO
—_0 O O

Ezutan hatarozzuk meg Ujs vektorait, vagyis azokat, amelyek A5 bazisat
(Na-t) N3 bazisava egészitik ki. Ehhez az [No|N3] matrixot kell redu-
kalt 1épcsés alakra hozni, Us elemei a N3 azon oszlopai lesznek, melyek
fliggetlenek No-t6l, azaz melyek redukalt 1épcsés alakjaban vezéregyes
van.

1 -1 —-1]1 -1 0 -1 1 00[1 0 00
1 0 0[/1 00 0 010[00 10
NoNgJ=[0 1 o0/0 10 o0ofl=1]00 1|0 0 o0 1
0 1 0/0 01 0 000[01 =1 0
0 0 1|0 o0 0 1 000[00 00

Tehat Uz = [-1 0 1 0 0]7, és ebbsl Ky = (A —T)Uz = [-1 3 4 4 0]7.
Mivel K> egyetlen vektorbol &ll, és N3 és N2 dimenzidinak kiilonbsé-
ge is 1, ezért itt nem kell szamolnunk semmit, Us = {0}, azaz U, iires.
K; = (A-1)K; = [01110]7, és mivel e vektor benn van A7 bazisaban,
U; =[0100 1]7 teret a masik bazisvektor generalja. A Jordan normal-
alak felirdsdhoz a Jordan-lancok vektorait egymés utan fel kell sorolni, a
belsliik képzett P matrixszal lesz J = P"'AP. E két matrix

00 -1 -1 1 110 0 010
1]1 3 0]-3 0j1 1 010
P=|0]1 4 1| -4 J=1010 1 1|0
01 4 0|—4 0(0 0 1|0
110 0 0 1 0(0 0 010

Az algoritmus altaldnosan:
e Input: A, p(z) karakterisztikus polinom lineéris tényezSkre bontva,
e Minden )\ sajatértékre

— Hatérozzuk meg a leghosszabb lanc s hosszat, és (A — )\I)i
nullterét (NG, i = 1,2,...,5). Legyen Usi1 = Ksp1 = No =
{0}, azaz e terek bazisa az lireshalmaz.

— Minden ¢-re s-t6l 1-ig haladva:

* Legyen Kl = (A — )\I)[K1+1|U1+1]

* Hatérozzuk meg U,;-t ugy, hogy [N;_1|K;|U;] bazisa le-
gyen N;-nek. Ehhez az [N;_1|K;|N;] matrix redukalt lép-
cs6s alakja alapjan valasszuk a vezéroszlopokat IN;-b6l az
Ui-be.

e Tegyiik a Jordan-lancok vektorait balrél jobbra egymas mellé min-

den lancot a sajatvektorral kezdve, az igy kapott P maétrixszal
J=P 'AP.
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Matrixfiiggvények

4.82. DEFINICIO: MATRIX EXPONENCIALIS FUGGVENYE. Az A négy-
zetes matrix exponencialis fiiggvényét a kovetkezd sor definialja:
2 A"

A
eA=T+A+ =+ —+...
2! n!

4.83. ALLITAS: EXPONENCIALIS FUGGVENY KISZAMITASA. Ha J =
P 'AP az A matrix Jordan normalalakja, akkor

A =PP 7,

ahol e’ blokkonként szamolhato, és

A1 0 0 11 g (=

0 A 1 0 01 1 o=

Jy = 0 0 A 0] esetén e =e* |0 0 1 ﬁ

0 0 O A 00 0 1
Altalaban mondhato, hogy

A (A e\ (n=1)(\

A 1o0 0 Sl TR

0 X 1 ... 0 o f ro 20

f _ or 11 o T m=2)!

0 ... 0 0 A L y

0!

4.84. PELDA: MATRIX EXPONENCIALIS FUGGVENYE. Legyen

-3 2 1
1 -2 1
-1 -2 -5
Hatarozzuk meg az e® matrixot!

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinomja

23 + 102 4+ 322 4+ 32 = (x4 2)(x + 4)?,

igy
-2 0 0 1 1 0
J= 0 —4 0o, P= 1 0 114,
0 0 —4 -1 -1 -2
1 €241 e?—1 1e2-1
A a1 2 S4>1 et % 2641
et =Pe'P = | 1o e? 1S
e’—1 e’—1 e?—3




