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mátrixa és bővített mátrixa 88 • Sormodell: hipersíkok
metszete 89 • Oszlopmodell: vektor előállítása lineáris
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szűrése 354 • Gyors Fourier-transzformáció 356 • Vektorok
konvolúciója 359

Megoldások 359

III. Mátrixok sajátságai 365

8 Sajátérték, diagonalizálás 369

Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér 369

A sajátérték és a sajátvektor fogalma 369 • Karakterisztikus
polinom 371 • A valós 2× 2-es mátrixok sajátaltereinek
jellemzése 373 • Mátrix összes sajátértékének és sajátvektorának
meghatározása 374 • A karakterisztikus egyenlet komplex
gyökei 377 • A karakterisztikus egyenlet többszörös gyökei: az
algebrai és a geometriai multiplicitás 378 • Sajátértékek és a
mátrix hatványai 379 • Speciális mátrixok sajátértékei 381

Hasonlóság, diagonalizálhatóság 384

Lineáris transzformációk sajátértékei 384 • Hasonló mátrixok
sajátértékei 385 • Mátrixok diagonalizálása 386 • Sajátértékek
multiplicitása és a diagonalizálhatóság*

389 • Diagonalizálható
mátrixok spektrálfelbontása*

392 • Mátrixok hatványai és egyéb
függvényei 393 • Mátrixok ortogonális diagonalizálása, valós
spektráltétel 394 • Spektráltétel önortogonális mátrixokra 397

• Mátrixok unitér diagonalizálása 397

Kvadratikus formák 397

Homogén másodfokú polinomok mátrixszorzatos alakja 397
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1.59. Ellenőrző összeg . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.1. Az x + y = 1 egyenlet . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.2. Az x2 + y2 = 1 egyenlet . . . . . . . . . . . . . . 69

2.9. Síkbeli egyenes egyenletei . . . . . . . . . . . . . 74

2.14. Sík egyenletei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

2.18. Térbeli egyenes egyenletrendszerei . . . . . . . . 79

2.19. Egyenes és sík explicit vektoregyenlete . . . . . 81

2.20. Hipersík egyenlete . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

2.22. Lineáris egyenlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

2.23. Lineáris egyenlet azonos átalakítása . . . . . . . 84

2.24. Lineáris egyenletrendszerek . . . . . . . . . . . . 85

2.27. Egyenletrendszer egy megoldása . . . . . . . . . 86

2.30. Mátrix használata a megoldáshoz . . . . . . . . 88

2.31. Sormodell két kétismeretlenes egyenlettel . . . . 89

2.32. Ha 0 lesz a bal oldal . . . . . . . . . . . . . . . . 90

2.33. Sormodell három háromismeretlenes egyenlettel 90



13

2.35. A megoldás lépései az oszlopmodellben . . . . . 93
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5.2. Egyszerűsítés mátrixszal . . . . . . . . . . . . . . 196

5.3. Nullosztó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

5.6. Mátrix hatványozása . . . . . . . . . . . . . . . . 199

5.7. Polinom helyettesítési értéke . . . . . . . . . . . 200

5.10. Mátrix inverze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

5.11. Szinguláris mátrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

5.12. I−A inverze nilpotens A esetén . . . . . . . . . 204

5.16. Az inverz kiszámítása . . . . . . . . . . . . . . . 206

5.19. Inverz tulajdonságainak alkalmazása . . . . . . . 208

5.21. Egyenletrendszer megoldása mátrixinvertálással 210

5.22. Mátrixegyenlet megoldása mátrixinvertálással . 211

5.23. Mátrix elemi mátrixok szorzatára bontása . . . . 211

5.26. Az áttérés mátrixának inverze . . . . . . . . . . . 213

5.27. Műveletek diagonális mátrixokkal . . . . . . . . 216

5.29. Sorok permutációja mátrixszorzással . . . . . . . 216

5.31. Kígyók . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

5.33. Permutációs mátrix inverze . . . . . . . . . . . . 218

5.37. Szimmetrikus és ferdén szimmetrikus mátrixok 219

5.42. Inverz változása . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

5.43. Inverz változása számpéldán . . . . . . . . . . . 221

5.44. Gauss-kiküszöbölés mátrixszorzással . . . . . . 225

5.46. Egyenletrendszer megoldása LU-felbontással . . 226

5.47. Mátrix invertálása LU-felbontással . . . . . . . . 227
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8
Sajátérték, diagonalizálás

Egy mátrix jellemzésének különösen hatékony eszköze azoknak a null-
vektortól különböző x vektoroknak a meghatározása, amelyeket a mát-
rixszal való szorzás önmagukkal párhuzamos vektorba visz, azaz ame-
lyekre Ax = λx. E vektorok ismerete olyan bázis megtalálásához is
hozzásegít, amelyben e mátrix lényegesen egyszerűbb – például dia-
gonális – alakot ölt.

Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér

A sajátérték és a sajátvektor fogalma Kezdjük egy egyszerű feladattal,
melyből kiolvasható annak lényege, amiről e fejezetben szó lesz.

8.1. példa (Jó bázis tükrözéshez). Tükrözzük a 3-dimenziós tér vek-
torait a tér egy megadott síkjára! Geometriai szemléletünkre hagyatkozva
válasszunk e lineáris leképezés leírásához egy megfelelő bázist, majd írjuk fel
a tükrözés e bázisra vonatkozó mátrixát!

Megoldás. A síkra való tükrözés a síkra merőleges vektorokat ellen-
tettjükbe viszi, míg a sík vektorait helyben hagyja. A tér minden vekto-
ra egyértelműen előáll egy síkba eső és egy rá merőleges vektor össze-
geként. A mellékelt ábra szemlélteti, hogy a tér mindegyik vektorának
tükörképe úgy kapható meg, hogy a síkba eső összetevőjét meghagy-
juk, és ahhoz adjuk a síkra merőleges összetevő ellentettjét. Termé-
szetes módon adódik az ötlet, hogy válasszuk ki a sík egy tetszőleges
bázisát (álljon ez az a és b vektorokból), és e két vektorhoz vegyünk
hozzá egy síkra merőleges c vektort harmadik bázisvektornak. Ek-
kor a tükröző T leképezés hatása e vektorokon: Ta = a, Tb = b és
Tc = −c. Az {a, b, c} bázisban e három vektor koordinátás alakja a
három standard egységvektor, így T mátrixa1 0 0

0 1 0
0 0 −1

 .
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Így e bázisban egy tetszőleges (x, y, z) vektor tükörképe (x, y,−z). 2

E példában úgy választottunk bázist, hogy olyan vektorokat keres-
tünk, melyek önmaguk skalárszorosába mennek, azaz amelyek kielé-
gítenek egy Tx = λx alakú egyenletet. Ez a következő definícióhoz
vezet, melyet először csak mátrixokra mondunk ki.

8.2. definíció (Sajátérték, sajátvektor). Azt mondjuk, hogy a λ

szám az A mátrix sajátértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor, mely-
re Ax = λx. Az ilyen x vektorokat az A mátrix λ sajátértékhez tartozó
sajátvektorainak, a (λ, x) párokat pedig az A sajátpárjainak nevezzük.

8.3. példa (Sajátérték, sajátvektor). Igazoljuk, hogy az A = [ −2 2
−2 3 ]

mátrixnak −1 egy sajátértéke, és (2, 1) az egyik hozzátartozó sajátvektora,
azaz (−1, (2, 1)) egy sajátpár. Mutassuk meg, hogy a (2, (1, 2)) pár egy
másik sajátpár!

Megoldás. Valóban,[
−2 2
−2 3

] [
2
1

]
=

[
−2
−1

]
, azaz

[
−2 2
−2 3

] [
2
1

]
= (−1)

[
2
1

]
.

E mátrix egy másik sajátértéke 2, ugyanis[
−2 2
−2 3

] [
1
2

]
=

[
2
4

]
, azaz

[
−2 2
−2 3

] [
1
2

]
= (2)

[
1
2

]
.

2

Ha x egy sajátvektor, akkor minden nemnulla konstansszorosa is
az, ugyanis

A(cx) = cAx = cλx = λ(cx),

azaz A(cx) = λ(cx). Ennél több is igaz:

8.4. állítás (A sajátvektorok alterei). Ha az A mátrixnak λ egy
sajátértéke, akkor a λ-hoz tartozó sajátvektorok a nullvektorral együtt alteret
alkotnak, mely megegyezik A− λI nullterével.

Bizonyítás. A nem nullvektor x pontosan akkor egy λ sajátérték-
hez tartozó sajátvektor, ha kielégíti az Ax = λx egyenletet, azaz az
Ax − λx = 0 egyenletet, vagyis ha megoldása a homogén lineáris
(A − λI)x = 0 egyenletnek. Ez pedig épp azt jelenti, hogy x eleme
A− λI nullterének. 2

8.5. definíció (Sajátaltér). A négyzetes A mátrix λ sajátértékhez tar-
tozó sajátvektorai és a nullvektor által alkotott alteret a λ sajátértékhez tar-
tozó sajátaltérnek nevezzük.



sajátérték, diagonalizálás 371

8.6. példa (Sajátaltér bázisának meghatározása). Adjuk meg az

A =

3 6 1
1 8 1
1 6 3


mátrix 2-höz, mint sajátértékhez tartozó sajátalterét úgy, hogy megadjuk egy
bázisát! Tegyük meg ugyanezt a 10-hez tartozó sajátaltérrel is.

Megoldás. Először ellenőrizzük, hogy a 2 sajátérték! Ehhez meg kell
mutatni, hogy az (A− 2I)x = 0 egyenletrendszernek van nemtriviális
megoldása. Hozzuk az együtthatómátrixot redukált lépcsős alakra:

A− 2I =

1 6 1
1 6 1
1 6 1

 =⇒

1 6 1
0 0 0
0 0 0

.

Mivel r(A− 2I) = 1, ezért az (A− 2I)x = 0 egyenletrendszer szabad
változóinak száma 2, és megoldása

x =

−6s− t
s
t

 = s

−6
1
0

+ t

−1
0
1

.

Tehát a sajátaltér egy bázisa a (−6, 1, 0) és (−1, 0, 1) vektorokból áll.
A 10 is sajátérték, mivel az (A − 10I)x = 0 egyenletrendszernek

van nemtriviális megoldása, ugyanis

A− 2I =

−7 6 1
1 −2 1
1 6 −7

 =⇒

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

,

tehát a megoldás

x =

t
t
t

 = t

1
1
1

.

Így a sajátalteret az (1, 1, 1) vektor feszíti ki.
A két sajátaltér egyike 2-, másika 1-dimenziós altér. Ezt szemlélteti

a 8.1. ábra. 2

(−6, 0, 1)

(1, 1, 1)(−1, 0, 1)

8.1. ábra: A 8.6. feladatbeli A mátrix saj-
átalterei: a 2-höz tartozó 2-dimenziós al-
tér, melyet a (−6, 1, 0) és (−1, 0, 1) vek-
torok feszítenek ki, és a 10-hez tartozó
1-dimenziós altér, melyet a (1, 1, 1) vek-
tor feszít ki.

Karakterisztikus polinom Láttuk, hogy az Ax = λx egyenletnek ponto-
san akkor van a zérusvektortól különböző megoldása, ha a homogén
lineáris (A− λI)x = 0 egyenletrendszernek van nemtriviális megoldá-
sa. Ez a 6.12. tétel szerint pontosan akkor igaz, ha

det(A− λI) = 0. (8.1)
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Ez tehát azt jelenti, hogy λ pontosan akkor sajátérték, ha kielégíti
a (8.1) egyenletet. Ezt az egyenletet az A mátrix karakterisztikus egyenle-
tének nevezzük. Ha A egy n× n-es mátrix, akkor az egyenlet bal oldala
a determináns kifejtése után egy n-edfokú polinom, melyet karakterisz-
tikus polinomnak nevezünk.

A karakterisztikus polinomot a

det(λI−A)

determinánssal is szokás definiálni. Elő-
nye, hogy ekkor a polinom főegyüttha-
tója mindig 1, míg az általunk használt
definíció szerint a páratlan rendű mát-
rixok karakterisztikus polinomjának −1
a főegyütthatója. Hátránya viszont az,
hogy a konstans tag nem mindig a deter-
mináns, másrészt a kézzel való számo-
lás is nehézkesebb, ezért az elemi felada-
tok egyszerűbb számolhatósága érdeké-
ben is hasznosabb a det(A − λI) alakot
választani.

8.7. példa (Karakterisztikus polinom felírása). Határozzuk meg
az

A =

[
a b
c d

]
, B =

1 a b
0 1 c
0 0 1

, C =

a b c
1 0 0
0 1 0

.

mátrixok karakterisztikus polinomját és ahol lehet, próbáljunk meg általáno-
sabb érvényű állításokat megsejteni az eredmény alapján!

Megoldás. Ki kell számítanunk a det(A− λI) determináns értékét:

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣a− λ b
c d− λ

∣∣∣∣∣ = (a− λ)(d− λ)− bc

= λ2 − (a + d)λ + (ad− bc)

= λ2 − trace(A)λ + det A. (8.2)

Kimondható a következtetés: 2× 2-es mátrixok karakterisztikus poli-
nomját a mátrix nyomával és determinánsával is ki tudjuk fejezni.

A B mátrix karakterisztikus polinomja

det(B− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ a b

0 1− λ c
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)3.

Ebből leolvasható, hogy a háromszögmátrixok karakterisztikus poli-
nomjának alakját nem befolyásolják a főátlón kívüli elemek (ld. a 8.8.
tételt).

A C mátrix karakterisztikus polinomja

det(C− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
a− λ b c

1 −λ 0
0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (a− λ)λ2 + c + bλ

= −λ3 + aλ2 + bλ + c.

Ez azt sejteti, hogy minden polinomhoz könnyen konstruálható olyan
mátrix, melynek az a karakterisztikus polinomja (ld. a ?? feladatot). 2

Az előző feladat tanulságait külön állításokban is megfogalmazzuk:
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8.8. állítás (Háromszögmátrixok sajátértékei). A háromszögmát-
rixok és így a diagonális mátrixok sajátértékei megegyeznek a főátló elemei-
vel.

Bizonyítás. Ha A háromszögmátrix, akkor A− λI is, és egy három-
szögmátrix determinánsa megegyezik főátlóbeli elemeinek szorzatá-
val. Eszerint az A = [aij] mátrix karakterisztikus egyenlete

(a11 − λ)(a22 − λ) . . . (ann − λ) = 0

aminek a gyökei aii (i = 1, . . . , n). Így ezek az A sajátértékei. 2

8.9. állítás (Determináns, nyom és a sajátértékek). Ha az n-
edrendű A mátrix sajátértékei λ1,. . . , λn, akkor

det(A) = λ1λ2 . . . λn

trace(A) = λ1 + λ2 + · · ·+ λn

Ezek az értékek megjelennek a karakterisztikus polinomban: a determináns a
konstans tag, a nyom a (−λ)n−1 együtthatója.

Bizonyítás. A karakterisztikus polinom gyöktényezős alakja:

det(A− λI) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ)

λ = 0 behelyettesítése után kapjuk, hogy

det(A) = λ1λ2 . . . λn.

Az állítás nyomra vonatkozó részének bizonyítását feladatként tűzzük
ki. 2

A valós 2× 2-es mátrixok sajátaltereinek jellemzése Olyan eredményekkel
fogunk megismerkedni e paragrafusban, melyek általánosíthatók lesz-
nek magasabb dimenzióra, de 2-dimenzió esetén egyszerűbb a szem-
léltetésük.

Láttuk, hogy ha x sajátvektor, akkor bármely konstansszorosa is az.
Így egy egyenessel párhuzamos vektorok közül elég csak egy vektor
képét vizsgálni, mondjuk az egységvektorét. Hasznos lesz tehát a li-
neáris leképezések korábban megismert egységkör-ábrázolása (ld. 7.4
ábra).

8.10. példa (2 × 2-es mátrixok sajátvektorainak ábrázolása).
Határozzuk meg a 7.5. és a 7.6. példákban is szereplő

A =

[
5
4

3
4

3
4

5
4

]
, B =

[
3
4

5
4

5
4

3
4

]
, C =

[
− 5

4
3
4

− 3
4

5
4

]
, D =

[
− 3

4
5
4

− 5
4

3
4

]
.

mátrixok sajátértékeit és sajátvektorait. Szemléltessük ezeket az egységkör-
ábrákban.
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Megoldás. Egyszerű számolással meghatározható mind a négy mát-
rix karakterisztikus egyenlete, sajátértékei és sajátvektorai, bár a D
mátrix esetén ezek komplex számokat is tartalmaznak. A karakterisz-
tikus polinomot jelölje p, indexében a mátrix jelével. Ezután megadjuk
a sajátértékeket, majd a sajátvektorokat:

pA(λ) = λ2 − 5
2

λ + 1, λ1 = 2, λ2 =
1
2

, x1 =

[
1
1

]
, x2 =

[
1
−1

]
.

pB(λ) = λ2 − 3
2

λ− 1, λ1 = 2, λ2 = −1
2

, x1 =

[
1
1

]
, x2 =

[
1
−1

]
.

pC(λ) = λ2 − 1, λ1 = 1, λ2 = −1, x1 =

[
1
3

]
, x2 =

[
3
1

]
.

pD(λ) = λ2 + 1, λ1 = i, λ2 = −i, x1 =

[
3
5 −

4
5 i

1

]
, x2 =

[
3
5 + 3

4 i
1

]
.

Némi nehézséget a D mátrix okoz, ezért az ahhoz tartozó számításokat
részletezzük:

|D− λI| =
∣∣∣∣∣− 3

4 − λ 5
4

− 5
4 − 3

4 − λ

∣∣∣∣∣ = λ2 + 1

λ1 = i :

[
− 3

4 − i 5
4

− 5
4 − 3

4 − i

]
=⇒

[
1 − 3

4 + 4
5 i

0 0

]
amiből x1 =

[
3
5 −

4
5 i

1

]
,

λ2 = −i :

[
− 3

4 + i 5
4

− 5
4 − 3

4 + i

]
=⇒

[
1 − 3

4 −
4
5 i

0 0

]
amiből x2 =

[
3
5 + 4

5 i
1

]
.

A négy mátrixhoz tartozó egységkörábra a 8.2 ábrán látható. 2

λ = 0.5

λ = 2

λ = −0.5

λ = 2

λ = −1

λ = 1

8.2. ábra: A négy leképezés sajátirányai.

8.11. tétel (2× 2-es szimmetrikus mátrixok sajátalterei). Legyen
A egy 2× 2-es szimmetrikus mátrix. Ekkor
a) A minden sajátértéke valós,
b) A-nak pontosan akkor van két azonos sajátértéke, ha aI alakú, ekkor a sík

összes vektora sajátvektor,
c) minden egyéb esetben A-nak két különböző sajátértéke van, és ekkor saj-

átalterei merőlegesek egymásra.

Bizonyítás. A 2× 2-es szimmetrikus valós mátrix általános alakja A =

[ a b
b d ], ahol a, b, d ∈ R. Ennek karakterisztikus egyenlete a (8.2) szerint

λ2 − (a + d)λ + (ad− b2). Az egyenlet diszkriminánsa D = (a + d)2 −
4(ad− b2) = (a− d)2 + 4b2 ≥ 0. Tehát a gyökök, vagyis a sajátértékek
valósak. Ez bizonyítja a)-t. A két sajátérték csak akkor egyezik meg, ha
D = 0, ez viszont csak a = d és b = 0 esetén lehetséges, ami bizonyítja
b)-t. A c) állítás igazolását a feladatok közt tűzzük ki. 2
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Mátrix összes sajátértékének és sajátvektorának meghatározása Az előző
paragrafusokban leírtak alapján egy mátrix sajátértékeinek és sajátvek-
torainak meghatározása két lépésben elvégezhető:
1. megoldjuk a det(A − λI) = 0 karakterisztikus egyenletet, ennek

gyökei a sajátértékek,
2. minden λ sajátértékhez meghatározzuk az A− λI nullterének egy

bázisát, az általa kifeszített altér nemzérus vektorai a λ-hoz tartozó
sajátvektorok.

8.12. példa (Az összes sajátérték és sajátvektor meghatározá-
sa). Határozzuk meg a 0 1 1

0 2 0
0 0 2


mátrix sajátértékeit és sajátvektorait!

Megoldás. Az első lépés a karakterisztikus egyenletet felírása és meg-
oldása. A kiszámítandó determináns háromszögalakú, így értéke a
főátlóbeli elemek szorzata:

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
0− λ 1 1

0 2− λ 0
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ(2− λ)2

A karakterisztikus egyenlet gyökei, és így az A mátrix sajátértékei
λ1 = 0, λ2 = λ3 = 2.

Tekintsük először a λ1 = 0 esetet. A− λ1I nullterének meghatáro-
zásához redukált lépcsős alakra hozzuk az A− λ1I mátrixot:0 1 1

0 2 0
0 0 2

 =⇒

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 =⇒
x2 = 0

x3 = 0

Ennek megoldása x1 = t, azaz az összes megoldást
0
0

 = t

1
0
0


Tehát a λ1 = 0 sajátértékhez tartozó sajátaltér az (1, 0, 0) vektor által
kifeszített altér.

Tekintsük ezután a λ2 = λ3 = 2 esetet. Meghatározzuk az A− 2I
mátrix nullterét.−2 1 1

0 0 0
0 0 0

 =⇒

2 −1 −1
0 0 0
0 0 0

 =⇒ 2x1 − x2 − x3 = 0
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Ennek az (egy egyenletből álló) egyenletrendszernek a megoldása: x2 =

s, x3 = t, x1 = (s + t)/2, azaz(s + t)/2
s
t

 = s

1/2
1
0

+ t

1/2
0
1


Tehát a λ2 = λ3 = 2 sajátértékhez tartozó sajátaltér az ( 1

2 , 1, 0) és az
( 1

2 , 0, 1) vektorok által kifeszített altér. 2

Az n× n-es mátrixok karakterisztikus egyenlete n-edfokú. Egy ilyen
egyenlet megoldására n ≤ 4 esetén van megoldóképlet, ezért ezeket az
egyenleteket – például egy komputer algebra program segítségével –
meg tudjuk oldani. Egyébként vagy szerencsénk van, és az egyenlet
olyan alakú, amilyenhez vannak gyors megoldási lehetőségek, vagy
csak közelítő megoldás megtalálására van esély.

8.13. példa (Magasabbfokú karakterisztikus egyenlet). Határoz-
zuk meg az

A =

1 2 2
2 1 2
3 3 2


mátrix sajátértékeit és sajátvektorait!

Megoldás. A karakterisztikus egyenlet:

A− λI =

1− λ 2 2
2 1− λ 2
3 3 2− λ


= (1− λ)2(2− λ) + 24− 12(1− λ)− 4(2− λ)

= −(λ3 − 4λ2 − 11λ− 6)

E harmadfokú egyenlet megoldására használhatunk számítógépet, vagy
például a függelékben megtalálható Rolle-féle gyöktételt. Eszerint a
karakterisztikus egyenlet −(λ + 1)2(λ− 6) = 0, így gyökei λ1 = λ2 =

−1 és λ3 = 6.
A λ1 = λ2 = −1 esetben

A + I =

2 2 2
2 2 2
3 3 3

 =⇒

1 1 1
0 0 0
0 0 0

 =⇒ x1 + x2 + x3 = 0.

Ennek megoldása −s− t
s
t

 = s

−1
1
0

+ t

−1
0
1

,
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azaz a −1 sajátértékhez tartozó sajátalteret a (−1, 1, 0) és a (−1, 0, 1)
vektorok feszítik ki.

A λ3 = 6 esetben

A− 6I =

−5 2 2
2 −5 2
3 3 −4

 =⇒

1 0 −2/3
0 1 −2/3
0 0 0

 =⇒
x1 − 2

3
x3= 0

x2 −
2
3

x3= 0.

Ennek megoldása a törtek alkalmazását elkerülő x3 = 3t paramétervá-
lasztással 2t

2t
3t

 = t

2
2
3

.

Tehát a λ3 = 6 sajátértékhez tartozó sajátalteret a (2, 2, 3) vektor feszíti
ki. 2

A karakterisztikus egyenlet komplex gyökei Ha valóselemű mátrixot vizs-
gálunk, megeshet, hogy a karakterisztikus egyenletnek vannak komp-
lex gyökei. Mivel a valós számok egyúttal komplexek is, a valós elemű
mátrixot tekinthetjük komplex eleműnek is, ekkor viszont a karakte-
risztikus egyenlet komplex gyökeit is sajátértéknek tekinthetjük. Eb-
ben az esetben a komplex sajátértékhez komplex elemű sajátvektor fog
tartozni.

8.14. példa (Komplex sajátértékek és komplex elemű sajátvek-
torok). Határozzuk meg a komplex elemű

A =

[
1
2 −

√
3

2√
3

2
1
2

]

mátrix sajátértékeit és sajátvektorait!

Megoldás. A karakterisztikus egyenlet∣∣∣∣∣ 1
2 − λ −

√
3

2√
3

2
1
2 − λ

∣∣∣∣∣ =
(

1
2
− λ

)2
+

(√
3

2

)2

= λ2 − λ + 1.

A λ2 − λ + 1 = 0 egyenlet gyökei 1
2 ±

√
3

2 i.

Először vizsgáljuk a 1
2 +

√
3

2 i sajátértéket:

A−
(

1
2
+

√
3

2
i

)
I =

[
−
√

3
2 i −

√
3

2√
3

2 −
√

3
2 i

]
=⇒

[
1 −i
0 0

]
=⇒ x− iy = 0.

Ennek az egyenlet(rendszer)nek a megoldása az y = t paramétervá-
lasztással [

x
y

]
=

[
it
t

]
= t

[
i
1

]
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Tehát a 1
2 +

√
3

2 i sajátértékhez tartozó sajátaltér egy bázisa az (i, 1) vek-
torból áll.

A 1
2 −

√
3

2 i sajátérték esetén

A−
(

1
2
−
√

3
2

i

)
I =

[√
3

2 i −
√

3
2√

3
2

√
3

2 i

]
=⇒

[
1 i
0 0

]
=⇒ x + iy = 0.

Ennek az egyenlet(rendszer)nek a megoldása az y = t paramétervá-
lasztással [

x
y

]
=

[
−it

t

]
= t

[
−i
1

]

Tehát a 1
2 −

√
3

2 i sajátértékhez tartozó sajátalteret a (−i, 1) sajátvektor
feszíti ki. 2

A karakterisztikus egyenlet többszörös gyökei: az algebrai és a geometriai mul-
tiplicitás Ha λ a karakterisztikus egyenlet k-szoros gyöke, vagy más
szóval λ multiplicitása vagy algebrai multiplicitása k, akkor a λ-hoz tar-
tozó sajátaltér d dimenziójára 1 ≤ d ≤ k. Ezt az állítást később bebizo-
nyítjuk. A sajátaltér dimenzióját szokták a λ geometriai multiplicitásának
nevezni. A 8.12. és a 8.13. példák olyan eseteket mutattak, amikor a
sajátértékek algebrai és geometriai multiplicitása azonos, azaz minden
sajátaltér épp annyi dimenziós, amennyi a gyök (algebrai) multipli-
citása. A következő feladat azt mutatja, hogy a sajátaltér dimenziója
kisebb is lehet.

8.15. példa (Sajátérték algebrai és geometriai multiplicitása).
Határozzuk meg az

A =

4 1 0
0 4 1
0 0 4

 és a B =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2


mátrix sajátértékeit és azok algebrai és geometriai multiplicitását?

Megoldás. Mivel A háromszögmátrix, ezért karakterisztikus polinom-
ja (4− λ)3, a 4 tehát háromszoros gyök, azaz algebrai multiplicitása 3.
Mivel

A− 4I =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


ezért az (A − 4I)x = 0 egyenletrendszer az y = 0, z = 0 alakot ölti,
aminek megoldása x

y
z

 =

t
0
0

 = t

1
0
0

 .
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Eszerint A sajátaltere 1-dimenziós, melyet az (1, 0, 0) vektor feszít ki.
A λ = 4 sajátérték geometriai multiplicitása tehát 1.

A B mátrix karakterisztikus polinomja (1− λ)2(2− λ)2, ennek gyö-
kei 1 és 2, és mindegyiknek kettő az algebrai multiplicitása. Meghatá-
rozzuk sajátaltereiket. λ = 1 esetén

B− λI = B− I =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

Az ehhez tartozó homogén egyenletrendszer megoldása:
x
y
z
w

 =


s
t
0
0

 = s


1
0
0
0

+ t


0
1
0
0

 .

Tehát az altér dimenziója 2, vagyis a geometriai multiplicitás megegye-
zik az algebraival. Ha λ = 2, akkor

B− λI = B− 2I =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ,

ahonnan az ehhez tartozó homogén egyenletrendszer megoldása:
x
y
z
w

 =


0
0
t
0

 = t


0
0
1
0

 .

Tehát az altér dimenziója most 1, vagyis a geometriai multiplicitás ki-
sebb, mint az algebrai. 2

Sajátértékek és a mátrix hatványai A mátrixok függvényeinek számo-
lása szoros kapcsolatban van a sajátértékekkel. E témában első lépés
a mátrixokhatványok sajátértékeinek és sajátvektoranak meghatározá-
sa.

8.16. tétel (Mátrix invertálhatósága és a 0 sajátérték). Az A
mátrix pontosan akkor invertálható, ha a 0 nem sajátértéke.

Bizonyítás. A pontosan akkor invertálható, ha det(A) 6= 0, de ez
ekvivalens azzal, hogy det(A − 0I) 6= 0, azaz 0 nem sajátértéke A-
nak. 2
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8.17. tétel (Mátrix hatványainak sajátértékei és sajátvekto-
rai). Ha λ az A mátrix egy sajátértéke és x egy hozzá tartozó sajátvektor,
akkor bármely egész n esetén λn sajátértéke az An mátrixnak és x egy hozzá
tartozó sajátvektor, amennyiben λn és An is értelmezve van.

Bizonyítás. n = 0 esetén λ0 = 1 és A0 = I, és ekkor minden vektor
sajátvektor, tehát ekkor az állítás igaz.

Pozitív n-re indukcióval igazoljuk az állítást: n = 1 esetén nyilván
igaz, n = 2 esetén:

A2x = A(Ax) = A(λx) = λ(Ax) = λ(λx) = λ2x.

Hasonlóan kapjuk, hogy ha n = k− 1 esetén már igaz az állítás, akkor
n = k esetén is:

Akx = A(Ak−1x) = A(λk−1x) = λk−1(Ax) = λk−1(λx) = λkx.

Ha A invertálható, akkor

Ax = λx, amiből
1
λ

x = A−1x, azaz λ−1x = A−1x.

Végül negatív kitevők esetén:

Akx = λkx, amiből λ−kx = A−kx. 2

8.18. tétel (Mátrix hatványainak hatása). Tegyük fel, hogy λ1,
λ2,. . . λk sajátértékei az n× n-es A mátrixnak, és hogy x1,. . . xk a hozzá-
juk tartozó sajátvektorok. Ha egy n-dimenziós v vektor előáll e sajátvektorok
lineáris kombinációjaként, azaz

v = c1x1 + c2x2 + . . . + ckxk,

akkor bármely egész m esetén

Amv = c1λm
1 x1 + c2λm

2 x2 + . . . + ckλm
k xk.

Bizonyítás. A bizonyítás magától értetődő, hisz

Amv = Am(c1x1 + c2x2 + . . . + ckxk)

= c1Amx1 + c2Amx2 + . . . + ckAmxk

= c1λm
1 x1 + c2λm

2 x2 + . . . + ckλm
k xk 2

I Sajnos az nem igaz, hogy minden mátrixhoz találunk n független
sajátvektort, amelyek lineáris kombinációjaként minden vektor felírha-
tó, így e tétel csak a sajátvektorok lineáris kombinációjaként előálló
vektorokról szól! E tétel azt mutatja, fontos kérdés annak eldöntése,
hogy egy mátrix sajátvektoraiból mikor alkotható bázis.
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Speciális mátrixok sajátértékei A mátrixok egyes különleges tulajdonsá-
gai a sajátértékek bizonyos tulajdonságát is befolyásolják.

8.19. tétel (Speciális mátrixok sajátértéke). Legyen A egy n-
edrendű valós mátrix. Ekkor
a) ha A szimmetrikus, akkor minden sajátértéke valós,
b) ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajátértéke imaginárius,
c) ha A ortogonális, akkor minden sajátértékének 1 az abszolút értéke,
d) A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajátértéke 0, azaz karakteriszti-

kus polinomja λn alakú.

Bizonyítás. a), b) Írjuk fel a sajátpár elemeit komplex algebrai alak-
ban, azaz legyen λ = a + bi a valós A mátrix sajátértéke, és legyen
x = y + zi a hozzá tartozó sajátvektor. Tehát Ax = A(y + zi) =

(a + bi)(y + zi). Ha ennek mindkét oldalát balról beszorozzuk az x
konjugáltjának transzponáltjával, azaz az x′ = (y− zi)′ vektorral, ak-
kor kapjuk, hogy

x′Ax = (y− zi)′(a + bi)(y + zi) = (a + bi)(|y|2 + |z|2).

Itt kihasználtuk, hogy y′y = |y|2 és z′z = |z|2. Véve mindkét oldal
konjugáltját és kihasználva hogy A valós, tehát A = A, kapjuk, hogy

x′Ax = (a− bi)(|y|2 + |z|2).

Ezután vegyük mindkét oldal transzponáltját. A jobb oldal nem válto-
zik, hisz ott egy szám, azaz egy 1× 1-es mátrix áll:

x′A′x = (a− bi)(|y|2 + |z|2).

Ezt összevetve a (119) egyenlőség két oldalán álló kifejezéssel, és ki-
használva, hogy x 6= 0 miatt |y|2 + |z|2 6= 0, kapjuk, hogy

a + bi =

a− bi, ha A szimmetrikus,

−a + bi, ha A ferdén szimmetrikus.

Eszerint b = 0, ha A szimmetrikus, és a = 0, ha A ferdén szimmetri-
kus, ami bizonyítja az első két állítást.

c) Ha A ortogonális, akkor bármely x vektorra |Ax| = |x|. Így
a sajátvektorra is, azaz |x| = |Ax| = |λx| = |λ||x|, amiből λ| = 1.
d) Ha Ak = O, és λ sajátértéke A-nak, akkor λk sajátértéke az Ak = O
mátrixnak, annak viszont csak a 0 sajátértéke, így A-nak is minden
sajátértéke 0. Az állítás megfordítását hamarosan igazoljuk. 2

Az előző tétel bizonyításából minimális változtatással megkapható
a következő tétel bizonyítása is, melyet feladatként tűzünk ki:



382 lineáris algebra

8.20. tétel (Speciális komplex mátrixok sajátértéke). Ha az n-
edrendű komplex A mátrix
a) önadjungált, akkor minden sajátértéke valós,
b) ferdén önadjungált, akkor minden sajátértéke imaginárius,
c) unitér, akkor minden sajátértékének 1 az abszolút értéke.
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Feladatok

8.1. Igazoljuk a ?? tétel c) állítását, mely szerint ha egy
2× 2-es szimmetrikus valós mátrixnak két különböző sa-

játértéke van, akkor sajátalterei merőlegesek egymásra.
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Hasonlóság, diagonalizálhatóság

Egy lineáris transzformáció sajátértékei és karakterisztikus polinomja meg-
őrződnek a különféle bázisokban fölírt mátrixaira is. Olyan bázist keresünk,
melyben mátrixa a legegyszerűbb alakú.

Lineáris transzformációk sajátértékei A sajátérték, sajátvektor, sajátaltér
fogalma természetes módon átvihető lineáris leképezésekre is.

8.21. definíció (Lineáris transzformáció sajátértéke, sajátvek-
tora). Azt mondjuk, hogy a λ szám az L lineáris transzformáció saját-
értéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Lx = λx. Az ilyen x
vektorokat az L lineáris transzformáció λ sajátértékhez tartozó sajátvekto-
rainak nevezzük.

Ha a lineáris transzformáció R2 → R2 vagy R3 → R3 leképe-
zés, mely valamilyen egyszerű geometriai transzformációt valósít meg,
akkor néha a transzformáció mátrixának ismerete nélkül is könnyen
meghatározhatjuk a sajátértékeket és sajátvektorokat.

8.22. példa (Lineáris transzformáció sajátértéke, sajátaltere).
Adjuk meg – pusztán geometriai szemléletünkre hagyatkozva – az alábbi
lineáris leképezések sajátértékeit és a hozzájuk tartozó sajátaltereket.
a) a sík vektorainak tükrözése egy egyenesre (vagy pontjainak tükrözése egy

origón átmenő egyenesre);
b) a sík vektorainak merőleges vetítése egy egyenesre (vagy pontjainak me-

rőleges vetítése egy origón átmenő egyenesre);
c) a tér vektorainak elforgatása egy egyenes körül a π egész számú többszö-

rösétől különböző szöggel;
d) a tér vektorainak merőleges vetítése egy síkra;
e) a tér vektorainak tükrözése egy síkra.

Megoldás. Az előző fejezetben, így a ?? példában bizonyítottakhoz
hasonlóan látható, hogy mindegyik feladatbeli transzformáció lineáris.

a) Egy egyenesre való tükrözés esetén csak az egyenessel párhuza-
mos és rá merőleges vektorok mennek saját konstansszorosukba, még-
pedig az egyenessel párhuzamos vektorok saját magukba, a rá merő-
legesek a saját ellentettjükbe. Tehát e transzformációnak az 1 saját-
értékhez tartozó sajátaltere az egyenessel párhuzamos vektorokból, a
−1-hez tartozó sajátaltere a rá merőleges vektorokból áll. A pontokra
vonatkozó állítás a pontokba mutató helyvektorokkal adódik.

b) A sík merőleges vetítése egy egyenesre – hasonlóan az előző eset-
hez – helyben hagyja az egyenessel párhuzamos vektorokat, és a 0-
vektorba viszi a rá merőlegeseket. Tehát az 1 sajátértékhez tartozó
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sajátaltér az egyenessel párhuzamos vektorokból, a 0-hoz tartozó saj-
átaltere a rá merőleges vektorokból áll.

c) A tér π egész számú többszörösétől különböző szöggel való el-
forgatása egy egyenes körül a forgástengellyel párhuzamos vektorokat
önmagukba viszi, és semelyik másikat sem viszi a saját skalárszorosá-
ba, így az egyetlen sajátérték az 1, amelyhez tartozó sajátaltér a forgás-
tengellyes párhuzamos vektorokból áll.

d) A tér vektorainak merőleges vetítése egy síkra helyben hagyja
a sík összes vektorát, míg a síkra merőleges vektorokat a 0 vektorba
viszi, tehát a két sajátérték 1 és 0. Az 1-hez tartozó sajátaltér a sík
vektoraiból, a 0-hoz tartozó sajátaltér a rá merőleges vektorokból áll.

e) E feladatot megoldottuk a 8.1. példában. A két sajátérték 1 és −1,
az 1 sajátértékhez tartozó sajátaltér a sík vektoraiból, a −1-hoz tartozó
sajátaltér a rá merőleges vektorokból áll. 2

Egy lineáris leképezéshez bázisonként más-más mátrix tartozhat, de
a sajátértékeik mégis ugyanazok, hisz ha egy leképezés egy vektort a
λ-szorosába viszi, akkor azt λ-szorosába viszi minden bázisban.

Hasonló mátrixok sajátértékei A 7.16. és a 7.17. tételekből tudjuk, hogy
egy lineáris leképezéshez különböző bázisokban tartozó mátrixok ha-
sonlóak, másrészt tudjuk azt is, hogy fontos mátrixtulajdonságok inva-
riánsak a hasonlóságra. E paragrafusban e tulajdonságok körét fogjuk
bővíteni.

8.23. tétel (Sajátérékhez kapcsolódó invariánsok). Ha A ∼ B,
akkor A és B karakterisztikus polinomja azonos, így sajátértékei, azok algeb-
rai és geometriai multiplicitásai is megegyeznek.

Bizonyítás. A bizonyítás során föltesszük, hogy valamely invertálha-
tó C mátrixszal A = C−1BC. Ekkor

A− λI = C−1BC− λC−1IC)

= C−1(BC− λIC)

= C−1(B− λI)C,

azaz A− λI és B− λI is hasonlóak. A 7.17. tétel szerint hasonló mát-
rixok determinánsa megegyezik, így det(A− λI) = det(B− λI), azaz
megegyeznek A és B karakterisztikus polinomjai is. Ez maga után von-
ja, hogy megegyeznek sajátértékeik, és azok (algebrai) multiplicitásai.
A geometriai multiplicitások egyenlőségéhez elég belátni, hogy A− λI
és B− λI nullterének dimenziója megegyezik, azt viszont ugyancsak
a 7.17. tételben igazoltuk. 2

I E tétel egyik következménye, hogy hasonló mátrixok determinánsa
megegyezik, hisz ezek a sajátértékek szorzatával egyenlők. Ezt már
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bizonyítottuk a 7.17. tételben. Hasonlóan igaz, hogy hasonló mátrixok
nyoma is megegyezik, hisz ezek a sajátértékek összegével egyenlők.
I Fontos következménye tehát e tételnek, hogy van értelme lineá-
ris transzformáció karakterisztikus polinomjáról, sajátértékeiről, sajátalterei-
ről beszélni. Legalábbis véges dimenziós esetben, pl. Rn → Rn vagy
Cn → Cn transzformációk esetén ezt látjuk.

Mátrixok diagonalizálása Korábban láttuk, hogy egy mátrix hatványa-
inak hatását milyen könnyű a sajátvektorok lineáris kombinációin ki-
számítani. Ez akkor lenne igazán hatékony eszköz, ha sajátvektorok-
ból egy bázist tudnánk választani. Ebben a bázisban ugyanis a mátrix
– mint azt bizonyítani fogjuk – diagonális alakot ölt.

8.24. definíció (Diagonalizálhatóság). Az n× n-es A mátrix dia-
gonalizálható, ha hasonló egy diagonális mátrixhoz, azaz ha létezik egy
olyan diagonális Λ és egy invertálható C mátrix, hogy

Λ = C−1AC. (8.3)

8.25. tétel (Diagonalizálhatóság szükséges és elégséges felté-
tele). Az n × n-es A mátrix pontosan akkor diagonalizálható, ha van n
lineárisan független sajátvektora. Ekkor a diagonális mátrix az A sajátérté-
keiből, C a sajátvektoraiból áll.

Bizonyítás. Ha A hasonló egy diagonális mátrixhoz, azaz van olyan
C mátrix, hogy Λ = C−1AC diagonális, akkor C-vel balról szorozva
a CΛ = AC egyenlőséget kapjuk. Ha C = [c1 c2 . . . cn] és Λ =

diag(λ1, λ2, . . . , λn), akkor

[c1 c2 . . . cn]


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 = A[c1 c2 . . . cn], (8.4)

és itt a bal oldali mátrix i-edik oszlopa λici, a jobb oldali mátrixé Aci,
amik megegyeznek, azaz Aci = λici, tehát ci a λi sajátértékhez tartozó
sajátvektor. Mivel C invertálható, ezért oszlopvektorai függetlenek,
ami bizonyítja az állításunk egyik felét. Tegyük most fel, hogy van
A-nak n független sajátvektora. Képezzünk a sajátértékekből egy Λ

diagonális mátrixot, a sajátvektorokból pedig egy C mátrixot úgy, hogy
a Λ i-edik oszlopába kerülő λi sajátértékhez tartozó sajátvektor a C
mátrix i-edik oszlopába kerüljön. Mivel λici = Aci, ezért fönnáll a (8.4)
összefüggés, azaz Λ hasonló A-hoz. 2
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8.26. példa (Mátrix diagonalizálása). Diagonalizálható-e a 8.12.
példabeli

A =

0 1 1
0 2 0
0 0 2


mátrix?

Megoldás. Az A mátrix sajátértékeit és sajátvektorait meghatároztuk
a 8.12. példában. Mivel λ1 = 0, λ2 = λ3 = 2, a hozzájuk tartozó saját-
vektorok (1, 0, 0), (1/2, 1, 0) és (1/2, 0, 1), és ezek a vektorok lineárisan
függetlenek, ezért A hasonló a Λ diagonális mátrixhoz, ahol

Λ =

0 0 0
0 2 0
0 0 2

, és C =

1 1
2

1
2

0 1 0
0 0 1

.

Ez könnyen igazolható a CΛ = AC összefüggés ellenőrzésével:1 1
2

1
2

0 1 0
0 0 1


0 0 0

0 2 0
0 0 2

 =

0 1 1
0 2 0
0 0 2


1 1

2
1
2

0 1 0
0 0 1

.

2

A diagonalizálhatóság fontos voltára tekintettel érdemes további fel-
tételeket gyűjteni, melyek könnyen ellenőrizhetők. Több elégséges fel-
tétel származtatható a következő tételből:

8.27. tétel (Különböző sajátértékek sajátvektorai). Ha λ1,
λ2,. . . λk különböző sajátértékei az n× n-es A mátrixnak, akkor a hozzájuk
tartozó x1, x2,. . . xk sajátvektorok lineárisan függetlenek.

Bizonyítás. Indirekt módon tegyük fel, hogy e vektorok lineárisan
összefüggők. Ekkor van a vektorok közt olyan, amely csak a kisebb
indexűek lineáris függvénye. Legyen ezek közül a legkisebb indexű
xi, azaz

xi = c1x1 + . . . + ci−1xi−1, (8.5)

de az i-nél kisebb indexű vektorok már lineárisan függetlenek. Szo-
rozzuk meg az egyenlőség mindkét oldalát balról az A mátrixszal:

Axi = A(c1x1 + . . . + ci−1xi−1) = c1Ax1 + . . . + ci−1Axi−1,

majd használjuk ki, hogy e vektorok sajátvektorok:

λixi = c1λ1x1 + . . . + ci−1λi−1xi−1. (8.6)

Ezután a (8.5) egyenlet mindkét oldalát λi-vel szorozva kapjuk, hogy

λixi = c1λix1 + . . . + ci−1λixi−1. (8.7)
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Végül a (8.7) egyenletből a (8.6) egyenletet kivonva kapjuk, hogy

0 = c1(λi − λ1)x1 + . . . + ci−1(λi − λi−1)xi−1,

Mivel az x1,. . . , xi−1 vektorok már lineárisan függetlenek, és a λ1,. . . ,
λi értékek különbözőek, így c1 = · · · = ci−1 = 0. Eszerint

xi = 0x1 + · · ·+ 0xi−1 = 0,

ami ellentmondás, hisz xi sajátvektor, tehát nem lehet a 0. Ez bizonyítja
az indirekt feltevés helytelen voltát, azaz igazolja állításunkat. 2

I Szokás úgy fogalmazni, hogy a különböző sajátértékekhez tartozó
sajátalterek lineárisan függetlenek, hisz bárhogy választunk közülük
egy-egy nemzérus vektort, azok lineárisan függetlenek lesznek.
I Másik fontos következménye e tételnek, hogy ha különböző sajátér-
tékekhez tartozó sajátalterek mindegyikéből lineárisan független vek-
torokat választunk, akkor még ezek egyesítése is lineárisan független
lesz. Ha ugyanis lineárisan összefüggnének, akkor az egy altérbe eső
vektorok lineáris kombinációit összevonva egyetlen vektorrá, minden
sajátértékhez egy-egy sajátvektort kapnánk, melyek összefüggők len-
nének, ami a fenti tételnek ellentmond.
I Speciálisan az is igaz, hogy különböző sajátértékekhez tartozó saj-
átalterek mindegyikéből egy bázist választva, azok egyesítése is lineá-
risan független vektorrendszert ad.

8.28. következmény (Különböző sajátértékek és diagonalizál-
hatóság). Ha az n-edrendű A mátrixnak n darab különböző sajátértéke
van, akkor diagonalizálható.

Bizonyítás. A 8.25. és a 8.27. tételek szerint n különböző sajátértékhez
n független sajátvektor tartozik, ami épp azt jelenti, hogy a mátrix
diagonalizálható. 2

Végezetül összefoglalásul fölsorolunk néhány mátrixosztályt, me-
lyekbe tartozó mátrixok mindegyike egyformán viselkedik a diagona-
lizálhatóságra nézve:
a) Egy valós n-edrendű mátrix nem diagonalizálható a valós mátrixok

körében, ha karakterisztikus egyenletének vannak komplex gyökei,
a komplex sajátértékekhez ugyanis nem található valós sajátvektor,
így nem találhatunk n független sajátvektort, hisz a valós sajátérté-
kek száma kisebb n-nél. Például a[

0 −1
1 0

]

mátrix a valósok fölött nem diagonalizálható, de a komplexek fölött
igen (ld. a ?? feladatot).
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b) Nem diagonalizálhatók a nilpotens mátrixok, például a0 1 0
0 0 1
0 0 0


mátrix (?? feladat).

c) Diagonalizálható minden szimmetrikus mátrix, sőt, sajátvektora-
iból ortonormált bázis is kiválasztható. Ezt hamarosan belátjuk
(8.36. tétel).

8.29. példa (Diagonalizálhatóság megállapítása). Döntsük el,
hogy az alábbi mátrixok közül melyik diagonalizálható valós mátrixként!

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
1 −4
4 1

]
, C =

1 2 3
0 4 5
0 0 6

, D =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

.

Megoldás. Az A mátrix nilpotens, mert A2 = O, így nem diagona-
lizálható. A B mátrixnak vannak komplex sajátértékei, így a valósok
fölött nem diagonalizálható, de a komplexek fölött igen, mert két kü-
lönböző sajátértéke van. A C mátrixnak különbözőek a sajátértékei, és
mind valósak (1, 4, 6), így diagonalizálható. A D mátrix csak a figyel-
met ellenőrző kérdés, e mátrix diagonális, tehát diagonalizálva van,
azaz biztosan diagonalizálható. 2

Sajátértékek multiplicitása és a diagonalizálhatóság* A sajátértékek algeb-
rai és geometriai multiplicitása, valamint a diagonalizálhatóság közt
egyszerű, de fontos összefüggés van. Nevezetesen a geometriai mul-
tiplicitás sosem nagyobb az algebrainál, másrészt a diagonalizálha-
tóság ekvivalens azzal, hogy a geometriai és algebrai multiplicitások
minden sajátérték esetén megegyeznek.

8.30. tétel (Algebrai és geometriai multiplicitás kapcsolata).
Egy mátrix valamely sajátértékének geometriai multiplicitása nem lehet na-
gyobb az algebrai multiplicitásánál.

Bizonyítás. Az A mátrix egy µ sajátértékének geometriai multiplici-
tását jelölje g. Ez azt jelenti, hogy A− µI nullterének van g vektorból
álló bázisa. Legyen ez x1, x2,. . . , xg. Egészítsük ki e bázist az egész tér
bázisává a xg+1,. . . , xn vektorokkal. E független vektorokból képzett
C = [x1 . . . xg|xg+1 . . . xn] mátrix invertálható. Írjuk C-t blokkmátrix
alakba: X legyen az első g oszlopból álló blokk, azaz C = [X|Y]. Mi-
vel X oszlopai a µ-höz tartozó sajátvektorok, ezért AX = µX. A C−1
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inverzet első g sora után bontsuk blokkokra:

C−1 =

[
Z
W

]
.

Írjuk fel az I = C−1C összefüggést blokkmátrix alakban:[
Ig O
O In−g

]
=

[
Z
W

][
X Y

]
=

[
ZX ZY
WX WY

]
.

Innen leolvasható, hogy WX = O, ZY = O, ZX = Ig, WY = In−g.
Ezeket fölhasználva kapjuk, hogy

C−1AC =

[
Z
W

]
A
[
X Y

]
=

[
ZAX ZAY
WAX WAY

]
=

[
µIg ZAY
O WAY

]
,

ugyanis ZAX = ZµX = µZX = µIg, és WAX = µWX = O. Az így
kapott mátrix karakterisztikus polinomja∣∣∣∣∣µIg − λIg ZAY

O WAY− λIn−g

∣∣∣∣∣,
ami a 6.29. tétel szerint (µ− λ)g det(WAY− λIn−g). Ez pedig azt je-
lenti, hogy C−1AC és ezzel együtt A karakterisztikus polinomjának µ

legalább g-szeres algebrai multiplicitású gyöke. 2

8.31. tétel (Diagonalizálhatóság és a geometriai multiplici-
tás). Egy n-edrendű négyzetes mátrix pontosan akkor diagonalizálható,
ha a sajátértékeihez tartozó geometriai multiplicitások összege n.

Bizonyítás. (⇒) Ha a mátrix diagonalizálható, akkor az azonos sa-
játértékhez tartozó vektorok által kifeszített sajátaltér dimenziója meg-
egyezik e sajátérték geometriai multiplicitásával. A geometriai multip-
licitások összege tehát épp n, hisz egyetlen sajátvektor sem lehet két
sajátaltérben.

(⇐) A geometriai multiplicitás nem nagyobb az algebrainál, az al-
gebraiak összege pedig legföljebb n (komplex esetben pontosan n, va-
lós esetben lehet n-nél kisebb is, ha a karakterisztikus polinomnak van-
nak komplex gyökei). Így ha a geometriai multiplicitások összege n,
akkor minden sajátaltérből kiválasztva egy bázist, és véve ezek egye-
sítését, egy n sajátvektorból álló független vektorrendszert kapunk
(ld. a 8.27. tétel utáni megjegyzéseket). Így tehát a mátrix diagona-
lizálható. 2

I E tétel elegáns megfogalmazása így hangzik: egy T test fölötti n-
edrendű mátrix pontosan akkor diagonalizálható, ha a Tn tér előáll
sajátaltereinek direkt összegeként.
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I A tétel lineáris leképezésekre is kimondható: az A : Tn → Tn

lineáris leképezés pontosan akkor diagonalizálható, ha sajátalterei di-
menziójának összege n.

8.32. példa (Lineáris transzformáció diagonalizálása). Az
alábbi lineáris leképezésekhez keressünk – pusztán geometriai szemléletünk-
re hagyatkozva – olyan bázist, melyben a mátrixa diagonális. Használjuk fel
a 8.22. példa eredményeit.
a) a sík vektorainak tükrözése egy egyenesre (vagy pontjainak tükrözése egy

origón átmenő egyenesre);
b) a sík vektorainak merőleges vetítése egy egyenesre (vagy pontjainak me-

rőleges vetítése egy origón átmenő egyenesre);
c) a tér vektorainak elforgatása egy egyenes körül a π egész számú többszö-

rösétől különböző szöggel;
d) a tér vektorainak merőleges vetítése egy síkra;
e) a tér vektorainak tükrözése egy síkra.

Megoldás. A 8.22. példában meghatároztuk e leképezések sajátalte-
reit. Ezeket használjuk a következőkben.

a) Az egyenes – melyre tükrözünk – egyik irányvektora legyen a,
egy rá merőleges nemnulla vektor legyen b. Ekkor Ta = a és Tb =

−b, ahol T a tükröző lineáris leképezés. Ennek az {a, b} bázisban a
mátrixa [

1 0
0 −1

]
.

b) Az egyenes – melyre vetítünk – egyik irányvektora legyen a, egy
rá merőleges nemnulla vektor legyen b. Ekkor Pa = a és Pb = −b,
ahol P a vetítő lineáris leképezés. Ennek az {a, b} bázisban a mátrixa[

1 0
0 0

]
.

c) E leképezésnek nincs valós diagonális mátrixa, mert csak egyet-
len valós sajáteltere van, és az csak 1-dimenziós: ez a tengely irány-
vektora által kifeszített altér. A forgástengelyre merőleges sík ugyan
nem sajátaltér, de a forgatás önmagába viszi (az ilyet nevezik invariáns
altérnek), így ennek bázisával egy „diagonálishoz közeli” alakot kap-
hatunk. Ha a forgás tengelyének egy irányvektora a, a rá merőleges
sík egy ortonormált bázisa {b, c}, ahol a b vektor π/2 radiánnal való
elforgatottja épp c, akkor az {a, b, c} bázisban a forgató F leképezés
mátrixa 1 0 0

0 cos α − sin α

0 sin α cos α

,
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ugyanis Fa = a, Fb = cos αb + sin αc, Fc = − sin αb + cos αc.
d) A sík, melyre vetítünk az 1 sajátértékhez tartozik. Ha ebben vá-

lasztva egy {a, b} bázist, és c egy a síkra merőleges nemzérus vektor,
akkor Ta = a, Tb = b, Tc = 0, így T mátrixa1 0 0

0 1 0
0 0 0

.

e) A sík, melyre tükrözünk az 1 sajátértékhez tartozik. Ha ebben
választva egy {a, b} bázist, és c egy a síkra merőleges nemzérus vektor,
akkor Ta = a, Tb = b, Tc = −c, így T mátrixa1 0 0

0 1 0
0 0 −1

.

2

Diagonalizálható mátrixok spektrálfelbontása* A diagonalizálható A mát-
rix A = CΛC−1 alakja egy hasznos felbontását, az ún. spektrálfelbon-
tását adja a mátrixnak.

Legyen A spektruma {λ1, λ2, . . . , λk}. Bontsuk fel a Λ mátrixot
blokkdiagonális alakra úgy, hogy az azonos sajátértékek egy blokkba
kerüljenek, majd ennek megfelelően bontsuk fel a C és C−1 mátrixot
is blokkokra a következők szerint:

Λ =


λ1I O . . . O
O λ2I . . . O
...

...
. . .

...
O O . . . λkI

, C =
[
X1 X2 . . . Xk

]
, C−1 =


Y′1
Y′2
...

Y′k

.

Írjuk föl e mátrixokkal az A = CΛC−1 felbontást, majd fejtsük ki a
blokkműveleteket:

A = CΛC−1 =
[
X1 X2 . . . Xk

]


λ1I O . . . O
O λ2I . . . O
...

...
. . .

...
O O . . . λkI




Y′1
Y′2
...

Y′k


= λ1X1Y′1 + λ2X2Y′2 + · · ·+ λkXkY′k
= λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λkPk,

ahol PPi = XiY′i a λi sajátértékhez tartozó mátrix, melyről a követke-
zőket fogjuk megmutatni:
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8.33. állítás (Diagonalizálható mátrixok spektrálfelbontá-
sa). Minden {λ1, λ2, . . . , λk} spektrumú diagonalizálható A mátrix fel-
írható

A = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λkPk

alakba, ahol
a) P1 + P2 + · · ·+ Pk = I,
b) PiPj = O, ha i 6= j,
c) Pi az N (A− λiI) sajátaltérre való O(A− λiI) altér menti vetítés.

I Valójában megmutatható, hogy a fenti három feltétel szükséges és
elégséges feltétele annak, hogy A diagonalizálható legyen. E tételt
nevezik a diagonalizálható mátrixok spektráltételének.

Bizonyítás. A fent konstruált felbontásról megmutatjuk, hogy eleget
tesz a feltételeknek.

a) A CC−1 = I egyenlőséget blokkmátrixokként kezelve és fölhasz-
nálva a PPi = XiY′i egyenlőségeket is kapjuk, hogy P1 + P2 + · · · +
Pk = I.

b) A C−1C = I egyenlőség blokkmátrixokalakja viszont az Y′iXi = I,
és az Y′iXj = O (i 6= j) egyenlőségre vezet.

c) Az előzőekből adódik, hogy P2
i = Pi, ugyanis P2

i = Xi(Y′iXi)Y′i =
XiY′i = Pi. Eszerint tehát Pi vetítés. Meg kell még mutatnunk, hogy
O(Pi) = N (A − λiI). Ehhez fölhasználjuk, hogy bármely két X, Y
mátrixra O(XY) ⊆ O(X).

O(Pi) = O(XiY′i) ⊆ O(Xi) = O(XiY′iXi) = O(PiXi) ⊆ O(Pi).

Tehát mindenütt egyenlőség áll fenn, és O(Pi) = O(Xi) = N (A −
λiI). Végül megmutatjuk, hogy a vetítés nulltere N (Pi) = O(A− λiI).
Kihasználva a fönt bizonyítottakat kapjuk, hogy

Pi(A− λiI) = Pi

(
k

∑
j=1

λjPj − λi

k

∑
j=1

Pj

)
=

k

∑
j=1

(λj − λi)PiPj = O.

Eszerint O(A − λiI) ⊆ N (Pi). Másrészt N (A − λiI) = O(Pi), így
a dimenziótétel miatt dimO(A − λiI) = dimN (Pi), ami bizonyítja,
hogy N (Pi) = O(A− λiI). 2

Mátrixok hatványai és egyéb függvényei Ha egy folyamat egy xk állapo-
tát a következővel egy lineáris xk+1 = Axk kapcsolat fűzi össze, akkor
az xk = Akx0 összefüggés miatt a folyamatot az A mátrix hatványai
jellemzik. Kérdés lehet például a mátrixhatványok aszimptotikus vi-
selkedése, vagy a nagy kitevőjű hatványok gyors kiszámításának mód-
ja.
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Diagonális mátrix hatványai igen könnyen számolhatók, csak a fő-
átló elemeit kell hatványozni. Másrészt (C−1MC)k = C−1MkC, ezért
a diagonalizálható mátrixok igen könnyen hatványozhatók.

8.34. példa (Mátrixok nagy kitevős hatványai). Tekintsük az alábbi
két „majdnem egyenlő” mátrixot:

A =

[
−0.3 1.8
−0.6 1.8

]
, B =

[
−0.3 1.8
−0.5 1.8

]

Vizsgáljuk meg hatványaik határértékét, ha a kitevő tart a végtelenhez!

Megoldás. Mindkét mátrixot diagonalizáljuk:

Λ1 = C−1AC =

[
0.6 0.0
0.0 0.9

]
, ahol C =

[ 2√
5

3√
13

1√
5

2√
13

]

valamint

Λ2 = D−1BD =

[
1.2 0.0
0.0 0.3

]
, ahol D =

[
1 1
5
6

1
3

]
, D−1 =

[
− 2

3 2
5
3 −2

]
.

Így a k-adik hatvány könnyen számolható:

Ak = C

[
0.6 0.0
0.0 0.9

]k

C−1 = C

[
0.6k 0.0
0.0 0.9k

]
C−1

Mivel mindkét sajátérték abszolút értéke kisebb 1-nél, ezért Λk
1 → O

és így Ak → O, ha k→ ∞. A B mátrix esetén

Bk = D

[
1.2 0.0
0.0 0.3

]k

D−1 = D

[
1.2k 0.0
0.0 0.3k

]
D−1,

ami arra vezet, hogy Λk
2 → [ ∞ 0

0 0 ] és a D és a D−1 elemeinek előjelét is
figyelembe véve így Ak → [ −∞ ∞

−∞ ∞ ], ha k→ ∞. 2

Mátrixok ortogonális diagonalizálása, valós spektráltétel Diagonalizálni egy
mátrixot azzal ekvivalens, hogy a hozzá tartozó mátrixleképezéshez
találni egy olyan bázist, melyben mátrixa diagonális. A gyakorlati al-
kalmazásokban különösen szerencsés, ha e bázis még ortonormált is!
Valós mátrixok közt pontosan a szimmetrikusak azok, amelyek így
diagonalizálhatók.

A 8.25. tétel szerint a diagonalizálhatóság szükséges és elégséges
feltétele, hogy létezzék a mátrix rendjével egyező számú független sa-
játvektora. Ha e vektorok ortonormált rendszert alkotnak, akkor a
belőlük alkotott mátrix ortogonális mátrix.
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8.35. definíció (Ortogonális diagonalizálhatóság). Az A mát-
rix ortogonálisan diagonalizálható, ha találunk egy ortogonális Q és egy
diagonális Λ mátrixot, hogy Q′AQ = Λ.

Először megmutatjuk, hogy szimmetrikus mátrix esetén a sajátalte-
rek nem csak függetlenek egymástól, de merőlegesek is egymásra.

8.36. tétel (Szimmetrikus mátrix sajátalterei). Szimmetrikus mát-
rix bármely két különböző sajátaltere merőleges egymásra.

Bizonyítás. Két különböző sajátaltér két különböző sajátértékhez tar-
tozik. Megmutatjuk, hogy az egyik altér bármelyik vektora merőleges
a másik altér bármely vektorára. Legyen tehát (λ, x) és (µ, y) két sa-
játpár, ahol λ 6= µ két különböző sajátértéke A-nak. Így Ax = λx és
Ay = µy. Ebből adódik, hogy

λ(x′y) = (λx)′y = (Ax)′y = x′A′y = x′Ay = x′µy = µ(x′y).

Eszerint (λ− µ)(x′y) = 0, de λ− µ 6= 0, ezért x′y = x · y = 0, azaz a
két vektor merőleges egymásra. 2

8.37. tétel (Valós spektráltétel). A valós A mátrix pontosan akkor
diagonalizálható ortogonálisan, ha szimmetrikus.

Bizonyítás. (⇒) Tegyük fel, hogy A ortogonálisan diagonalizálha-
tó, azaz létezik olyan ortogonális Q és diagonális Λ mátrix, hogy
Q′AQ = Λ. Ezt balról a Q, jobbról a Q′ mátrixszal szorozva kap-
juk, hogy QQ′AQQ′ = QΛQ′. Mivel Q ortogonális, ezért QQ′ = I,
így A = QΛQ′. Ekkor

A′ = (QΛQ′)′ = (Q′)′Λ′Q′ = QΛQ′ = A.

Tehát A szimmetrikus.
(⇐) Tegyük fel, hogy A szimmetrikus, azaz A′ = A. Ekkor minden

sajátértéke valós, sajátértékei algebrai multiplicitásának összege tehát
n. Először megmutatjuk, hogy minden sajátérték geometriai multipli-
citása megegyezik algebrai multiplicitásával, tehát a mátrix diagonali-
zálható. Legyen µ egy tetszőleges sajátérték, geometriai multiplicitása
legyen g. Ekkor sajátalteréből kiválaszthatunk egy b1,. . . , bg bázist,
amelyet kiegészítünk a teljes tér b1,. . . , bg,. . . , bn bázisává. Az e vek-
torokból képzett B mátrixra tehát igaz az

AB = B

[
µIg X
O Y

]

összefüggés. Mivel B oszlopai lineárisan függetlenek, ezért B inver-
tálható, és így B−1AB = [ µIg X

O Y
]. Eszerint A ∼ [ µIg X

O Y
], tehát a két
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mátrixnak megegyeznek a sajátértékei. Mivel Y-nak már nem lehet µ

a sajátértéke, és a karakterisztikus polinom

det(A− λI) =

[
(µ− λ)Ig X

O Y− λI

]
= (µ− λ)g det(Y− λI),

ezért µ algebrai multiplicitása is g, amivel bizonyítottuk, hogy A dia-
gonalizálható. Már csak annak bizonyítása maradt, hogy a sajátvekto-
rokból ortonormált bázis is kiválasztható, ez viszont abból következik,
hogy szimmetrikus mátrix sajátalterei merőlegesek egymásra, így ha
minden sajátaltérből kiválasztunk egy ortonormált bázist, akkor azok
egyesítése az egész tér ortonormált bázisa lesz (ld. még erről a 8.27.
tételt és az azt követő második megjegyzést). 2

8.38. példa. Diagonalizáljuk az alábbi mátrixot ortogonálisan!3 1 1
1 3 1
1 1 3

.

Határozzuk meg az áttérés mátrixát a standardról arra a bázisra, melyben e
mátrix diagonális alakot vesz fel!

Megoldás. A karakterisztikus polinom:∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 1

1 3− λ 1
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 9λ2 − 24λ + 20,

melynek gyökei 2, 2 és 5. Tehát a diagonális alak diag(2, 2, 5). Az
áttérés mátrixához szükségünk lesz a sajátvektorokra. λ = 2 esetén:1 1 1

1 1 1
1 1 1

 =⇒

1 1 1
0 0 0
0 0 0

,

az x+ y+ z = 0 egyenletrendszer megoldása pedig (x, y, z) = (−1, 1, 0)s+
(−1, 0, 1)t. Ennek az altérnek egy bázisa tehát a (−1, 1, 0) és a (−1, 0, 1)
vektorokból áll. A λ = 5 esetén:−2 1 1

1 −2 1
1 1 −2

 =⇒

1 −2 1
0 1 −1
0 0 0

,

amely egyenletrendszer megoldása (x, y, z) = (1, 1, 1)t. A két külön-
böző sajátaltérből való vektorok merőlegesek egymásra, de a λ = 2-
höz tartozó sajátaltér két sajátvektora nem alkot ortogonális rendszert,
ezért az általuk kifeszített térben új bázist keresünk, egy ortonormál-
tat. Legyen az a = (−1, 1, 0)/

√
2 vektor az egyik, ekkor

(−1, 0, 1)−
(
(−1, 0, 1) · (−1, 1, 0)√

2

)
(−1, 1, 0)√

2
=

(
−1

2
,−1

2
, 1
)

.
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Ezt normálva kapjuk a b = (− 1√
6

,− 1√
6

,−
√

2√
3
) vektort, végül a λ = 5-

höz tartozó normált vektor c = 1√
3
(1, 1, 1). A standard bázisra való

áttérés mátrixa tehát az [a|b|c] mátrix, azaz
− 1√

2
− 1√

6
1√
3

1√
2
− 1√

6
1√
3

0
√

2√
3

1√
3

.

Ennek inverze lesz a standard bázisról való áttérés mátrixa, mely orto-
gonális mátrixról lévén szó, a transzponáltja, azaz

− 1√
2

1√
2

0

− 1√
6
− 1√

6

√
2√
3

1√
3

1√
3

1√
3

.

2

Spektráltétel önortogonális mátrixokra

Mátrixok unitér diagonalizálása A valós mátrixok ortogonális diagona-
lizálhatóság mintájára a komplex mátrixok unitér diagonalizálhatósá-
ga is alapvető kérdés.

8.39. definíció (Unitér diagonalizálhatóság). Az A mátrix unit-
éren diagonalizálható, ha találunk egy unitér U és egy diagonális Λ mát-
rixot, hogy U∗AU = Λ.

Kvadratikus formák

A csupa másodfokú tagot tartalmazó többváltozós polinomok mátrixok saját-
értékeinek és sajátvektorainak ismeretében egyszerűbb alakra hozhatók, így
könnyebben vizsgálhatók. E témának számtalan lineáris algebrán kívüli ma-
tematikai és matematikán kívüli alkalmazása is van.

Homogén másodfokú polinomok mátrixszorzatos alakja Egy polinom egy
tagja másodfokú, ha abban az ismeretlenek fokszámainak összege 2.
Például az x, y és z változókban másodfokú tagok az alábbiak: 3x2,
axy, 2b3xz, −π2z2. Az olyan többváltozós polinomot, melyben csak
másodfokú tagok vannak, többváltozós homogén másodfokú polinomnak
nevezzük. Például 2x2 + 4xy − y2 egy 2-változós homogén másod-
fokú polinom. Mivel xy = yx, ezért ezt a polinomot ekvivalens mó-
don több más alakba is át lehet írni, például: 2x2 + 3xy + yx − y2,
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2x2 − 5xy + 9yx− y2,. . . , 2x2 + 2xy + 2yx− y2. Az utolsó formula egy
mátrixszorzatos fölírás lehetőségét sejteti:

2x2 + 2xy + 2yx− y2 =
[

x y
] [2 2

2 −1

] [
x
y

]
.

Valóban, általában is igaz, hogy

ax2 + 2bxy + cy2 = ax2 + bxy + byx + cy2 =
[

x y
] [a b

b c

] [
x
y

]
.

Hasonlóképp a háromváltozós homogén másodfokú polinomok is mát-
rixszorzatos alakba írhatók:

ax2 + 2bxy + 2cxz + dy2 + 2eyz + f z2

= ax2 + bxy + cxz + byx + dy2 + eyz + czx + ezy + f z2

=
[

x y z
] a b c

b d e
c e f


x

y
z


8.40. példa (Másodfokú polinom mátrixszorzatos alakja). Írjuk
fel az x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3 − 5x1x2 − 3x2x1 + 5x1x3 − x3x1 kifejezést mátrix-
szorzatos alakban!

Megoldás. A vegyes tagokat először összevonva, majd két egyenlő
együtthatójú részre bontva kapjuk, hogy

x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 − 8x1x2 + 4x1x3

= x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 − 4x1x2 − 4x2x1 + 2x1x3 + 2x3x1

= x2
1 − 4x1x2 + 2x1x3 − 4x2x1 + 2x2

2 + 0x2x3 + 2x3x1 + 0x3x2 + 2x2
3

=
[

x1 x2 x3

]  1 −4 2
−4 2 0
2 0 2


x1

x2

x3

. 2

A fentieket követve az x = (x1, x2, . . . , xn) vektor koordinátáitól füg-
gő homogén másodfokú polinomok mindegyike

x′Ax

alakra hozható, ahol A szimmetrikus mátrix. Ezt nevezzük kvadra-
tikus alaknak, vagy kvadratikus formának. Tipikus alkalmazásokban
a mátrix valós elemű. Ennek megfelelően e szakaszban a továbbiak-
ban kvadratikus formán mindig valós kvadratikus formát értünk, tehát
kvadratikus formának nevezzük azt az

Rn → R; x 7→ x′Ax

függvényt, ahol A szimmetrikus mátrix.
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Főtengelytétel Egy kvadratikus formához tartozó szimmetrikus mátrix
diagonalizálásával a kvadratikus forma is egyszerű alakra hozható.

A spektráltétel szerint minden valós szimmetrikus mátrix ortogo-
nálisan diagonalizálható, azaz létezik egy olyan ortogonális Q mátrix,
és egy diagonális Λ mátrix, melyre Q′AQ = Λ. Tudjuk, hogy az
x 7→ Ax mátrixleképezés mátrixa a Q oszlopvektorai alkotta Q orto-
normált bázisban Λ. Ha egy tetszőleges x vektor alakja e bázisban y,
akkor x = Qy. E helyettesítést elvégezve ugyanennek a függvénynek
a Q bázisban fölírt alakját kapjuk:

x′Ax = (Qy)′A(Qy) = y′Q′AQy = y′Λy.

Eszerint, a kvadratikus forma e bázisban nagyon egyszerűvé válik,
csak négyzetes tagokat tartalmaz: λ1y2

1 + λ2y2
2 + · · ·+ λny2

n, ahol Λ =

diag(λ1, λ2, . . . , λn). Ezzel bizonyítottuk az alábbi tételt:

8.41. tétel (Főtengelytétel). Ha A egy n-edrendű valós szimmetrikus
mátrix, és a Q mátrix ortogonálisan diagonalizálja, azaz Q′AQ = Λ dia-
gonális, akkor az x = Qy helyettesítés az x′Ax kvadratikus formát a y′Λy
kvadratikus formába transzformálja, mely kifejtve csak négyzetes tagokat
tartalmaz, azaz

x′Ax = y′Λy = λ1y2
1 + λ2y2

2 + · · ·+ λny2
n, (8.8)

ahol λ1, λ2,. . . , λn az A mátrix sajátértékei.

I A tétel nevét később fogjuk részletesen megmagyarázni, most csak
annyit, hogy az x′Ax = c egyenletű felületnek a Q bázis vektorai mind
szimmetriatengelyei, melyeket főtengelyeknek is nevezünk.
I Mivel Q ortogonális mátrix, ezért det Q = 1 vagy det Q = −1. Gya-
korlati (például bizonyos 3-dimenziós) alkalmazásokban fontos lehet,
hogy a Q bázis is jobbsodrású legyen, azaz hogy det Q = 1 legyen.
Így a standard bázis beleforgatható az új bázisba. Ez elérhető, ha
det Q = −1 esetén Q bármelyik oszlopát −1-szeresére változtatjuk.
Ez a kvadratikus formán nem változtat, hisz abban csak a sajátértékek
szerepelnek.
I A főtengelytétel alkalmazását egy kvadratikus formán főtengely-transz-
formációnak nevezzük.

8.42. példa (Főtengely-transzformáció). Végezzük el a főtengely-
transzformációt az

f (x, y, z) = x2 + 2y2 + 2z2 − 8xy + 4xz

kvadratikus formán. Keressünk olyan jobbsodrású ortonormált bázist, mely-
ben épp ez a kvadratikus forma alakja. Mi az áttérés mátrixa?
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Megoldás. A kvadratikus forma mátrixszorzat-alakja

[
x y z

]  1 −4 2
−4 2 0

2 0 2


x

y
z

 .

Mátrixának karakterisztikus polinomja −λ3 + 5λ2 + 12λ − 36, ennek
gyökei, azaz a sajátértékek 6, −3, 2, a hozzájuk tartozó sajátvektorok
rendre (2,−2, 1), (−5,−4, 2), (0, 1, 2). Így a keresett kvadratikus forma

[
ξ η ζ

] 6 0 0
0 −3 0
0 0 2


ξ

η

ζ

 = 6ξ2 − 3η2 + 2ζ2.

A sajátvektorokat normálva megkapjuk az ortonormált bázist, mely-
nek vektoraiból képzett determináns∣∣∣∣∣∣∣

2/9 −5/3
√

5 0
−2/9 −4/3

√
5 1/

√
5

1/9 2/3
√

5 2/
√

5

∣∣∣∣∣∣∣ = −1,

tehát egy megfelelő ortonormált bázis: ( 2
9 ,− 2

9 , 1
9 ), (

5
3
√

5
, 4

3
√

5
,− 2

3
√

5
),

(0, 1√
5

, 2√
5
). 2

Kvadratikus formák és mátrixok definitsége A főtengelytétel könnyen át-
tekinthetővé teszi a kvadratikus forma által fölvett értékek lehetséges
előjelét. Ez lehetővé teszi a kvadratikus formák egy fontos osztályozá-
sát.

8.43. definíció (Kvadratikus formák és mátrixok definitsége).
Azt mondjuk, hogy az f (x) = x′Ax kvadratikus forma
a) pozitív definit, ha f (x) > 0,
b) pozitív szemidefinit, ha f (x) ≥ 0,
c) negatív definit, ha f (x) < 0,
d) negatív szemidefinit, ha f (x) ≤ 0
bármely x 6= 0 vektor esetén, és azt mondjuk, hogy f
e) indefinit, ha pozitív és negatív értékeket is fölvesz.
Azt mondjuk, hogy a szimmetrikus A mátrix pozitív/negatív definit/szemi-
definit, illetve indefinit, ha a hozzá tartozó kvadratikus forma az.

I Ha A negatív definit, akkor −A pozitív definit. Hasonló állítás igaz
a szemidefiniségre is.
I Ha A = [a], azaz A 1× 1-es, akkor A pontosan akkor pozitív definit,
ha a > 0.
I .....
I Világos, hogy ha egy kvadratikus formában csak négyzetes tagok
szerepelnek, akkor azonnal leolvasható definitségének típusa. Példá-
ul az f (x, y) = x2 + 2y2, g(x, y) = x2 − 2y2, h(x, y) = −x2 − 2y2,
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k(x, y, z) = x2 + 2y2 formákról látható, hogy f pozitív definit, hisz az
(x, y) 6= (0, 0) esetén értéke mindig pozitív, g indefinit, h negatív de-
finit, és k pozitív szemidefinit, hisz értéke (x, y, z) 6= (0, 0, 0) esetén
is lehet 0 (ha x = y = 0, de z 6= 0). Miután a főtengelytétel szerint
minden kvadratikus forma egyenlő változók négyzeteinek a sajátérté-
kekkel vett lineáris kombinációjával, ezért a definitség típusa pusztán
csak a sajátértékek előjeleinek ismeretében eldönthető.

8.44. példa (Definitség meghatározása a sajátértékekből). Ha-
tározzuk meg az

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 B =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 C =

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2


mátrixok definitségének típusát!

Megoldás. Az A mátrix sajátértékei 1, 1 és 4. Így a főtengely-transz-
formáció után kapott

[
x y z

] 2 1 1
1 2 1
1 1 2


x

y
z

 =
[
ξ η ζ

] 1 0 0
0 1 0
0 0 4


ξ

η

ζ

 = ξ2 + η2 + 4ζ2

alakból látható, hogy e kvadratikus forma minden értéke pozitív, ha a
változók nem mindegyike 0. Tehát e kvadratikus forma pozitív definit.
Hasonlóképp a B sajátértékei −1, −1 és 2, a főtengely-transzformá-
ció után kapott alak −ξ2 − η2 + 4ζ2. E forma negatív értéket vesz fel
például az (1, 0, 0) helyen és pozitívat a (0, 0, 1) helyen, tehát indefinit.
Végül C sajátértékei −3, −3 és 0, így a főtengely-transzformáció után
kapott alak −3ξ2 − 3η2 + 0ζ2 = −3ξ2 − 3η2. Ennek értéke a (0, 0, 1)
helyen 0, és pozitív értéket nem vesz fel, tehát negatív szemidefinit. 2

8.45. tétel (Definitség meghatározása a sajátértékekből). A va-
lós szimmetrikus A mátrix, illetve az x′Ax kvadratikus forma pontosan ak-
kor
a) pozitív definit, ha A minden sajátértéke pozitív;
b) pozitív szemidefinit, ha A minden sajátértéke nemnegatív;
c) negatív definit, ha A minden sajátértéke negatív;
d) negatív szemidefinit, ha A minden sajátértéke nempozitív;
e) indefinit, ha A-nak van pozitív és negatív sajátértéke is.

Kúpszeletek osztályozása

Definitség és sajátértékek

Szélsőérték
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Szélsőérték az egységgömbön



9
Szinguláris érték

A szimmetrikus mátrix ortogonális diagonalizálását fogjuk általánosí-
tani tetszőleges mátrixra, egy helyett két ortonormált bázis megkeresé-
sével. Az egyik bázis a mátrixleképezés értemezési tartományának, a
másik az értékkészletnek lesz bázisa. Ebben az általánosításban a saját-
értékek szerepét a szinguláris értékek veszik át, a spektrálfelbontásét
a szinguláris érték szerinti felbontás (SVD). Az alkalmazások közül
kiemelkednek az információtömörítéssel kapcsolatosak, de az egyen-
letrendszerek megoldásához használt leghatékonyabbak közé tartozó
algoritmusok is ide sorolhatók.

Szinguláris érték, szinguláris vektor, SVD

Azt tudjuk, hogy egy mátrixleképezés kölcsönösen egyértelmű a sortér és az
oszloptér között. Olyan ortonormált bázisát keressük a sortérnek, és az osz-
loptérnek, melyek közt a mátrixleképezés természetes kapcsolatot létesít.

Szinguláris érték és szinguláris vektorok Az, hogy az n × n-es A mát-
rix ortogonálisan diagonalizálható, azt jelenti, hogy létezik egy olyan
{v1, v2 . . . , vn} ortonormált bázis, és léteznek olyan λi (i = 1, 2, . . . , n)
számok, hogy Avi = λivi minden i indexre. Ha a mátrix téglalapalakú,
például m× n-es, azaz az értelmezési tartomány és az értékkészlet kü-
lönböző tér is lehet, akkor mindkettőben választanunk kell egy bázist.
Legyen {v1, v2 . . . , vn} az értelmezési tartomány ONB-a, az értékkész-
leté pedig {u1, u2, . . . , um}. Az analógia Avi = σiui alakú feltételek
kikötését kívánja. Az m > n és m < n esetek nehézségeit leküzden-
dő szorítkozzunk a sortérre, azt ugyanis tudjuk, hogy az A : x 7→ Ax
leképezés kölcsönösen egyértelmű a sortér és az oszloptér között. Így
először csak e két altérben keressünk megfelelő bázist. Közös dimen-
ziójuk a ranggal egyenlő, jelölje ezt r.
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9.1. definíció (Szinguláris érték). Azt mondjuk, hogy a pozitív
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 számok az r-rangú valós vagy komplex A mát-
rix szinguláris értékei, ha van olyan {v1, . . . , vr} ortonormált bázisa a
sortérnek, és {u1, . . . , ur} ortonormált bázisa az oszloptérnek, hogy

Avi = σui, i = 1, . . . , r.

A vi vektorokat bal, az ui vektorokat jobb szinguláris vektoroknak ne-
vezzük.

A szinguláris érték fogalmát Erhard Sch-
midt vezette be 1907-ben, de ő még sa-
játértéknek nevezte. Mai nevét 1937-ben
kapta, mert különösen akkor tűnt hasz-
nos eszköznek – például az egyenlet-
rendszerek megoldásában –, amikor az
együtthatómátrix szinguláris.

I E definíció fontos következménye, hogy mivel |ui| = 1 (i = 1, 2, . . . , r),
ezért |Avi| = σi.
I A szinguláris értékekre adható olyan definíció is, melyben a két
bázis létezése nem szerepel, csak az A mátrix – ezt később megemlítjük
–, de didaktikai okból nem ezt használjuk.
I A szinguláris értékeket úgy is definiálhatjuk, hogy ha k = min(m, n),
akkor a szinguláris értékek száma k, és csak annyit kötünk ki róluk,
hogy nemnegatívak. Látni fogjuk, hogy ha k > r, akkor e definíció
mellett σr+1 = σr+2 = · · · = σk = 0.

9.2. példa (Szinguláris értékek). Igazoljuk, hogy a

{v1, v2} = {(4/5,−3/5), (3/5, 4/5)},
{u1, u2} = {(−5/13, 12/13), (12/13, 5/13)}

ONB-ok választása mellett az

A =

[
−4/13 6
111/13 −4

]

mátrix szinguláris értékei σ1 = 10 és σ2 = 5.

Megoldás. Ez nyilvánvalóan igaz, hisz[
−4/13 6
111/13 −4

] [
4/5

−3/5

]
= 10

[
−5/13

12/13

]
,

[
−4/13 6
111/13 −4

] [
3/5

4/5

]
= 5

[
12/13

5/13

]
,

azaz fennállnak az Av1 = σ1u1 és az Av2 = σ2u2 összefüggések. 2

Egyelőre nem tudjuk sem azt, hogy egy tetszőleges valós vagy komp-
lex mátrixnak vannak-e szinguláris értékei, és ha igen, egyértelműek-e,
azaz például függnek-e a bázis megválasztásától.

Szinguláris felbontás Képezzük a szinguláris értékekből a diagonális

Σ1 = diag(σ1, . . . , σr) =


σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . σr


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mátrixot, valamint a bázisvektorokból az U1 = {u1, . . . , ur} és a V1 =

{v1, . . . , vr} mátrixokat. Ekkor az Avi = σui egyenlőségek az

AV1 = U1Σ1, (9.1)

azaz az

A
[
v1 v2 . . . vr

]
=
[
u1 u2 . . . ur

]


σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . σr

 (9.2)

alakot öltik. Egészítsük ki a {v1, . . . , vr} vektorrendszert a teljes n-
dimenziós tér ONB-ává, és jelöljük a belőlük képzett n× n-es ortogo-
nális mátrixot V-vel, n > r esetén az új vektorokból képzett mátrixot

V2-vel, azaz V2 =
[
vr+1 . . . vn

]
. Mivel V2 oszlopvektorai merő-

legesek a sortérre, ezért a nulltérben vannak, tehát r < i ≤ n esetén
Avi = 0.

Hasonlóképp az előzőkhöz egészítsük ki az {u1, . . . , ur} vektor-
rendszert a teljes m-dimenziós tér ONB-ává, és jelöljük e vektorok-
ból képzett m × m-es mátrixot U-val, és m > r esetén legyen U2 =[

ur+1 . . . um

]
. Végül a Σ1 = diag(σ1, . . . , σr) mátrixot egészítsük

ki egy m× n-es mátrixszá nullblokkok hozzávételével, jelölje e mátri-
xot Σ, tehát Σ = [ Σ1 O

O O ]. Ekkor a (9.2) egyenlőség a következőképp
módosítható:

AV =
[
Av1 . . . Avr | Avr+1 . . . Avn

]
=
[
σ1u1 . . . σrur | 0 . . . 0

]

=
[
u1 . . . ur | ur+1 . . . um

]


σ1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
... . . .

...
0 0 . . . σr 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

... . . .
...

... . . .
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0


= UΣ

A mátrixok méreteit is kiírva Am×nVn×n = Um×mΣm×n, blokkmátrix
alakba átírva

A
[
V1 V2

]
=
[
U1 U2

] [Σ1 O
O O

]
Ha r = n, illetve r = m, akkor V2, illetve U2 üresek, azaz 0 számú
oszlopból állnak, ami értelemszerűen változtat e képleten. Mivel a
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négyzetes V mátrix oszlopvektorai ONB-t alkotnak, ezért valós esetben
V ortogonális, így V−1 = V′, komplex esetben unitér, és V−1 = V∗.
Ezt fölhasználva, az AV = UΣ egyenlőségből kapjuk, hogy A = UΣV′

(A = UΣV∗). Ezt nevezzük a valós (komplex) A mátrix szinguláris
érték szerinti felbontásának, vagy röviden szinguláris felbontásának.

Tekintsük e felbontás blokkmátrixalakját. A műveleteket blokkon-
ként elvégezve, a Σ-ban lévő nullmátrixok miatt a következőt kapjuk:

A =
[
U1 U2

] [Σ1 O
O O

] [
V′1
V′2

]
= U1Σ1V′1.

Az A = U1Σ1V′1 (komplex esetben A = U1Σ1V∗1) felbontást redukált
szinguláris felbontásnak nevezzük. Ha ezt a szorzatot az U1Σ1 oszlop-
vektorokra, és a V′1 sorvektorokra blokkosított alakján végezzük, az
A mátrix egy diadikus felbontását kapjuk, melyet szinguláris érték sze-
rinti diadikus felbontásnak vagy a szinguláris felbontás diadikus alakjának
nevezünk:

A = σ1u1v′1 + σ2u2v′2 + · · ·+ σrurv′r.

(E felbontások mindegyikének komplex alakjában transzponált helyett
adjungált áll.)

9.3. példa (Szinguláris felbontások). Igazoljuk, hogy az 0 −2 2
−2 3 −2

4 −2 0

 =

 1/3 −2/3 −2/3

−2/3 1/3 −2/3

2/3 2/3 −1/3


6 0 0

0 3 0
0 0 0


2/3 −2/3 1/3

2/3 1/3 −2/3

1/3 2/3 2/3


felbontás szinguláris felbontás. Ennek alapján írjuk fel az egyenlőség bal ol-
dalán álló mátrix redukált szinguláris felbontását, és a szinguláris felbontás
diadikus alakját!

Megoldás. Először ellenőriznünk kell, hogy valóban egy A = UΣV′

alakú egyenlőségről van szó, azaz hogy
a) az egyenlőség fennáll,
b) az U és V mátrixok ortogonálisak, Σ diagonális.
Könnyen ellenőrizhető, hogy igen. Ebből már következik, hogy az U
első két oszlopát u1-gyel, illetve u2-vel, a V′ első két sorát v′1-vel, illetve
v′2-vel jelölve fennállnak az Av1 = 6u1 és az Av2 = 3u2 egyenlőségek.
Mivel Σ-ról látható, hogy r(A) = 2, ezért U első 2 oszlopát, V′ első 2
sorát, Σ bal felső 2× 2-es blokkját megtartva a redukált alakot kapjuk: 0 −2 2

−2 3 −2
4 −2 0

 =

 1/3 −2/3

−2/3 1/3

2/3 2/3

 [6 0
0 3

] [
2/3 −2/3 1/3

2/3 1/3 −2/3

]
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Végül ennek alapján a szinguláris érték szerinti diadikus felbontás: 0 −2 2
−2 3 −2

4 −2 0

 = 6

 1
3
− 2

3
2
3

 [ 2
3 − 2

3
1
3

]
+ 3

− 2
3
1
3
2
3

 [ 2
3

1
3 − 2

3

]

=

 4/3 −4/3 2/3

−8/3 8/3 −4/3

8/3 −8/3 4/3

+

−4/3 −2/3 4/3

2/3 1/3 −2/3

4/3 2/3 −4/3


Egy 2-rangú mátrix két 1-rangú összegére való bontása többféleképp
is lehetséges. E felbontás tulajdonságaira hamarosan visszatérünk. 2

A szinguláris értékek és a szinguláris felbontás meghatározása Kérdés, ho-
gyan számolható ki a szinguláris felbontás? Egy egyszerű ötlettel
visszavezethető egy sajátértékszámítási feladatra. Tekintsük az A′A
(komplex esetben az A∗A) mátrixot! Mivel U′U = I és Σ′Σ = Σ2, ezért

A′A = (UΣV′)′UΣV′ = VΣ′U′UΣV′ = VΣ2V′.

Ez épp A′A spektrálfelbontása, hisz V ortogonális (komplex esetben
unitér), és Σ2 diagonális. Mivel Σ′Σ = Σ2 = diag(σ2

1 , σ2
2 , . . . , σ2

r , 0, . . . , 0),
ezért A′A sajátértékei épp a szinguláris értékek négyzetei.

9.4. példa (Szinguláris értékek meghatározása). Számítsuk ki az

A =

 0 −2 2
−2 3 −2

4 −2 0


mátrix szinguláris értékeit, és írjuk fel szinguláris felbontását!

Megoldás. A szinguláris értékek megegyeznek A′A nemnulla saját-
értékeinek gyökeivel.

A′A =

 20 −14 4
−14 17 −10

4 −10 8


Ennek karakterisztikus polinomja x3 − 45x2 + 324x, melynek gyökei
36, 9 és 0. Tehát a szinguláris értékek 6 és 3. Az A′A mátrix egységnyi
sajátvektorai:

λ1 = 36 v1 = (2/3,−2/3, 1/3)

λ2 = 9 v2 = (2/3, 1/3,−2/3)

λ3 = 0 v3 = (1/3, 2/3, 2/3).
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Mivel Avi = σiui, ezért ui = Avi/σi. Így kiszámolható u1 és u2 is:

u1 =
Av1

σ1
=

(2,−4, 4)
6

=

(
1
3

,−2
3

,
2
3

)
u2 =

Av2

σ2
=

(−2, 1, 2)
3

=

(
−2

3
,

1
3

,
2
3

)
A harmadik vektor ilyen módon nem számolható ki, mivel Av3 = 0,
így az {u1, u2} rendszert nekünk kell kiegészítenünk R3 bázisává. Ezt
több módon is megtehetjük. Mivel {u1, u2} az oszloptér bázisa, ezért a
merőleges kiegészítő altér – vagyis A′ nullterének – bázisát keressük.
E példában legegyszerűbb megoldás vektori szorzással számolni: u3 =

u1 × u2 = (−2/3,−2/3,−1/3). A szinguláris és a redukált szinguláris
felbontás tehát:

A =
1
3

 1 −2 −2
−2 1 −2

2 2 −1


6 0 0

0 3 0
0 0 0

 1
3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

 ,

A =
1
3

 1 −2
−2 1

2 2

 [6 0
0 3

]
1
3

[
2 −2 1
2 1 −2

]

A felírásban az U és V mátrixból is kiemeltünk 1
3 -ot, de ez is a mátrix-

hoz tartozik – egyébként nem lenne ortogonális. 2

Az U mátrix meghatározására egy további módszer is adódik. Az
A′A helyett vizsgáljuk meg az AA′ mátrixot.

AA′ = UΣV′(UΣV′)′ = UΣV′VΣ′U′ = UΣ2U′.

Eszerint a szinguláris értékek az AA′ mátrixból is meghatározhatók.
Ennek sajátvektorai az U mátrix első r oszlopát adják. Mivel az A′A
mátrix σ2

i értékhez tartozó sajátvektora vi, ezért A′Avi = σ2
i vi, más-

részt Avi = σiui, így e két összefüggést összevetve kapjuk, hogy A′Avi =

A′(σiui) = σ2
i vi, azaz

A′ui = σivi, azaz vi =
A′ui

σi
.

Érdemes lehet az AA′ pozitív sajátértékekhez tartozó sajátvektorait ke-
resni, ha m < n, mert ekkor csak m-dimenziós vektorokkal kell számol-
ni (ld. a 9.2. feladatot).

9.5. példa (Szinguláris felbontás). Számítsuk ki az

A =

0 1
1 1
1 0


mátrix szinguláris érték szerinti felbontását!
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Megoldás. A′A = [ 2 1
1 2 ], melynek karakterisztikus polinomja λ2 −

4λ + 3 = (λ− 3)(λ− 1). Az A′A sajátértékei 3 és 1, tehát A szingulá-
ris értékei

√
3 és 1. A hozzájuk tartozó egységnyi hosszú sajátvektorok

v1 = (1/
√

2, 1/
√

2), v2 = (−1/
√

2, 1/
√

2). Így

V =

[
1/
√

2 −1/
√

2

1/
√

2 1/
√

2

]
, Σ =


√

3 0
0 1
0 0

 .

Az ui = Avi/σi összefüggés alapján u1 = 1√
6
(1, 2, 1), u2 = 1√

2
(1, 0,−1).

Az előző példához hasonlóan u3 kiszámítható az u3 = u1 × u2 képlet-
tel is, de most inkább számoljunk úgy, hogy keressük A′ nullterének
bázisát. A nulltér meghatározásához meg kell oldani a A′ = [ 0 1 1

1 1 0 ]

együtthatómátrixú homogén lineáris egyenletrendszert. Innen is az
adódik, hogy u3 = 1√

3
(1,−1, 1). Itt választhatjuk e vektor ellentettjét

is, mert Au3 = 0, vagyis az előjelnek itt nincs szerepe. Így

U =

1/
√

6 1/
√

2 −1/
√

3

2/
√

6 0 1/
√

3

1/
√

6 −1/
√

2 −1/
√

3

 .

Tehát a szinguláris felbontás1/
√

6 1/
√

2 −1/
√

3

2/
√

6 0 1/
√

3

1/
√

6 −1/
√

2 −1/
√

3



√

3 0
0 1
0 0

 [ 1/
√

2 1/
√

2

−1/
√

2 1/
√

2

]
.

2

Szinguláris érték szerinti felbontás létezése Kérdés még, hogy bármely
valós vagy komplex mátrixnak léteznek-e szinguláris értékei, azok
egyértelműek-e, és ha igen, a szinguláris felbontás egyértelmű-e.

9.6. tétel (A szinguláris értékek létezése és egyértelműsége).
Minden r-rangú valós vagy komplex A mátrixnak létezik r szinguláris ér-
téke. Ezek valós esetben megegyeznek az A′A, illetve az AA′ (komplex
esetben az A∗A, illetve az AA∗) pozitív sajátértékeinek négyzetgyökével. A
szinguláris értékek monoton csökkenő sorozata egyértelmű.

Bizonyítás. A bizonyítást valós esetre írjuk le, komplexre lényegé-
ben azonos. Az A′A mátrix szimmetrikus (A∗A önadjungált), mert
(A′A)′ = A′(A′)′ = A′A. Ennek következtében minden sajátértéke
valós, és ortogonálisan diagonalizálható. Másrészt minden sajátértéke
nemnegatív, ugyanis

|Ax|2 = (Ax)′(Ax) = x′A′Ax = x′(A′Ax) = x′(λx) = λ|x|2.

(Másként fogalmazva A′A pozitív szemidefinit.) A 0-tól különböző
sajátértékek száma megegyezik A′A rangjával, hisz az megegyezik di-
agonális alakja nemnulla elemeinek számával. Másrészt ???? szerint
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r(A′A) = r(A) = r. Tehát, ha nagyság szerinti sorba rendezzük a
sajátértékeket (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn), akkor λi > 0, ha 1 ≤ i ≤ r, és
λi = 0, ha r < i ≤ n. Eszerint σi =

√
λi > 0, ha 1 ≤ i ≤ r. Végül, mi-

vel A′A sajátértékei egyértelműek, ezért A szinguláris értékei is. Azt,
hogy A′A és AA′ 0-tól különböző sajátértékei megegyeznek, korábban
beláttuk. 2

Szinguláris felbontás geometriai interpretációja A szinguláris felbontás
segítségével jól szemléltethető, hogy egy lineáris leképezés hatására
mi a képe egy egységgömbnek.

Először szemléltessük egy 2 × 2-es, valós, 2-rangú mátrix szingu-
láris felbontását, tényezőinek hatását ábrázolva. Mivel a felbontás
A = UΣV′, először V′ hat a sík vektoraira. V′ ortogonális, tehát vagy
egy forgatás, vagy egy tükrözés. Mivel V oszlopai épp a vi vektorok,
ezért V′vi = ei. Ezután a Σ a két tengely irányában nyújt/összenyom:
Σei = σiei. Végül U ismét egy forgatás vagy tükrözés: Uσei = σUei =

σui.

v1

v2
e1

e2

σ1e1

σ2e1

σ1u1

σ2u2

V′ Σ U 9.1. ábra: Az egységkör képe. Legyen A
egy 2 × 2-es, valós, 2-rangú mátrix. A
vi 7→ Avi = σiui leképezés hatása az
egységkörön lépésenként jól szemléltet-
hető: V′vi = ei , Σei = σiei , Uσei =
σUei = σui , azaz V′ a {vi} bázist a
standardba viszi ortogonális leképezés-
sel, ott Σ tengelyirányban nyújtja/össze-
nyomja, végül az ortogonális U hat rá.

Ezután szemléltessük egy 2 × 3-as, valós, 2-rangú mátrix szingu-
láris felbontását. Először V′ hat a tér vektoraira. V′ ortogonális, és
a {v1, v2, v3} ortonormált bázist a standard bázisba viszi: V′vi = ei

(i = 1, 2, 3). Ezután a Σ a két első tengely irányában nyújt/összenyom:
Σei = σiei (i = 1, 2), azonban a harmadik tengely irányával párhuza-
mosan vetít: Σe3 = 0. A kép itt nem egy ellipszisvonal, hanem a teljes
általa határolt tartomány. Végül az ortogonális U ezt elforgatja vagy
tükrözi egy egyenesre.

v1

v2

v3

e1

e2

e3

σ1e1

σ2e1

σ1u1

σ2u2

V′ Σ U 9.2. ábra: Az egységgömb képe. Le-
gyen A egy 2× 3-as, valós, 2-rangú mát-
rix. A vi 7→ Avi = σiui leképezés ha-
tása az egységgömb felületén: V′vi =
ei (i = 1, 2, 3), Σei = σiei (i = 1, 2),
Uσei = σUei = σui , azaz V′ a {vi}
bázist a standardba viszi, ott Σ az első
két tengelyirányban nyújtja/összenyom-
ja, de a harmadik tengelyirányban vetít,
így a gömbfelület képe egy ellipszistar-
tomány, amire végül U hat.
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9.7. tétel (Egységgömb képe). Legyen A egy r-rangú, m× n-es valós
mátrix. Az x 7→ Ax leképezés Rn egységgömbjének felületét, azaz az e′e =

1 egyenletet kielégítő pontokat az Rm egy r-dimenziós altere
a) egy ellipszoidjának felületére képzi, ha r = n, és
b) egy ellipszoidja által határolt tartományára képzi, ha r < n.

Bizonyítás. Tekintsük A szinguláris felbontásának diadikus alakját:

A = σ1u1v′1 + σ2u2v′2 + · · ·+ σrurv′r.

Ha e ∈ Rn egy egységvektor, akkor V′e is egységvektor, azaz (v′1e)2 +

(v′2e)2 + · · ·+ (v′ne)2 = 1, hisz V ortogonális mátrix. Így a fenti diadi-
kus alakot használva

Ae = σ1u1v′1e + σ2u2v′2e + · · ·+ σrurv′re

= (σ1v′1e)u1 + (σ2v′2e)u2 + · · ·+ (σrv′re)ur

= x1u1 + x2u2 + · · ·+ xrur,

ahol xi = σiv′ie (i = 1, 2, . . . , r). Az xi = 0, ha i = r + 1, . . . , m és
x = (x1, x2, . . . , xm) értékadással kapjuk, hogy Ae = Ux. Így U or-
togonalitása miatt |Ae| = |Ux| = |x|. Ennek alapján fölírható az az
egyenlet, melyet Ae pontjai kielégítenek, mivel(

x1

σ1

)
+

(
x2

σ2

)
+ · · ·+

(
xr

σr

)
= (v′1e)2 + (v′2e)2 + · · ·+ (v′re)2

≤ (v′1e)2 + (v′2e)2 + · · ·+ (v′ne)2 = 1.

Eszerint az egyenlet(
x1

σ1

)
+

(
x2

σ2

)
+ · · ·+

(
xr

σr

)
= 1, ha r = n,(

x1

σ1

)
+

(
x2

σ2

)
+ · · ·+

(
xr

σr

)
≤ 1, ha r < n, 2

Polárfelbontás A komplex számok exponenciális alakja – azaz az reiϕ

alak – egy nemnegatív nyújtási tényező (r) és egy egységnyi abszo-
lút értékű komplex szám (eiϕ, ami a komplex síkon ϕ-vel való forga-
tás) szorzata. A komplex síkon e szám polárkoordinátás alakja (r, ϕ).
Az analóg mátrixfelbontás több mérnöki alkalmazásban, pl. az anyag-
transzformációk leírásánál használható.

Polárfelbontáson egy négyzetes mátrixnak egy pozitív szemidefinit és
egy ortogonális mátrix szorzatára való felbontását értjük.

9.8. tétel (Polárfelbontás). Bármely komplex (valós) négyzetes A
mátrix előáll

A = PQ
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alakban, ahol P pozitív szemidefinit önadjungált (szimmetrikus) mátrix, Q
pedig unitér (ortogonális). Ha A invertálható, akkor P pozitív definit, és a
felbontás egyértelmű.

Bizonyítás. A felbontás az A szinguláris felbontásából megkapható:

A = UΣV∗ = UΣU∗UV∗ = (UΣU∗)(UV∗),

ahonnan P = UΣU∗, Q = UV∗. A P pozitív szemidefinit, hisz hasonló
a pozitív szemidefinit Σ mátrixhoz. Amennyiben A invertálható, akkor
Σ pozitív definit. P önadjungált, hisz (UΣU∗)∗ = UΣ∗U∗ = UΣU∗. Q
unitér (ortogonális), hisz két unitér (ortogonális) mátrix szorzata. A P
egyértelmű nem csak a szemidefinit esetben, ugyanis

AA∗ = PQQ∗P∗ = PP∗ = P2, 2

azaz P =
√

AA∗, és pozitív szemidefinit önadjungált mátrix négy-
zetgyöke egyértelmű. Ha P pozitív definit, akkor invertálható, így
Q = P−1A is egyértelmű. 2

I A polárfelbontás nem csak analóg a komplex számok exponenciális
alakjával, de determinánsa is épp ezt az alakot adja: ha det P = r,
det Q = eiϕ (hisz Q unitér, így determinánsának abszolút értéke 1),
akkor det A = reiϕ.
I Hasonló állítás mondható fordított sorrenddel is, ráadásul azonos
unitér (ortogonális) mátrixszal, azaz létezik olyan pozitív szemidefinit
önadjungált P̂ mátrix, hogy A = QP̂.
I Valós térben a polárfelbontás geometriai jelentése az, hogy minden
mátrixleképezés két olyan leképezés egymás utánjaként áll elő, ame-
lyekből az egyik forgatja vagy forgatva tükrözi a teret (Q), a másik
pedig egy ortonormált bázis tengelyei mentén nyújtja/összenyomja a
teret minden tengelyirányban egy-egy nemnegatív tényező szerint.

9.9. példa (Polárfelbontás kiszámítása). Számítsuk ki a 9.4. példá-
ban is szereplő

A =

 0 −2 2
−2 3 −2

4 −2 0


mátrix polárfelbontását!

Megoldás. A 9.4. példában megadtuk a valós A mátrix szinguláris
felbontását. Így a P = UΣU′, Q = UV′ képletekbe való helyettesítés
megadja a választ:

A =

 2 −2 0
−2 3 −2

0 −2 4


−4/9 −8/9 1/9

−4/9 1/9 −8/9

7/9 −4/9 −4/9

.

2
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Pszeudoinverz A szinguláris felbontás egy új lehetőséget ad a pszeu-
doinverz kiszámítására, sőt akár a komplexek fölött való definiálására
is.

A 7.54. e) pontjának azonnali következménye, hogy ha Σ az A mát-
rix diagonális alakja a szinguláris felbontásában, akkor Σ+ főátlójának
i-edik eleme 1/σi (i = 1, 2, . . . , r), minden más elem 0.

9.10. tétel (A pszeudoinverz kiszámítása). Legyen A egy valós mát-
rix és legyen a redukált szinguláris felbontása A = U1Σ1V′1, a szinguláris
felbontása A = UΣV′. Ekkor

A+ = V1Σ−1
1 U′1 = VΣ+U′.

Bizonyítás. Az A = U1(Σ1V′1) felbontásban U1 teljes oszloprangú,
Σ1V′1 teljes sorrangú, így alkalmazható A-ra a (7.15) képlet. Eszerint

A+ = (Σ1V′1)
′ (Σ1V′1(Σ1V′1)

′)−1 (U′1U1
)−1 U′1 = V1Σ1Σ−2U′1

= V1Σ−1
1 U′1.

Ebből következik a másik egyenlőség is, mivel

VΣ+U′ =
[
V1 V2

] [Σ−1
1 O
O O

] [
U′1
U′2

]
= V1Σ−1

1 U′1. 2

I A pszeudoinverzet valós mátrixokra definiáltuk, e tétel képleteivel
komplexekre is természetes módon kiterjeszthető. Ha A = UΣV∗ =

U1Σ1V∗1 az A szinguláris és redukált szinguláris felbontása, akkor le-
gyen A+ = VΣ+U∗ = V1Σ−1

1 U∗1 .

9.11. példa (A pszeudoinverz kiszámítása SVD-ből). Számítsuk ki
a 9.5. példában is szereplő

A =

0 1
1 1
1 0


mátrix pszeudoinverzét!

Megoldás. Ha ismerjük egy mátrix szinguláris felbontását, akkor an-
nak felhasználásával csak képletbehelyettesítés dolga a pszeudoinverz
kiszámítása. Persze, akkor már a redukált alakot is ismerjük, így feles-
leges a teljes szinguláris alakot használni, a redukált alak használatá-
nak kevesebb a számításigénye. A 9.5. példában meghatároztuk az A
mátrix szinguláris alakját. Abból a redukált alak

A =

1/
√

6 1/
√

2

2/
√

6 0
1/
√

6 −1/
√

2

 [√3 0
0 1

] [
1/
√

2 1/
√

2

−1/
√

2 1/
√

2

]
,
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amiből a pszeudoinverz

A+ =

[
1/
√

2 −1/
√

2

1/
√

2 1/
√

2

] [
1/
√

3 0
0 1

] [
1/
√

6 2/
√

6 1/
√

6

1/
√

2 0 −1/
√

2

]

=

[
−1/3 1/3 2/3

2/3 1/3 −1/3

]
2

Információtömörítés
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Feladatok

9.1. Szinguláris felbontások Az A = [ 1 1 0
1 1 0 ] mátrixnak

egyetlen szinguláris értéke van, σ1 = 2. Igazoljuk, hogy az[
1 1 0
1 1 0

]
=

[
1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

] [
2 0 0
0 0 0

]  1/
√

2 1/
√

2 0
−1/

√
2 1/

√
2 0

0 0 1


[

1 1 0
1 1 0

]
=

[
1/
√

2
1/
√

2

]
[2]
[

1/
√

2 1/
√

2 0
]

felbontások az A mátrix szinguláris és redukált szinguláris
felbontásai. (Segítségül a szinguláris felbontásban a blokk-
struktúrát is jelöltük.)

9.2. Számítsuk ki a

B =

[
1 0 1
1 1 0

]

mátrix szinguláris érték szerinti felbontását!
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Vektor- és mátrixnorma

A vektorokhoz hasonlóan a mátrixok bizonyos tulajdonságainak – például so-
rozataik konvergenciájának – vizsgálatában is hasznosak az olyan mennyi-
ségek, melyek a köztük lévő különbségeket a távolságra emlékeztető módon
mérik. Ehhez az abszolút érték fogalmának általánosításán keresztül vezet út.
A mátrixnormák intim kapcsolatban vannak a szinguláris értékekkel.

Vektornorma

Vektor abszolút értéke – az euklideszi norma A 2- és 3-dimenziós vekto-
rok abszolút értékét a ??. fejezetben definiáltuk, majd az n-dimenziós
terekre is kiterjesztettük. Ennek segítségével két vektor távolságát is
definiálni tudtuk. A következőkben olyan – az alkalmazásokban is
fontos – függvényeket definiálunk, amelyek az abszolút érték „origótól
való távolság” tulajdonságát általánosítják. E függvényeket normának
nevezzük. Mindenekelőtt ilyen nevet adunk a vektor abszolút érté-
kének is, és egyúttal valós vektorokról komplexekre is kiterjesztjük a
definíciót.

9.12. definíció (Euklideszi norma). Az x vektor euklideszi normája
vagy más néven abszolút értéke

‖x‖2 =

√
n

∑
i=1

x2
i =
√

x′x, ha x ∈ Rn, (9.3)

‖x‖2 =

√
n

∑
i=1
|xi|2 =

√
x∗x, ha x ∈ Cn. (9.4)

Például az x = (1 + i, 1− 2i, 3) vektor euklideszi normája

‖x‖2 =
√
(1 + i)(1− i) + (1− 2i)(1 + 2i) + 32 =

√
2 + 5 + 9 = 4.

I Vektor euklideszi normájára az |.|, ‖.‖ és a ‖.‖2 jelölések egyaránt
használatosak.
I A komplex vektorokra adott definíciónak a valós speciális esete, így
akár ez az egy is megfelelne. Sőt, így a definíció C tetszőleges részteste
fölötti vektorokra is érvényes.
I Ha x egy tetszőleges nemzérus vektor, akkor x/ ‖x‖2 egységvektor.
Egy vektorból az azonos irányú egységvektor ilyen módon való képzé-
sét normálásnak nevezzük, és azt mondjuk, hogy az x vektort normáljuk.

A p-norma Ha egy négyzethálós utcaszerkezetű város egy keresztező-
désében állunk (legyen ez az origó), akkor egy x háznyival keletre és y
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háznyival északra fekvő ponthoz vezető legrövidebb út hossza gyalog
vagy taxival x + y. Általában e „mérték” szerint az origóból az (x, y)
koordinátájú kereszteződéshez vezető legrövidebb út hossza |x|+ |y|.
Mivel itt csak a koordinátarendszer rácsvonalain haladhatunk, szokás
e normát rácsnormának nevezni. Az angolszász tankönyvek a rácsnormá-

ra gyakran a Manhattan norm vagy a ta-
xicab norm kifejezést használják.

Egy másik normához jutunk a következő számítógépes képmérete-
ző feladattal. Ki van jelölve egy kép közepe. Egy (x, y) képpont tőle
való távolsága legyen az a legkisebb c szám, hogy e pont a (−c,−c) és
(c, c) pontok által meghatározott négyzetbe még épp beleférjen. Vilá-
gos, hogy c = max{|x|, |y|}. E normát maximum normának is nevezik.

Az euklideszi norma, a rácsnorma és a maximum norma is szár-
maztatható a következő általánosabb normából:

9.13. definíció (p-norma). A p ≥ 1 valósra az x ∈ Cn vektor p-
normája ‖x‖p = (∑n

i=1 |xi|p)1/p, míg ennek határértéke a ∞-norma, azaz
‖x‖∞ = limp→∞ ‖x‖p.

Például ‖(3, 4, 5)‖3 = 3
√

27 + 64 + 125 = 6, ‖(1 + i, i, 0)‖1 = 1 +
√

2.

I Világos, hogy a 2-norma megegyezik az euklideszi-normával, az
1-norma a rácsnormával.
I A maximum norma megegyezik a ∞-normával, azaz

‖x‖∞ = lim
p→∞
‖x‖p = lim

p→∞

(
n

∑
i=1
|xi|p

)1/p

= max
i
|xi|.

Ennek bizonyításához jelöljük a legnagyobb abszolút értékű koordiná-
tát xmax-szal. Ekkor minden xi koordinátára |xi|/|xmax| ≤ 1, és így

1 ≤
n

∑
i=1
|xi/xmax|p ≤ n.

Mindegyik kifejezést 1/p-edik hatványra emelve, majd |xmax|-szal be-
szorozva kapjuk, hogy

|xmax| ≤ |xmax|
(

n

∑
i=1

∣∣∣∣ xi
xmax

∣∣∣∣p
)1/p

≤ |xmax|n1/p,

és n1/p → 1, ha p→ ∞, ami bizonyítja az állítást.
I Érdekes megtekinteni az origótól valamely normában egységnyi tá-
volságra lévő pontok halmazát, vagyis az egységgömböt. A 9.3 ábra
az 1-, 3

2 -, 2-, 3- és ∞-normához tartozó egységköröket (2-dimenziós
egységgömböket) mutatja.

p = 1

p = 3
2

p = 2

p = 3

p = ∞

9.3. ábra: Az 1-normájú pontok mértani
helye, azaz az egységkörök p = 1, p =
3/2, p = 2, p = 3 és p = ∞ esetén.

A norma általános fogalma Az előzőekben az abszolút értékhez – vagy-
is az origótól való távolsághoz – kerestünk hasonló függvényt. Kérdés
azonban, hogy milyen tulajdonságok fontosak számunkra, melyeket
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meg akarunk őrizni. Az abszolút értékkel definiált távolság használa-
takor a következő tulajdonságok tűnnek fontosnak:

(a) |x| ≥ 0, azaz vektor abszolút értéke nem negatív.
(b) |x| = 0 pontosan akkor áll fenn, ha x = 0. Ennek fontos tartal-

ma, hogy a d(x, y) = |x − y| képlettel definiált távolságfüggvény
szeparálja a pontokat, azaz két különböző pont távolsága sosem 0.

(c) |cx| = |c||x|, ami a lineáris leképezéseknél megismert homogenitás-
ra emlékeztető tulajdonság: szokás pozitív homogenitásnak nevezni.

(d) |x + y| ≤ |x|+ |y|, amit háromszögegyenlőtlenség néven ismerünk.
E tulajdonságok a következő definícióhoz vezetnek:

9.14. definíció (Norma). Egy f : Rn → R, vagy f : Cn → R függ-
vényt normának nevezünk, ha fennállnak a következők:
1. f (x) ≥ 0 minden x vektorra, és f (x) = 0 pontosan akkor áll fenn, ha

x = 0,
2. f (cx) = |c| f (x) minden x vektorra,
3. f (x + y) ≤ f (x) + f (y).
Az f (x) értéket x normájának nevezzük.

I A normát általában az abszolút értékre emlékeztető ‖ ‖ zárójellel
jelöljük, azaz x normáját ‖x‖ jelöli. E jelöléssel tehát a norma egy
‖.‖ : Rn → R, vagy ‖.‖ : Cn → R függvény.
I ‖x‖ = ‖ − x‖ bármely ‖.‖ normára igaz, hisz ‖ − x‖ = | − 1| ‖x‖ =
‖x‖.
I Igen hasznos a háromszögegyenlőtlenség különbségre fölírt követ-
kező alakja:

‖z− x‖ ≥ |‖z‖ − ‖x‖| (9.5)

Ez a következőképp igazolható: legyen z = x + y, ekkor a háromszög-
egyenlőtlenségből kapjuk, hogy ‖z− x‖ ≥ ‖z‖ − ‖x‖, de x és z sze-
repét fölcserélve ‖x− z‖ ≥ ‖x‖ − ‖z‖ is igaz, így ‖z− x‖ = ‖x− z‖
igazolja az egyenlőtlenséget.
I Axiomatikus felépítésben kevesebb is megkövetelhető a norma de-
finíciójában, nevezetesen az első pont két feltétele helyett elég egy is,
azaz elég a következő:
1’ ha f (x) = 0, akkor x = 0,
2’ f (cx) = |c| f (x) minden x vektorra,
3’ f (x + y) ≤ f (x) + f (y).
A definíció utolsó két tulajdonságából adódik, hogy bármely x vektor-
ra f (x) ≥ 0, és f (0) = 0, így 1.–3. ekvivalens 1’–3’-vel (ld. a 9.4. fel-
adat).

p = 1

p = 2

p = ∞

9.4. ábra: Az 1-normájú pontok mérta-
ni helye a térben, azaz az egységgömbök
p = 1, p = 2 és p = ∞ esetén.

I A p-norma minden 1 ≤ p ≤ ∞ esetben norma. Ennek bizonyítása
meglehetősen technikai jellegű, ezért csak a feladatok közt közöljük
(ld. 9.13.). A bizonyítás két nevezetes egyenlőtlenségre – a Hölder- és
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a Minkowski-egyenlőtlenségre – épül, melyeket ugyancsak feladatként
tűzünk ki (ld. 9.11., 9.12.). Valójában a Minkowski-egyenlőtlenség maga
a háromszögegyenlőtlenség:

‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p . (9.6)

A Hölder-egyenlőtlenség a CBS-egyenlőtlenség általánosítása:

|x∗y| ≤ ‖x‖p ‖y‖q , ahol
1
p
+

1
q
= 1. (9.7)

I A legfontosabb esetekben, vagyis a p = 1, p = 2 és p = ∞ eset-
ben annak bizonyítása, hogy a p-norma norma, eddigi ismereteinket
felhasználva egyszerű, ezért annak meggondolását minden olvasónak
ajánljuk (ld. 9.5., 9.6. feladatok).
I Normából további normák származtathatóak. Ha x 7→ ‖x‖ egy
norma, és A egy egy-egy értelmű lineáris leképezés, akkor az x 7→
‖Ax‖ leképezés is norma (9.9. feladat), továbbá norma az

x 7→ sup
y 6=0

x · y
‖y‖

függvény is (ld. 9.10.).
I Azonnal látszik, hogy

max
i
{|xi|} ≤

√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2 ≤ |x1|+ · · ·+ |xn|

azaz

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 . (9.8)

Másrészt az is könnyen igazolható (ld. 9.7., hogy

‖x‖1 ≤
√

n ‖x‖2 , ‖x‖2 ≤
√

n ‖x‖∞ és ‖x‖1 ≤ n ‖x‖∞ . (9.9)

Ezek az egyenlőtlenségek vezetnek a normák ekvivalenciájának fogal-
mához, ami a következő paragrafus témája.
I Minden norma folytonos függvény. Ez például a a (9.5) egyenlőt-
lenségnek és a (9.9) első becslésének következménye (ld. 9.8. feladat).

Vektornormák ekvivalenciája A (9.8) és a (9.9) egyenlőtlenségek szerint

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 és ‖x‖1 ≤ n ‖x‖∞ ,

vagyis mindkét normának felső korlátját adja a másik egy megfelelő
konstansszorosa. Ez azt jelenti, hogy például a konvergenciakérdések
eldöntésében e két norma egyformán viselkedik, vagyis egy vektorso-
rozat pontosan akkor konvergens az egyik szerint, ha a másik szerint
is.
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9.15. definíció (Normák ekvivalenciája).Azt mondjuk, hogy az ‖.‖a
és ‖.‖b normák ekvivalensek, ha van olyan c és d pozitív valós, hogy ‖.‖a ≤
c ‖.‖b és ‖.‖b ≤ d ‖.‖a.

A (9.8) és a (9.9) egyenlőtlenségek azt mutatják, hogy az 1-, 2- és
∞-normák mind ekvivalensek.

9.16. tétel (Minden norma ekvivalens).Legyen K = C vagy R. A
Kn téren értelmezett bármely két norma ekvivalens.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy tetszőleges Kn-en értelmezett ‖.‖ nor-
ma ekvivalens az 1-normával. Ebből azonnal következik, hogy bár-
mely két norma ekvivalens egymással.

A háromszögegyenlőtlenséget alkalmazva az x = x1e1 + . . . + xnen

felbontásra kapjuk, hogy

‖x‖ ≤
n

∑
i=1
|xi| ‖ei‖ ≤ c

n

∑
i=1
|xi| = c ‖x‖1 ,

ahol {e1, . . . , en} a standrad bázis, és c = maxi ‖ei‖. Ezzel bizonyítot-
tuk, hogy ‖x‖ ≤ c ‖x‖1.

Az ‖x‖1 ≤ d ‖x‖ egyenlőtlenség bizonyításához meg kell mutat-
nunk, hogy ‖x‖1 / ‖x‖ felülről korlátos a nemnulla vektorok halma-
zán. Indirekt módon tegyük fel, hogy van olyan {xk} sorozat, hogy
‖xk‖1 / ‖xk‖ → ∞, ha k → ∞. Ekkor ‖xk‖ / ‖xk‖1 → 0, azaz az
yk = xk/ ‖xk‖1 olyan sorozat, hogy ‖yk‖ → 0, és ‖yk‖1 = 1. Mi-
vel az 1-normájú egységgömb korlátos, ezért feltételezhető, hogy az
yk sorozat konvergens (egyébként vegyük egy konvergens részsoroza-
tát), melynek y-nal jelölt határértéke is az egységgömbön van, azaz
‖y‖1 = 1, így y 6= 0. Másrész ‖.‖ folytonos, így ‖yk‖ → ‖y‖, tehát
‖y‖ = 0, ami ellentmondás. 2

I Fölvetődik a kérdés, hogy ha az összes norma ekvivalens, akkor mi
értelme bevezetni normák ekvivalenciájának fogalmát! A válasz az,
hogy az ekvivalenciát csak véges dimenziós terekre bizonyítottuk, és
valóban, végtelen dimenziós terekben nem teljesül. Az viszont fontos
következmény, hogy véges dimenziós terekben vektorok konvergen-
ciakérdéseinek eldöntéséhez mindig olyan normát választhatunk, ami
a legkényelmesebben használható, hisz az eredmény a normaválasz-
tástól független.

Mátrixnorma

Vektornormák mátrixokon Egy m × n-es mátrix tekinthető egy mn-di-
menziós vektornak is, így a vektorokra definiált normák mátrixokra is
alkalmazhatók. Ezek között legfontosabb a 2-norma mátrixokra való
kiterjesztése, mely több ekvivalens alakban is felírható.
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9.17. definíció (Frobenius-norma). Az A ∈ Cm×n mátrix
Frobenius-normája

‖A‖F =

√√√√ m

∑
i=1

n

∑
j=1
|aij|2 =

√√√√ m

∑
i=1
‖Ai∗‖2

2 =

√√√√ n

∑
j=1

∥∥A∗j
∥∥2

2.

Itt azért nem a 2-norma elnevezést használjuk, mert azt más normá-
ra tartogatjuk. A Frobenius-norma további módokon is számolható:

9.18. tétel (Frobenius-norma ekvivalens alakjai).

‖A‖F =
√

trace(A∗A) =

√√√√min(m,n)

∑
i=1

σ2
i . (9.10)

Bizonyítás. Az első alak azonnal következik a nyom definíciójából,
hisz A∗A átlójának i-edik eleme éppen ‖A∗i‖2

2-tel egyezik meg. Mi-
vel pedig egy mátrix nyoma megegyezik sajátértékeinek összegével, és
A∗A sajátértékei pedig a szinguláris értékek négyzetei, ezért trace(A∗A) =

∑
min(m,n)
i=1 σ2

i , ami bizonyítja az állítást. 2

Egy vektornorma akkor nyújthat igazán hasznos információt a mát-
rixokról is, ha valamilyen módon kapcsolatban van a mátrix olyan sa-
játosságaival, ami mn-dimenziós vektorként nehezen leírható. A mát-
rixszal való szorzás például ilyen. A vektorok 2-normája és a mátrixok
Frobenius-normája közt például a következő összefüggés áll fenn:

9.19. állítás. Bármely x ∈ Cn vektorra és A ∈ Cm×n mátrixra

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F ‖x‖2 . (9.11)

Bizonyítás. Igazolására a Cauchy–Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőt-
lenséget alkalmazzuk:

‖Ax‖2
2 =

n

∑
i=1
|Ai∗x|2 ≤

n

∑
i=1
‖Ai∗‖2

2 ‖x‖
2
2 = ‖A‖2

F ‖x‖
2
2 .

2

I E tulajdonság általában nem igaz minden mátrixokra alkalmazott
vektornormára. Ilyen a maximum norma is, melyet a következőképp
vihetünk át mátrixokra:

‖A‖max = max
i,j
{|aij|}.

Például az A = [ 1 2
0 1 ] mátrix maximum normája 2. E mátrix külön-

böző vektorokkal vett szorzatának normája és a normák szorzata közt
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mindhárom reláció fennállhat. Például az[
1 2
0 1

] [
1
0

]
=

[
1
0

]
,

[
1 2
0 1

] [
0
1

]
=

[
2
1

]
,

[
1 2
0 1

] [
1
1

]
=

[
3
1

]

szorzatokban a normákra a 2 · 1 > 1, 2 · 1 = 2, 2 · 1 < 3 relációk
teljesülnek.
I A (9.11) tulajdonság mátrixok szorzatára is átvihető, azaz

‖AB‖F ≤ ‖A‖F ‖B‖F

igaz bármely A ∈ Cm×n és B ∈ Cn×k mátrixokra.

A mátrixnorma általános fogalma A vektornormák alkalmazhatók mát-
rixokra is. Sok könyv azonban – és így teszünk mi is – egy normát
csak akkor tekint mátrixnormának, ha a vektornorma axiómái mellett
egy mátrixszorzásra vonatkozónak is eleget tesz.

9.20. definíció (Mátrixnorma). Legyen K = R vagy C. Egy K fölötti
mátrixokon értelmezett valós értékű ‖.‖ függvény mátrixnorma, ha tetsző-
leges azonos méretű A és B mátrixra és összeszorozható A és C mátrixra
1. ‖A‖ ≥ 0, és ‖A‖ = 0 pontosan akkor áll fenn, ha A = O,
2. ‖cA‖ = |c| ‖A‖,
3. ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖,
4. ‖AC‖ ≤ ‖A‖ ‖C‖.

A korábbiak szerint tehát a Frobenius-norma mátrixnorma, míg a
maximum normát nem tekintjük mátrixnormának.

9.21. definíció. Azt mondjuk, hogy a ‖.‖M mátrixnorma valamint a ‖.‖a
és a ‖.‖b vektornormák illeszkednek vagy konzisztensek, ha tetszőleges
A mátrixra és megfelelő dimenziójú x vektorra

‖Ax‖b ≤ ‖A‖M ‖x‖a .

Például a (9.11) szerint a Frobenius-norma illeszkedik a 2-normához.

Indukált norma E paragrafusban vektornormákból kiindulva újabb mát-
rixnormákhoz jutunk.

9.22. definíció (Indukált norma). Legyen ‖.‖ egy tetszőleges vektor-
norma. Ekkor az

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖ (9.12)

egyenlőséggel definiált függvényt a vektornorma által indukált mátrixnor-
mának nevezzük.
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I Az indukált mátrixnormára a vektornorma jelölését szokás hasz-
nálni, így például a mátrix p-norma definíciója

‖A‖p = max
‖x‖p=1

‖Ax‖p .

I Ha mátrix helyett lineáris leképezésre értelmezzük a fenti definíciót,
operátornormáról beszélünk.
I A normák ekvivalenciájából következik, hogy bármely normában
az egységgömb korlátos és zárt. Így a rajta értelmezett folytonos x 7→
Ax függvénynek van maximuma és minimuma, tehát a definíció értel-
mes.
I Az előző megjegyzést is figyelembe véve könnyen igazolható, hogy
a definíció a következő ekvivalens alakokba is átírható:

‖A‖ = sup
‖x‖6=0

‖Ax‖
‖x‖ = max

‖x‖6=0

‖Ax‖
‖x‖ . (9.13)

Ez abból következik, hogy az y = x/ ‖x‖ jelöléssel

‖A‖ = max
‖y‖=1

‖Ay‖ = max
x 6=0

∥∥∥∥A
(

x
‖x‖

)∥∥∥∥ = max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

I Azt még igazolnunk kell, hogy a mátrixnorma elnevezés e függ-
vényre valóban jogos.

9.23. tétel (Indukált norma tulajdonságai).Legyen ‖.‖ egy tetsző-
leges vektornorma, ekkor az indukált, a (9.12) képlettel definiált mátrixfügg-
vény
a) mátrixnorma, azaz fennáll a 9.20. definíció mind a négy feltétele,
b) illeszkedik az indukáló vektornormához, azaz

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ .

Bizonyítás. Először az illeszkedést igazoljuk. Ha x = 0, akkor az
egyenlőtlenség teljesül, hisz mindkét oldalán 0 áll. Ha x 6= 0, akkor
a (9.13) szerint

‖A‖ = max
z 6=0

‖Az‖
‖z‖ ≥

‖Ax‖
‖x‖ ,

azaz ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖.
A mátrixnormát definiáló 4 feltétel közül az első három nyilván-

valóan teljesül. A negyedik igazolásához legyen y egy olyan vektor,
amelyben az x 7→ ‖ABx‖ felveszi a maximumát az egységgömbön,
azaz amelyre ‖y‖ = 1, és

‖ABy‖ = max
‖x‖=1

‖ABx‖ = ‖AB‖ .

Ekkor az illeszkedés kétszeri alkalmazásával

‖AB‖ = ‖ABy‖ ≤ ‖A‖ ‖By‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ ‖y‖ = ‖A‖ ‖B‖ . 2
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Az 1-, 2- és ∞-norma mátrixokra A fönt definiált p-normák közül mát-
rixokra is az 1-, 2- és a ∞-norma a legfontosabb. Kiszámításukra a
definíciónál egyszerűbb módszer is adódik.

9.24. tétel (1-, 2- és ∞-norma kiszámítása).Legyen A ∈ Cm×n, ek-
kor

‖A‖1 = max
j

n

∑
i=1
|aij| = legnagyobb abszolút oszlopösszeg, (9.14)

‖A‖∞ = max
i

m

∑
j=1
|aij| = legnagyobb abszolút sorösszeg, (9.15)

‖A‖2 = ‖A∗‖2 = max
‖x‖2=1

max
‖y‖2=1

|y∗Ax| = σ1, (9.16)

ahol σ1 az A legnagyobb szinguláris értéke, azaz A∗A legnagyobb sajátérté-
kének gyöke. Ha az A ∈ Cn×n mátrix invertálható, akkor∥∥∥A−1

∥∥∥
2
= max
‖x‖2=1

1
‖Ax‖2

=
1

min
‖x‖2=1

‖Ax‖2
=

1
σn

, (9.17)

ahol σn az A legkisebb szinguláris értéke.

Bizonyítás. p = 1: Bármely x vektorra ‖x‖1 = 1 esetén a skalárokra
vonatkozó háromszögegyenlőtlenség miatt

‖Ax‖1 =
m

∑
i=1

∣∣∣∣∣ n

∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ ≤ m

∑
i=1

n

∑
j=1
|aij||xj| =

n

∑
j=1
|xj|

m

∑
i=1
|aij|

≤
(

n

∑
j=1
|xj|
)

max
j

m

∑
i=1
|aij| = max

j

m

∑
i=1
|aij|

Ez a maximum el is érhető, mert ha a k-adik oszlopban a legnagyobb
az abszolút értékek összege, akkor ‖Aek‖1 = maxj ∑m

i=1 |aij|.
p = ∞: Bármely x vektorra ‖x‖∞ = 1 esetén

‖Ax‖∞ = max
i

∣∣∣∣∣ n

∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ ≤ max
i

n

∑
j=1
|aij||xj| ≤ max

i

n

∑
j=1
|aij|.

Ez a maximum el is érhető, mert ha a k-adik sorban a legnagyobb az
abszolút értékek összege, akkor az

x =

[
akj

|akj|

]

vektorra ‖x‖∞ = 1 és ‖Ax‖∞ = maxi ∑n
j=1 |aij|.

p = 2: A CBS-egyenlőtlenség szerint |y∗Ax| ≤ ‖y‖2 ‖Ax‖2, így

max
‖x‖2=1

max
‖y‖2=1

|y∗Ax| ≤ max
‖x‖2=1

‖Ax‖2 = ‖A‖2 .
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Így csak azt kell megmutatni, hogy van olyan x0 és y0 egységvektor,
melyre az előbbi egyenlőtlenségben egyenlőség áll. Legyen x0 az a
vektor, melyben ‖Ax‖2 a maximumot adja, és y ennek normált képe,
azaz

‖Ax0‖2 = max
‖x‖2=1

‖Ax‖2 = ‖A‖2 , y0 =
Ax0

‖Ax0‖2
=

Ax0

‖A‖2
.

Ekkor

y∗0Ax0 =
x∗0A∗Ax0

‖A‖2
=
‖Ax0‖2

2
‖A‖2

=
‖A‖2

2
‖A‖2

= ‖A‖2 .

Az ‖A‖2 = σ1 igazolásához a következő maximumot keressük:

‖A‖2
2 = max

x 6=0

‖Ax‖2
2

‖x‖2
2

= max
x 6=0

x∗A∗Ax
x∗x

.

Mivel A∗A önadjungált, ezért létezik sajátvektoraiból álló ortonormált
bázisa. Vektorai legyenek u1,. . . , un, a hozzájuk tartozó sajátértékek
λ1,. . . , λn, melyek közül λ1 legyen a legnagyobb. Ekkor egyrészt

λ1 =
u∗1A∗Au1

u∗1u1
,

másrészt bármely x = ∑j cjuj 6= 0 vektorra

λ1 −
x∗A∗Ax

x∗x
= λ1 −

∑n
j=1 λjc2

j

∑n
j=1 c2

j
=

∑n
j=1(λ1 − λj)c2

j

∑n
j=1 c2

j
≥ 0,

tehát ‖A‖2
2 = λ1, azaz ‖A‖2 =

√
λ1 = σ1.

p = 2 esetén A−1 normája is egyszerűen számolható:

1
min
‖x‖2=1

‖Ax‖2
= max
‖x‖2=1

1
‖Ax‖2

= max
y 6=0

1∥∥∥∥A A−1y
‖A−1y‖2

∥∥∥∥
2

= max
y 6=0

∥∥A−1y
∥∥

2
‖y‖2

= max
y 6=0

∥∥∥∥A−1
(

y
‖y‖2

)∥∥∥∥
2
= max
‖x‖2=1

∥∥∥A−1x
∥∥∥ =

∥∥∥A−1
∥∥∥

2
.

Mivel A−1 szinguláris értékei az A szinguláris értékeinek reciprokai,
ezért A−1 legnagyobb szinguláris értéke az A legkisebb szinguláris
értékének reciproka. 2

I Az 1-, a ∞- és a 2-normára szokásos másik elnevezés: oszlopnorma,
sornorma és spektrálnorma.
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Feladatok

9.3. Számítsuk ki az alábbi vektorok megadott normáit!
1. x = (

√
3− i, 6i, 3), y = (0.1,−0.2,−0.2), p = 1, 2, ∞;

2. (1, 2, 2), (2, 3, 6), (1, 4, 8), (4, 4, 7), p = 2;
3. (i, 2,

√
2−
√

2i,−4i), p = 1, 2, ∞;
4. (3, 4, 5), (11, 12, 13, 14), p = 3;
5. ‖(95800, 217519, 414560)‖4, ‖(27, 84, 110, 133)‖5.

9.4. Mutassuk meg, hogy a 9.14. definíció 1.–3. pontja és az
utána következő megjegyzés 1’–3’ pontja ekvivalensek.

9.5. Mutassuk meg, hogy az 1-norma norma.

9.6. Mutassuk meg, hogy az ∞-norma norma.

9.7. Mutassuk meg, hogy ‖x‖p ≤ c ‖x‖q, ahol c a következő
táblázatból kiolvasható, ahol p értékei a sorok, q értékei az
oszlopok fejlécében vannak.

1 2 ∞
1

√
n n

2 1
√

n
∞ 1 1

9.8. Mutassuk meg, hogy minden norma folytonos függ-
vény.

9.9. Mutassuk meg, hogy ha ‖.‖ egy norma, és A egy egy-
egy értelmű lineáris leképezés, akkor az x 7→ ‖Ax‖ leképe-
zés is norma.
9.10. Mutassuk meg, hogy ha ‖.‖ egy norma, akkor az

x 7→ sup
y 6=0

x · y
‖y‖

függvény is az. E normát duálnormának is szokás nevezni.

9.11. Hölder-egyenlőtlenség Igazoljuk, hogy bármely
x, y ∈ Cn vektor és p, q ≥ 1 valósok esetén

∞

∑
i=1
|xiyi| ≤ ‖x‖p ‖y‖q , ahol

1
p
+

1
q
= 1. (9.18)

A következő lépéseket javasoljuk:
1. Igazoljuk, hogy a, b > 0, p, q ≥ 1 és 1

p + 1
q = 1 esetén

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Ennek igazolására határozzuk meg az f : x 7→ xp−1

függvényhez tartozó két alábbi satírozott tartomány te-
rületét!

fb

a

2. Az előző egyenlőtlenségben végezzük el az

a =
|xi|
‖x‖p

, b =
|yi|
‖y‖q

helyettesítéseket, majd ezzel igazoljuk a Hölder-
egyenlőtlenség (9.18) alakját.

3. Végül bizonyítsuk a Hölder-egyenlőtlenség (9.7) alakját
is.

9.12. Minkowski-egyenlőtlenség Igazoljuk, hogy bár-
mely x, y ∈ Cn vektor és p ≥ 1 valós esetén

‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p . (9.19)

A következő lépéseket javasoljuk:
1. Igazoljuk, majd alkalmazzuk az xi, yi számokra az

|a + b|p = |a + b||a + b|p/q ≤ |a||a + b|p/q + |b||a + b|p/q

egyenlőtlenséget, ahol 1/p + 1/q = 1.
2. Alkalmazzuk a Hölder-egyenlőtlenséget a ∑n

i=1 |xi||xi +

yi|p/q kifejezésre.

9.13. Mutassuk meg, hogy a p-norma norma.

9.14. Számítsuk ki az alábbi mátrixok Frobenius-, 1-, 2- és
∞-normáját!

A =

[
1 2
2 4

]
, B =

[
3 0
4 0

]
, C =

[
2 −2
1 2

]
.

9.15. Számítsuk ki az alábbi mátrixok Frobenius-, 1-, 2- és
∞-normáját!

A =

0 1 0
4 0 0
0 0 8

 , B =

 2 2 −1
−1 2 2

2 −1 2

 , C =

2 2 1
1 2 2
2 1 2

 .

9.16. Konstruáljunk olyan A, B és C mátrixokat, hogy
maximum normájukra ‖AB‖max < ‖A‖max ‖B‖max,
‖AC‖max = ‖A‖max ‖C‖max és ‖BC‖max >

‖B‖max ‖C‖max legyen.

9.17. Igazoljuk, hogy minden indukált ‖.‖ mátrixnormára
‖I‖ = 1, ugyanakkor ‖I‖F =

√
n.

9.18. Igazoljuk, hogy tetszőleges mátrixnormára

ρ(A) ≤ ‖A‖ ,

ahol ρ(A) az A spektrálsugara.

9.19. Bizonyítsuk be, hogy ha A normális (A∗A = AA∗),
akkor ‖A‖2 = ρ(A).
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Megoldások

9.1. Ellenőriznünk kell, hogy
a) az egyenlőség fennáll,
b) az U és V ortogonális mátrixok, Σ diagonális,
c) az u1 = (1/

√
2, 1/

√
2) és a v1 = (1/

√
2, 1/

√
2, 0) vektorokra

Av1 = 2u1.
Ezek mind nyilvánvalóak, vagyis az első felbontás szingu-
láris. Mivel r(A) = 1, ezért U első oszlopát és V′ első sorát,
valamint Σ bal felső elemét meghagyva valóban a második
alakot kapjuk.

9.2. A B′B mátrix karakterisztikus polinomja −λ3 + 4λ2 −
3λ = −(λ− 3)(λ− 1)λ, így sajátértékei 3, 1 és 0. A szin-
guláris értékek

√
3 és 1. A sajátvektorok számításához 3-

dimenziós vektorokkal kell számolnunk. Talán jobban já-
runk, ha inkább a BB′ mátrixszal próbálkozunk. Mivel
BB′ = [ 2 1

1 2 ], ezért a karakterisztikus polinom λ2− 4λ+ 3 =

(λ− 3)(λ− 1). A szinguláris értékek tehát
√

3 és 1, össz-
hangban az előbbi számítással. A hozzájuk tartozó egység-
nyi hosszú sajátvektorok most nem a V1, hanem U1 osz-
lopait adják: u1 = (1/

√
2, 1/

√
2), u2 = (−1/

√
2, 1/

√
2). A

vi = A′ui/σi képletet használva a V mátrix is meghatároz-
ható. Tehát

B =

[
1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

] [√
3 0 0

0 1 0

]  0 −1/
√

2 1/
√

2
2/
√

6 1/
√

6 1/
√

6

−1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3


a B mátrix szinguláris felbontása.

9.3.
a) ‖x‖1 = 11, ‖x‖2 = 7, ‖x‖∞ = 6, ‖y‖1 = 0.5, ‖y‖2 = 0.3,
‖x‖∞ = 0.2.

b) Ezek az úgynevezett Pitagorászi számnégyesekből kép-
zett vektorok, amelyekben a koordináták négyzetössze-
ge négyzetszám, így a 2-normájuk egész. A normák 3,
7, 9, 9.

c) 9, 5, 4;
d) 6, 20;
e) e két példa a p = 4 és p = 5 értékre a legkisebb

olyan p − 1-dimenziós pozitív egész vektor, melynek
p-normája egész: ‖(95800, 217519, 414560)‖4 = 422481,
‖.‖ (27, 84, 110, 133)5 = 144. Euler még azt sejtette, hogy
ilyen nincs.

9.14. ‖A‖F = 5, ‖A‖1 = 6, ‖A‖2 = 5, ‖A‖∞ = 6.
‖B‖F = 5, ‖B‖1 = 7, ‖B‖2 = 5, ‖B‖∞ = 7.
‖C‖F =

√
13, ‖C‖1 = 4, ‖C‖2 = 3, ‖C‖∞ = 4.

9.15. ‖A‖F = 9, ‖A‖1 = 8, ‖A‖2 = 8, ‖A‖∞ = 8.
‖B‖F = 3

√
3, ‖B‖1 = 5, ‖B‖2 = 3, ‖B‖∞ = 5.

‖C‖F = 3
√

3, ‖C‖1 = 5, ‖C‖2 = 5, ‖C‖∞ = 5.

9.16. Tekintsük például az alábbi három mátrixot:

A =

[
2 0
0 1

]
, B =

[
0 1
2 2

]
, C =

[
1 2
0 1

]

Ezek mindegyikében 2 az elemek maximuma, így bármely
két mátrix maximum normájának szorzata 4. Szorzataik:

AB =

[
0 2
2 2

]
, AC =

[
2 4
0 1

]
, BC =

[
0 1
2 6

]
.

Ezek elemeinek maximuma rendre 2, 4, 6.

9.18. Ha λ egy tetszőleges sajátértéke A-nak, és x a hozzá
tartozó egyik sajátvektor, azaz Ax = λx, akkor

Axx∗ = λxx∗ ; ‖A‖ ‖xx∗‖ ≥ ‖Axx∗‖ = |λ| ‖xx∗‖ ,

és mivel x 6= 0, így xx∗ 6= O, azaz ‖xx∗‖ 6= 0, vagyis le-
osztva vele |λ| ≤ ‖A‖ adódik. Ez minden sajátértékre, így
a spektrálsugárra is igaz.

9.19. Ha A normális, akkor unitéren hasonló egy diago-
nális D mátrixhoz, azaz A = QDQ∗ valamely unitér Q
mátrixszal. Ekkor A∗A ∼ D∗D is fönnáll, ugyanis A∗A =

(QDQ∗)∗(QDQ∗) = QD∗DQ∗, tehát A∗A és D∗D sajátér-
tékei megegyeznek. Másrészt D∗D minden sajátértéke |λ|2
alakú, ahol λ az A valamely sajátértéke. Összegezve: mivel
‖A‖2 = σ1, azaz az A∗A legnagyobb sajátértékének gyöke,
ami viszont megegyezik A legnagyobb sajátértékével, azaz
a ρ(A) spektrálsugárral.
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Mind bizonyos problémák megértésében, mind a gyakorlati alkalma-
zásokban fontos lehet, hogy egy lineáris leképezés mátrixát milyen
bázisban írjuk fel. Láttuk milyen sokat segít, ha a bázis sajátvektorok-
ból áll, sőt, ha még ortonormált is. Ekkor a mátrix diagonális alakot
ölt. Kérdés azonban, milyen mátrixok diagonalizálhatók, és amelyek
nem, azokkal mit tudunk kezdeni.

Schur-felbontás

Általánosított sajátvektorok és a Jordan-blokk Tekintsük a 8.15.. példában
szereplő

A =

4 1 0
0 4 1
0 0 4


mátrix hatását a standard bázis vektorain:

Ae1 = 4e1

Ae2 = e1 + 4e2

Ae3 = e2 + 4e3

Átrendezés után kapjuk, hogy:

(A− 4I)e1 = 0

(A− 4I)e2 = e1

(A− 4I)e3 = e2

Az A− 4I mátrix fenti hatását a következő diagrammal fogjuk szem-
léltetni:

0 A−4I←−−− e1
A−4I←−−− e2

A−4I←−−− e3

Eszerint e1 sajátvektor, és mint a 8.15.. példában láttuk, A-nak más
sajátvektora nincs. Viszont az előző egyenletekből a következő össze-
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függés adódik:

(A− 4I)2e2 = 0

(A− 4I)3e3 = 0.

Az ilyen vektorokra külön elnevezést fogunk alkalmazni:

10.1. definíció (Általánosított sajátvektor). Az x 6= 0 vektort
a négyzetes A mátrix λ sajátértékéhez tartozó általánosított sajátvekto-
rának nevezzük, ha valamilyen k természetes számra (A − λI)kx = 0.
k = 1 esetén x sajátvektor. Az általánosított sajátvektorokból álló xi (i =
1, 2, . . . , k) sorozatot Jordan-láncnak nevezzük, ha (A− λI)xi = xi−1 és
(A− λI)x1 = 0.

Az előzőekben vizsgált konkrét példában tehát a térnek sajátvekto-
rokból álló bázisa nincs, hisz a sajátaltér csak 1-dimenziós, de általá-
nosított sajátvektorokból álló bázisa van.

10.2. példa (Jordan-lánc konstrukciója). Keressünk az alábbi mát-
rixok minden sajátaltérének minden bázisvektorához egy abban végződő
Jordan-láncot:

A =

 6 −1 −3
−1 5 2

2 −1 1

 és a B =

 3 0 1
0 4 0
−1 0 5



Megoldás. A karakterisztikus polinom mindkét mátrix esetén −λ3 +

12λ2 − 48λ + 64 = (4− λ)3, ezért λ = 4 háromszoros algebrai multip-
licitású sajátérték.

Az A mátrix esetén a sajátaltér 1-dimenziós, melyet az x1 = (1,−1, 1)
vektor feszít ki.

Mivel (A− 4I)3 = O, ezért legföljebb három hosszú sorozatra szá-
míthatunk: olyan x2 és x3 vektort keresünk, melyre (A − 4I)x2 = x1

és (A− 4I)x3 = x2. Ez két egyenletrendszer megoldását jelenti. Elég a
megoldások közül egyet kiválasztani:

A− 4I =

 2 −1 −3
−1 1 2

2 −1 −3

, egy-egy megoldás: x2 =

 0
−1

0

, x3 =

−1
−2

0

.

Ezek a következő láncot adják:

0 A−4I←−−− x1 = (1,−1, 1) A−4I←−−− x2 = (0,−1, 0) A−4I←−−− x3 = (−1,−2, 0)

A B mátrix esetén a sajátaltér 2-dimenziós, melyet az x1 = (1, 0, 1)
és az y1(0, 1, 0) vektorok feszítenek ki.

Mivel (B − 4I)2 = O, ezért legföljebb kettő hosszú láncra számít-
hatunk: olyan x2 és y2 vektort keresünk, melyre (B − 4I)x2 = x1 és
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(B − 4I)y2 = y1. Ezek közül az első megoldható, és megoldásainak
egyike (−1, 0, 0), míg a második nem oldható meg. Ez két láncra ve-
zet:

0 B−4I←−−− x1 = (1, 0, 1) B−4I←−−− x2 = (−1, 0, 0)

0 B−4I←−−− y1 = (0, 1, 0)

Az egyik lánc kettő hosszú, a másik egy hosszú. 2

A bevezetőben mutatott mátrix-típus fontos szerepet játszik a továb-
biakban:

10.3. definíció (Jordan-blokk). Azt a négyzetes mátrixot, melynek fő-
átlójában azonos λ értékek, fölötte 1-esek, egyebütt 0-k állnak, azaz melynek
alakja

Jλ =



λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ


(10.1)

Jordan-blokknak nevezzük.

A fentiek mintájára könnyen látható, hogy az ilyen mátrixoknak
a standard bázis minden vektora általánosított sajátvektora, tehát ki-
mondható a következő megállapítás: minden Jordan-blokknak van ál-
talánosított sajátvektorokból álló bázisa.

10.4. példa (Jordan-lánchoz tartozó Jordan-blokk). Írjuk fel
a 10.2.. példában szereplő A mátrixot az ott konstruált Jordan-lánc vek-
toraiból álló bázisban!

Megoldás. Mivel Ax3 = 4x3 + x2, Ax2 = 4x2 + x1 és Ax1 = 4x1, ezért
az {x1, x2, x3} bázisban a leképezés mátrixa

J =

4 1 0
0 4 1
0 0 4


Ezt az eredményt az áttérés C = [x1 x2 x3] mátrixával való közvetlen
számolással is megkaphatjuk, ha elvégezzük az alábbi mátrixszorzá-
sokat:

J = C−1AC =

−2 −3 0
−1 −1 0
−1 0 1


 6 −1 −3
−1 5 2

2 −1 1


 1 −3 0
−1 2 0

1 −3 1


2



432 lineáris algebra

10.5. példa (Jordan-láncok és Jordan-blokkok kapcsolata).
Tudjuk, hogy az A mátrixnak két különböző sajátértéke van, λ1 = 2 és
λ2 = 4, valamint hogy a C mátrix oszlopvektorai az A egy Jordan-bázisát
alkotják, ahol

A =



2 0 1 −1 0 1 −1
0 2 1 −1 0 1 −1
2 −2 2 2 0 −1 1
1 −1 0 3 1 1 −1
−1 1 0 −1 5 1 −1
−1 1 0 −1 1 4 0

0 0 0 0 0 0 4


, C =



1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1


.

Rajzoljuk fel a Jordan-láncok diagrammját, és határozzuk meg a J =

C−1AC mátrixot a szorzások elvégzése nélkül!

Megoldás. A C oszlopai Jordan-bázist alkotnak, azaz minden oszlop-
vektor egy Jordan-lánc eleme. Mivel az A mátrixnak csak két különbö-
ző sajátértéke van, ez azt jelenti, hogy minden oszlopvektort vagy az
A− 2I vagy az A− 4I mátrix vagy a zérusvektorba, vagy egy másik
oszlopvektorba visz (előbbi esetben az oszlopvektor sajátvektor, utób-
bi esetben csak általánosított sajátvektor). E hatást az (A− 2I)C és az
(A− 4I)C szorzatok kiszámításával könnyen megkaphatjuk:

A− 2I =



0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 2 3 1 0
0 0 0 2 3 3 0
0 0 0 0 2 3 2
0 0 0 0 0 2 2


A− 4I =



−2 −1 0 0 0 0 0
−2 −1 −2 0 0 0 0

0 −2 −2 0 1 0 0
0 0 −2 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0


Az első szorzatból látszik, hogy (A − 2I)[c1 c2 c3] = [0 c1 0], míg
a másodikból, hogy (A − 4I)[c4 c5 c6 c7] = [0 c4 c5 0] (a második
szorzatban már nem is kellett volna a c1, c2, c3 vektorokkal szorozni
látva az előző szorzás eredményét). Ebből fölrajzolható a diagram:

0 A−2I←−−− c1
A−2I←−−− c2

0 A−2I←−−− c3

0 A−4I←−−− c4
A−4I←−−− c5

A−4I←−−− c6

0 A−4I←−−− c7

A diagramból kiolvasható az A hatása a ci vektorokra: Ac1 = 2c1,
Ac2 = 2c2 + c1, Ac3 = 2c3, Ac4 = 4c4, Ac5 = 4c5 + c4, Ac6 = 4c6 + c5,
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Ac7 = 4c7. Ebből felírható e leképezés mátrixa:

J = C−1AC =



2 1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 4 1 0 0
0 0 0 0 4 1 0
0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 0 4


2

Jordan normálalak Nem hozható minden mátrix diagonális alakra, de
egy ahhoz közeli alakra – ahogy azt a 10.5.. példa mutatja – igen. Eb-
ben csak közvetlenül a főátló fölött lehetnek nemnulla elemek, és azok
is csak 1-esek. Ráadásul az új bázis ismeretében ez az alak jól leírja a
mátrixleképezés hatását is.

10.6. tétel (Jordan normálalak). Bármely Cn×n-beli mátrix hasonló
egy Jordan-blokkokból álló blokkdiagonális mátrixhoz. Részletesen megfo-
galmazva: minden A ∈ Cn×n mátrixhoz létezik olyan C mátrix, hogy a
J = C−1AC mátrix alakja

J =


J1 O . . . O
O J2 . . . O
...

...
. . .

...
O O . . . Jk

 (10.2)

ahol k az A független sajátvektorainak maximális száma, és Ji az i-edik
sajátvektorhoz tartozó Jordan-blokk.

I A tételbeli (10.2) mátrixot az A mátrix Jordan-féle normálalakjának
nevezzük.
I A különböző Jordan-blokkok különböző sajátvektorokhoz tartoz-
nak, de mivel több sajátvektor is tartozhat ugyanahhoz a sajátértékhez,
ezért egy sajátérték több Jordan-blokkban is szerepelhet.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy ha találunk k független sajátvektort,
akkor találunk k Jordan-láncot is, melyek vektorai a tér bázisát adják,
és ebben a bázisban a leképezés mátrixa a tételbeli Jordan-alakot ölti.

A mátrix méretére vonatkozó teljes indukcióval bizonyítunk. n = 1
esetén az állítás nyilván igaz. Tegyük fel, hogy igaz az állítás minden
n-nél kisebb méretű mátrixra.

Legyen λ az n× n-es A mátrix egy sajátértéke, és legyen x egy hozzá
tartozó sajátvektor. Az (A− λI)x = 0 megoldásainak terét, vagyis a λ-
hoz tartozó sajátalteret jelölje Nλ. Ennek dimenzióját, vagyis (A− λI)
nullitását jelölje r.
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Mivel r > 0, ezért a dimenziótétel miatt (A− λI) oszlopterének di-
menziója n− r < n. Jelölje az oszlopteret Oλ. Az Oλ invariáns altere
A-nak, azaz A(Oλ) ⊆ Oλ, ugyanis Oλ elemei (A− λI)v alakúak, ahol
v tetszőleges, és A(A− λI)v = (A2 − λA)v = (A− λI)(Av) ugyan-
csak eleme Oλ-nak. Az A mátrixleképezést szűkítsük le Oλ-ra, jelölje
ennek mátrixát Â.

Az Â mátrix n − r méretű, ezért az indukciós feltevés szerint van
Jordan-láncokból álló bázisa. A következő diagram e láncokat szem-
lélteti, és azt, hogy Â− λI hogy hat rajtuk. Mivel azonban e halmazon
ez megegyezik A− λI hatásával, a nyilak fölé is ezt írjuk:

0
A−λ1I←−−−− x1

1
A−λ1I←−−−− . . .

A−λ1I←−−−− x1
s1

0
A−λ2I←−−−− x2

1
A−λ2I←−−−− . . .

A−λ2I←−−−− x2
s2

...
...

...
...

0
A−λpI
←−−−− xp

1
A−λpI
←−−−− . . .

A−λpI
←−−−− xp

sp

Itt az xj
k vektor felső indexe a lánc sorszámát jelöli.

Az A− λI oszloptere és magtere metszetének dimenzióját jelölje q,
azaz legyen q = dim(Oλ ∩ Nλ). Mivel Nλ elemei az A sajátvektorai,
azok Oλ-ba eső báziselemei pedig az xj

1 vektorok, ezért q közülük a
λ sajátvektora, azaz q sajátérték megegyezik λ-val, pl. az első q, azaz
λk = λ (k = 1, 2, . . . , q). A láncok végén lévő xk

sk
vektorok elemei Oλ-

nak, tehát mindegyikhez van olyan yk vektor, hogy (A− λI)yk = xk
sk

(k = 1, 2, . . . , q).
AzNλ altér r-dimenziós, annak q-dimenziós alteréhez találunk olyan

Z alteret, mely (r− q)-dimenziós, és minden vektora sajátvektor. Így
a Jordan-láncok így alakulnak:

0 A−λI←−−− x1
1

A−λI←−−− . . . A−λI←−−− x1
s1

A−λI←−−− y1
...

...
...

...
...

0 A−λI←−−− xq
1

A−λI←−−− . . . A−λI←−−− xq
sq

A−λI←−−− yq

0
A−λq+1I
←−−−−− xq+1

1
A−λq+1I
←−−−−− . . .

A−λq+1I
←−−−−− xq+1

sq+1
...

...
...

...

0
A−λpI
←−−−− xp

1
A−λpI
←−−−− . . .

A−λpI
←−−−− xp

sp

0 A−λI←−−− z1
...

...

0 A−λI←−−− zr−q
(10.3)

Az x-vektorok száma n − r, az y-vektorok száma q, a z-vektorok
száma r − q, ezek összege pedig (n− r) + q + (r − q) = n, tehát van
elég vektor egy bázishoz. Már csak a függetlenségüket kell belátni.
A konstrukció olyan volt, hogy az x- és z-vektorok mind függetlenek
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egymástól, csak az y-vektorok tőlük való függetlenségét kell bizonyí-
tani. Tegyük fel, hogy

∑
j,k

ξ j,kxj
k + ∑

t
ηtyt + ∑

r
ζrzr = 0,

ahol nem minden ηt nulla. Szorozzuk meg az egyenlőséget (balról) az
A− λI mátrixszal. Mivel az első q lánc végén lévő xt

st -vektorok kisebb
indexűekbe mennek, másrészt (A− λI)yt = xt

st , ezért olyan összefüg-
géshez jutunk, amelyben már csak x-vektorok lesznek, de nem minden
együttható nulla, hisz van nemnulla η együttható, és ez ellentmon-
dás. 2

10.7. példa (Normálalakok). Soroljuk fel az összes lehetséges Jor-
dan normálalakját annak a mátrixnak, melyről csak annyit tudunk, hogy
(1− λ)4 a karakterisztikus polinomja. Ne tekintsünk különbözőnek két nor-
málalkot, ha azok csak a Jordan-blokkok sorrendjében különböznek egymás-
tól!

Megoldás. A karakterisztikus polinom negyedfokú, így a mátrix 4×
4-es. Mivel minden sajátérték 1, ezért a Jordan-alak főátlójában csupa
1-es szerepel. A lehetséges öt alak elemi leszámlálással megkapható:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ,


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1


Nem tekintjük különbözőnek a blokkok cseréjével egymásból megkap-
ható alakokat. Például az 

1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1


mátrix a negyedik alakból a két blokk cseréjével megkapható. 2

A Jordan-alak egyértelműsége A Cn×n-beli mátrixok a Jordan normál-
alakjuk szerint osztályokba sorolhatók. Egy osztályba azok a mátrixok
kerülnek, melyek normálalakja azonos. Egy ilyen osztályozás azonban
csak akkor létezik, ha minden mátrixnak csak egyetlen normálalakja
van, azaz a normálalak egyértelmű. Ezt biztosítja a következő tétel.
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10.8. tétel (A Jordan-alak egyértelműsége). Egy mátrix Jordan
normálalakja a Jordan-blokkok sorrendjétől eltekintve egyértelmű.

Bizonyítás. A felbontás egyértelműségének bizonyításához elég be-
látni, hogy bármely két hasonló mátrix Jordan-alakjának meghatárázó
adatai a hasonlóságra nézve invariánsak.

A Jordan-blokkok, és így a Jordan-láncok száma megegyezik a füg-
getlen sajátvektorok maximális számával – ez invariáns.

Az egyszerűség kedvéért először tegyük fel, hogy A minden saját-
értéke azonos, jelölje λ. A továbbiak könnyebb megértésére lássunk
egy konkrét példát. Legyen az A mátrix karakterisztikus polinomja
(λ− x)13, és tegyük fel, hogy Jordan-bázisa a következőképp néz ki:

0 A−λI←−−− x1
1

A−λI←−−− x1
2

A−λI←−−− x1
3

A−λI←−−− x1
4

0 A−λI←−−− x2
1

A−λI←−−− x2
2

A−λI←−−− x2
3

A−λI←−−− x2
4

0 A−λI←−−− x3
1

A−λI←−−− x3
2

A−λI←−−− x3
3

0 A−λI←−−− x4
1

0 A−λI←−−− x5
1

(10.4)

A leghosszabb blokk mérete 4, ami A − λI ismeretében úgy kapha-
tó meg, hogy 4 az a legkisebb s kitevő, melyre (A − λI)s = O. Ál-
talában is igaz, a legnagyobb blokk mérete az a legkisebb s, melyre
(A − λI)s = O. A mátrix hatványának zérus volta is invariáns, így
hasonló mátrixokra a leghosszab lánc hossza is azonos.

Legyen a λ sajátértékhez tartozó i-hosszú Jordan-láncok száma mi.
A 10.4. diagramon m1 = 2, m2 = 0, m3 = 1, m4 = 2. Látható, hogy
(A− λI) hatványainak rangjából megmondható, hogy vektor nem fu-
tott még a nullvektorba, innen pedig az mi értékek is kiszámolhatók.
Esetünkben

m4 = r
(
(A− λI)3

)
= 2

m3 + 2m4 = r
(
(A− λI)2

)
= 5

m2 + 2m3 + 3m4 = r (A− λI) = 8

m1 + m2 + m3 + m4 = n− r(A− λI) = 13− 8 = 5
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és ez az egyenletrendszer egyértelműen megoldható. Általában

ms = r
(
(A− λI)s−1

)
ms−1 + 2ms = r

(
(A− λI)s−2

)
ms−2 + 2ms−1 + 3ms = r

(
(A− λI)s−2

)
...

m2 + 2m3 + · · ·+ (s− 1)ms = r(A− λI)

m1 + m2 + m3 + · · ·+ ms−1 + ms = n− r(A− λI)

Ennek az egyenletrendszernek a jobb oldalán a hasonlóságra nézve
invariáns értékek vannak, az együtthatómátrix háromszög alakú, így
egyszerű visszahelyettesítéssel megoldható, főátlójában csupa egyes
van, melynek következtében a megoldás egyértelmű, másrészt a meg-
oldások mindegyike egész szám.

Ha a mátrixnak nem csak egy sajátértéke van, akkor sajátértéken-
ként egy ilyen egyenletrendszert kapunk, mely annyiban változik az
előzőhöz képest, hogy ha λ multiplicitása m(λ), akkor A− λI hatvá-
nyainak rangjához az összes λ-tól különböző sor eggyel hozzájárul,
így az egyenletrendszerek jobb oldalából (n−m(λ)-t ki kell vonni. A
legnagyobb blokk mérete ekkor A− λI-nek az a legkisebb s hatványa,
melynek rangja először éri el n−m(λ)-t. Így az összes esetre általáno-
san érvényes egyenletrendszer:

ms = m(λ)− n + r
(
(A− λI)s−1

)
ms−1 + 2ms = m(λ)− n + r

(
(A− λI)s−2

)
ms−2 + 2ms−1 + 3ms = m(λ)− n + r

(
(A− λI)s−2

)
...

m2 + 2m3 + · · ·+ (s− 1)ms = m(λ)− n + r(A− λI)

m1 + m2 + m3 + · · ·+ ms−1 + ms = n− r(A− λI)

Ennek egyértelmű megoldhatósága bizonyítja állításunkat. 2

10.9. példa (Jordan-blokkok mérete). Egy 10× 10-es A mátrixnak
λ 10-szeres algebrai multiplicitású sajátértéke. A− λI hatványainak rangja
rendre 5, 2, 1, 0. Írjuk fel a Jordan normálalakját!

Megoldás. A blokkok száma, ami megegyezik a Jordan-láncok szá-
mával 5, mivel n − r(A) = 10 − 5 = 5. A leghosszabb lánc hossza
4, mivel A − λI legkisebb zérusmátrixot adó hatványa a 4-dik. Az
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egyenletrendszer és megoldása, valamint a J Jordan-mátrix:

m4 = 1

m3 + 2m4 = 2

m2 + 2m3 + 3m4 = 5

m1 + m2 + m3 + m4 = 5

⇒

m4 = 1

m3 = 0

m2 = 2

m1 = 2

⇒ J =


λ 1

λ 1
λ 1

λ
λ 1

λ
λ 1

λ
λ

λ


2

10.10. példa (Jordan-blokkok mérete). Egy 14× 14-es A mátrix ka-
rakterisztikus polinomja (3− λ)5(2− λ)5(1− λ)4.

A− 3I hatványainak rangja rendre: 12, 11, 10, 9;
A− 2I hatványainak rangja rendre: 12, 10, 9;
A− I hatványainak rangja rendre: 11, 10.

Írjuk fel a Jordan normálalakját!

Megoldás. Most n = 14, m(3) = 5, m(2) = 5, m(1) = 4.
λ = 3 esetén a blokkok (Jordan-láncok) száma n − r(A − 3I) =

14− 12 = 2. A leghosszabb lánc hossza s = 4, ugyanis ez a legkisebb
s, melyre r((A− 3I)s) = 14− 5 = 9. Az egyenletrendszer és megoldása

m4 = 5− 14 + 10 = 1

m3 + 2m4 = 5− 14 + 11 = 2

m2 + 2m3 + 3m4 = 5− 14 + 12 = 3

m1 + m2 + m3 + m4 = 14− 12 = 2

⇒

m4 = 1

m3 = 0

m2 = 0

m1 = 1

Hasonlóan járunk el a többi sajátérték esetén is (gondoljuk végig):

m3 = 5− 14 + 10 = 1

m2 + 2m3 = 5− 14 + 12 = 3

m1 + m2 + m3 = 14− 12 = 2

⇒
m3 = 1

m2 = 1

m1 = 0

m2 = 4− 14 + 11 = 1

m1 + m2 = 14− 11 = 3
⇒

m2 = 1

m1 = 2
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Összefoglalva:

J =



3 1
3 1

3 1
3

3
2 1

2 1
2

2 1
2

1 1
1

1
1


az A mátrix Jordan normálalakja. 2

A Jordan-bázis konstrukciója A Jordan-tétel bizonyításában megkonst-
ruált bázist kis mátrixokra kézzel is ki lehet számolni. Az itt ismer-
tetendő egyszerű naív algoritmus nem számítógépes megvalósításra
való, ennél hatékonyabb is létezik.

Példaként tekintsünk egy 18-adrendű A mátrixot, melynek λ 18-
szoros sajátértéke, és amelyre a Jordan-láncok hossza rendre m5 = 2,
m4 = 1, m3 = 0, m2 = 1, m1 = 2. Ennek alapján az A − λI hatása
a Jordan-bázison meghatározható, amit a 10.1. ábra szemlélt. Jelölje
(A− λI)k nullterét Nk. N5 a λ-hoz tartozó teljes általánosított sajátal-
tér – e példában C18. A nulltér meghatározása egy homogén lineáris
egyenletrendszer megoldását jelenti, ami nem okoz nehézséget, de az
már nem teljesen mindegy, hogy a bázist hogy választjuk benne.

N1 N2 N3 N4 N5

10.1. ábra: Az A− λI hatványainak null-
terei, és hatása az A mátrix Jordan-
bázisán

Az algoritmus – melyet a 10.2. ábra is szemléltet – lényege, hogy
a nagyobb indexű terek felől indulva minden lépésben kiterjesztjük
Ni−1 bázisát Ni bázisává, majd a kiterjesztésnek vesszük az A − λI
általi képét, ami már Ni−1-be esik, és ezt Ni−2 bázisához adva azt
kiterjesztjükNi−1 új bázisává. . . . A konvenció az lesz, hogy a vektortér
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egy generátorának vektorait egyetlen mátrixba tesszük, és azt azonos,
de félkövér betűvel jelöljük, tehát pl. N generátormátrixát N jelöli.
Részletezve:

• MeghatározzukNi egy tetszőleges Ni bázismátrixát (i = 1, 2, 3, 4, 5).

• Kiegészítjük N4-et N5 bázisává, az új báziselemek mátrixát jelölje
U5, tehát N5 bázisa most [N4|U5].

• Legyen K4 az új elemek A− λI általi képe, azaz K4 = (A− λI)U5.
Mivel K4 ⊂ N4, de független az N3 altértől, ezért alkalmas arra,
hogy bázisvektorait a Jordan-bázis N4 \ N3-ba eső elemei közé ve-
gyük.

• Ha szükséges, egészítsük ki a [N3|K4]-et N4 bázisává új elemek
hozzávételével, így N4 bázisa most [N3|K4|U4].

• Vegyük a [K4|U4] mátrix képét, azaz legyen K3 = (A− λI)[K4|U4],
és ha szükséges, egészítsük ki [N2|K3]-at N3 bázisává új elemek
hozzávételével (azaz N3 bázisa most [N2|K3|U3] – most U3 = ∅).
Hasonlóan folytatjukNi indexét csökkentve: K2 = (A−λI)[K3|U3],
új elemek hozzávételével előállítjuk N2 bázisát: [N1|K2|U2].

• Végül legyen K1 = (A− λI)[K2|U2], amit U1-gyel kibővítünk N1

bázisává. A tér Jordan-bázisa a kép- és az új elemek egyesítése:

[K1|K2|K3|K4|U1|U2|U3|U4|U5] .

• Végül a Jordan-bázis elemeit úgy rendezzük, hogy a láncokat egy-
más után, minden láncot a sajátvektorból indulva felsorolunk.

K1 K2 K3 K4

U1

U2

U4

U5

N1 N2 N3 N4 N5

10.2. ábra: A Jordan-bázist megkonstru-
áló algoritmus

Ezek után lássunk egy konkrét példát, majd az algoritmust általá-
nosan. A számolás kivitelezéséhez két megjegyzés:
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I Ha U ⊂ V két altér, és {u1, . . . , um}, illetve {v1, . . . , vn} (m < n)
a bázisuk, akkor elemi sorműveletekkel konstruálhatunk V-nek egy
olyan {w1, . . . , wn} bázist, hogy {w1, . . . , wm} az U bázisa legyen. Eh-
hez írjuk U , majd V bázisvektorait egyetlen

[u1 . . . um | v1 . . . vn]

mátrixba. Ennek lépcsős alakjában vezéregyesek lesznek az első m
oszlopban, és n − m további oszlopban. A nekik megfelelő vektorok
az eredeti bázisokban (tehát V összes vektora és U -nak n−m vektora)
adják az új bázist.
I Emlékeztetünk rá, hogy ha egy mátrix redukált lépcsős alakja [I|S]
alakú, akkor [ −S

I ] vagy [ S
−I ] oszlopvektorai a mátrix nulltere bázisát

adják. Vigyázzunk, ha I nem az első oszlopokban van, akkor [ −S
I ]

sorait megfelelően permutálni kell.

10.11. példa (Jordan-bázis előállítása). Határozzuk meg az

A =


0 1 −2 1 −1
3 −3 6 −2 4
4 −5 9 −3 5
4 −5 8 −2 5
−1 1 −1 0 0


mátrix Jordan normálalakját és Jordan-bázisát!

Megoldás. A karakterisztikus polinom

det(A− λI) = −λ5 + 4λ4 − 6λ3 + 4λ2 − λ = −λ(1− λ)4.

A 0-hoz tartozó sajátvektor a redukált lépcsős alakból kiszámítva:
1 0 0 0 −1
0 1 0 0 3
0 0 1 0 4
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0




1
−3
−4
−4

1


Mivel itt az algebrai és geometriai multiplicitás egyaránt 1, ez a Jordan-
lánc egyelemű. A λ = 1 esetén a geometriai multiplicitás 2, ugyanis
A− I redukált lépcsős alakja és abból a nulltér bázisa:

rref(A− I) =


1 0 0 0 0
0 1 0 −1 −1
0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 N1 =


0 0
1 1
1 0
1 0
0 1


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(A − 1 · I)2 nullterét gyorsabb úgy számolni, ha nem A − I-t szoroz-
zuk önmagával, hanem lépcsős alakját jobbról, és annak a szorzatnak
vesszük a lépcsős alakját. A lépcsős alak kiszámolása ugyanis csak
elemi mátrixokkal való balról szorzást jelent, így

(rref(A− I))(A− I) = E(A− I)(A− I) = E(A− I)2

vagyis a szorzat az (A− I)2-en végrehajtott elemi sorműveletek ered-
ménye. Sokkal kevesebb viszont a számolnivaló, mivel a 0-sorok el-
hagyhatók:{
(rref(A− I)) (A− I)

a 0-sorok nélkül

}
=

[
−1 1 −2 1 −1

0 0 −1 1 0

]
⇒
[

1 −1 0 1 1
0 0 1 −1 0

]

ahonnan a bázis vektorai:

N2 =


1 −1 −1
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1


Hasonlóan határozzuk meg (A− I)3 bázisát![

1 −1 0 1 1
0 0 1 −1 0

]
(A− I) =

[
1 −1 1 0 1
0 0 0 0 0

]

ami már lépcsős alakú, és ahonnan a bázismátrix

N3 =


1 −1 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Ezután határozzuk meg U3 vektorait, vagyis azokat, amelyek N2 bá-
zisát (N2-t) N3 bázisává egészítik ki. Ehhez az [N2|N3] mátrixot kell
redukált lépcsős alakra hozni, U3 elemei a N3 azon oszlopai lesznek,
melyek függetlenek N2-től, azaz melyek redukált lépcsős alakjában ve-
zéregyes van.

[N2|N3] =


1 −1 −1 1 −1 0 −1
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1

⇒


1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 0


Tehát U3 = [−1 0 1 0 0]T , és ebből K2 = (A− I)U3 = [−1 3 4 4 0]T .
Mivel K2 egyetlen vektorból áll, és N3 és N2 dimenzióinak különbsége
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is 1, ezért itt nem kell számolnunk semmit, U2 = {0}, azaz U2 üres.
K1 = (A− I)K2 = [0 1 1 1 0]T , és mivel e vektor benn van N1 bázi-
sában, U1 = [0 1 0 0 1]T teret a másik bázisvektor generálja. A Jordan
normálalak felírásához a Jordan-láncok vektorait egymás után fel kell
sorolni, a belőlük képzett P mátrixszal lesz J = P−1AP. E két mátrix

P =


0 0 −1 −1 1
1 1 3 0 −3
0 1 4 1 −4
0 1 4 0 −4
1 0 0 0 1

 J =


1 0 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0


2

Az algoritmus általánosan:

• Input: A, p(x) karakterisztikus polinom lineáris tényezőkre bontva,

• Minden λ sajátértékre

– Határozzuk meg a leghosszabb lánc s hosszát, és (A− λI)i null-
terét (Ni, i = 1, 2, . . . , s). Legyen Us+1 = Ks+1 = N0 = {0}, azaz
e terek bázisa az üreshalmaz.

– Minden i-re s-től 1-ig haladva:

* Legyen Ki = (A− λI)[Ki+1|Ui+1].

* Határozzuk meg Ui-t úgy, hogy [Ni−1|Ki|Ui] bázisa legyen
Ni-nek. Ehhez az [Ni−1|Ki|Ni] mátrix redukált lépcsős alakja
alapján válasszuk a vezéroszlopokat Ni-ből az Ui-be.

• Tegyük a Jordan-láncok vektorait balról jobbra egymás mellé min-
den láncot a sajátvektorral kezdve, az így kapott P mátrixszal J =

P−1AP.
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10.12. definíció (Mátrix exponenciális függvénye). Az A négyze-
tes mátrix exponenciális függvényét a következő sor definiálja:

eA = I + A +
A2

2!
+ · · ·+ An

n!
+ . . .

10.13. állítás (Exponenciális függvény kiszámítása). Ha J =

P−1AP az A mátrix Jordan normálalakja, akkor

eA = PeJP−1,

ahol eJ blokkonként számolható, és

Jλ =


λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
0 0 λ . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λ

 esetén eJλ = eλ



1 1 1
2! . . . 1

(n−1)!

0 1 1 . . . 1
(n−2)!

0 0 1 . . . 1
(n−3)!

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . 1



Mátrixfüggvények Általában mondható, hogy

f




λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 0 λ


 =



f (λ)
0!

f ′(λ)
1!

f ′′(λ)
2! . . . f (n−1)(λ)

(n−1)!

0 f (λ)
0!

f ′(λ)
1! . . . f (n−2)(λ)

(n−2)!
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . f (λ)
0!

 .

10.14. példa (Mátrix exponenciális függvénye). Legyen −3 2 1
1 −2 1
−1 −2 −5


Határozzuk meg az eA mátrixot!

Megoldás. A karakterisztikus polinomja

x3 + 10x2 + 32x + 32 = (x + 2)(x + 4)2,
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így

J =

 −2 0 0
0 −4 0
0 0 −4

 , P =

 1 1 0
1 0 1
−1 −1 −2

 ,

eA = PeJP−1 =


1
2

e2+1
e4)

e2−1
e4

1
2

e2−1
e4

1
2

e2−1
e4 e2 1

2
e2−1

e4

− 1
2

e2−1
e4 − e2−1

e4 − 1
2

e2−3
e4

 2

A Jordan normálalak használata a differenciálegyenletrendszerek megoldásá-
ban
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