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Sajdtérték, diagonalizilds

Egy matrix jellemzésének kiilonosen hatékony eszkoze azoknak a null-
vektortol kiilonboz6 x vektoroknak a meghatarozasa, amelyeket a mat-
rixszal val6 szorzas onmagukkal parhuzamos vektorba visz, azaz ame-
lyekre Ax = Ax. E vektorok ismerete olyan bdzis megtaldlasahoz is
hozzéasegit, amelyben e métrix lényegesen egyszer(ibb — példdul dia-
gonalis — alakot olt.

Sajdtérték, sajdtvektor, sajdtaltér

A sajdtérték és a sajdtvektor fogalma Kezdjiik egy egyszerti feladattal,
melybdl kiolvashat6 annak lényege, amir6l e fejezetben sz6 lesz.

8.1. PELDA (JO BAzIs TUKROZESHEZ). Tiikrozziik a 3-dimenzids tér vek-
torait a tér eqy megadott sikjira! Geometriai szemléletiinkre hagyatkozva
vdlasszunk e linedris leképezés leirdsidhoz egy megfelel bazist, majd irjuk fel
a tiikrozés e bdzisra vonatkozo mdtrixdt!

MEGOLDAS. A sikra valo tiikrozés a sikra merdleges vektorokat ellen-
tettjiikbe viszi, mig a sik vektorait helyben hagyja. A tér minden vekto-
ra egyértelmtien el6all egy sikba es6 és egy ra mer6leges vektor Ossze-
geként. A mellékelt dbra szemlélteti, hogy a tér mindegyik vektordnak
tukorképe tgy kaphaté meg, hogy a sikba es6 Osszetevsjét meghagy-
juk, és ahhoz adjuk a sikra mer&leges Osszetevs ellentettjét. Termé-
szetes médon adédik az otlet, hogy vélasszuk ki a sik egy tetsz6leges
bazisat (lljon ez az a és b vektorokbdl), és e két vektorhoz vegyiink
hozza egy sikra mer6leges ¢ vektort harmadik bazisvektornak. Ek-
kor a tiikroz6 T leképezés hatdsa e vektorokon: Ta = a, Tb = b és
Tc = —c. Az {a,b, c} bazisban e harom vektor koordinatas alakja a
harom standard egységvektor, igy T matrixa

10 O
01 0
0 0 —1
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Igy e bazisban egy tetszéleges (x,v,z) vektor tiikorképe (x,y, —z). O

E példédban tigy valasztottunk bézist, hogy olyan vektorokat keres-
tink, melyek 6nmaguk skaldrszorosidba mennek, azaz amelyek kielé-
gitenek egy Tx = Ax alakt egyenletet. Ez a kovetkez6 definiciéhoz
vezet, melyet el6szor csak matrixokra mondunk ki.

8.2. DEFINICIO (SAJATERTEK, SAJATVEKTOR). Azt mondjuk, hogy a A
szdm az A mdtrix sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor, mely-
re Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A midtrix A sajdtértékhez tartozo
sajatvektorainak, a (A, x) pdrokat pedig az A sajétpdrjainak nevezziik.

—22
723]

mdtrixnak —1 eQy sajdtértéke, és (2,1) az egyik hozzdtartozé sajdtvektora,
azaz (—1,(2,1)) egy sajatpdr. Mutassuk meg, hogy a (2,(1,2)) pdr ey
mdsik sajdtpdr!

8.3. PELDA (SAJATERTEK, SAJATVEKTOR). Igazoljuk, hogy az A = |

MEeGoOLDAS. Valbban,

-2 2| |2 -2 -2 2|2 2
-2 3| |1 -1 -2 3| |1 1
E matrix egy madsik sajatértéke 2, ugyanis
-2 3| |2 4 -2 3| |2 2 O

Ha x egy sajatvektor, akkor minden nemnulla konstansszorosa is
az, ugyanis

A(cx) = cAx = cAx = Aex),
azaz A(cx) = A(cx). Ennél tobb is igaz:

8.4. ALLITAS (A SAJATVEKTOROK ALTEREI). Ha az A mitrixnak A egy
sajdtértéke, akkor a A-hoz tartozé sajdtvektorok a nullvektorral egyiitt alteret
alkotnak, mely megegyezik A — AI nullterével.

BizonyiTAs. A nem nullvektor x pontosan akkor egy A sajatérték-
hez tartoz6 sajatvektor, ha kielégiti az Ax = Ax egyenletet, azaz az

Ax — Ax = 0 egyenletet, vagyis ha megolddsa a homogén linedris
(A — AI)x = 0 egyenletnek. Ez pedig épp azt jelenti, hogy x eleme
A — AT nullterének. O

8.5. DEFINICIO (SAJATALTER). A négyzetes A mitrix A sajdtértékhez tar-
tozo sajdtvektorai és a nullvektor dltal alkotott alteret a A sajdtértékhez tar-
tozo sajataltérnek nevezziik.



8.6. PELDA (SAJATALTER BAZISANAK MEGHATAROZASA). Adjuk meg az

3
A= |1
1

(o) We clie)N

1
1
3
mdtrix 2-hoz, mint sajdtértékhez tartozo sajdtalterét 1igy, hogy megadjuk egy

bdzisdt! Tegyiik meg ugyanezt a 10-hez tartozé sajdtaltérrel is.

MEGOLDAS. Elészor ellendrizziik, hogy a 2 sajatérték! Ehhez meg kell
mutatni, hogy az (A — 2I)x = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis
megoldasa. Hozzuk az egytitthatomatrixot redukalt 1épcss alakra:

1
A-2I= |1
1

(o) Ne)Ne)N
o o O

1 1 1
1 = 0 0f.
1 0 0

Mivel r(A — 2I) = 1, ezért az (A — 2I)x = 0 egyenletrendszer szabad
valtozoinak szdma 2, és megolddsa

—6s —t —6 -1
X = S =S 1 +t 0
t 0 1

Tehdt a sajataltér egy bazisa a (—6,1,0) és (—1,0,1) vektorokbol all.
A 10 is sajatérték, mivel az (A — 10I)x = 0 egyenletrendszernek
van nemtrividlis megolddsa, ugyanis

-7 6 1 0 -1
A-2I=| 1 -2 1 == 01 -1y,
1 6 -7 00 0
tehat a megoldds
t 1
x= |t| =¢t|1].
t 1

Igy a sajatalteret az (1,1,1) vektor fesziti ki.
A két sajataltér egyike 2-, masika 1-dimenzi6s altér. Ezt szemlélteti
a 8.1. dbra. O

Karakterisztikus polinom  Léattuk, hogy az Ax = Ax egyenletnek ponto-
san akkor van a zérusvektortdl kiilonb6z6 megoldédsa, ha a homogén
linedris (A — AI)x = 0 egyenletrendszernek van nemtrividlis megoldé-
sa. Ez a 6.12. tétel szerint pontosan akkor igaz, ha

det(A — AI) = 0. (8.1)
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(=1,0,1) (1,1,1)

(—6,0,1)
/

8.1. dbra: A 8.6. feladatbeli A matrix saj-
atalterei: a 2-hoz tartozé 2-dimenzids al-
tér, melyet a (—6,1,0) és (—1,0,1) vek-
torok feszitenek ki, és a 10-hez tartozoé
1-dimenzi6s altér, melyet a (1,1,1) vek-
tor feszit ki.
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Ez tehét azt jelenti, hogy A pontosan akkor sajatérték, ha kielégiti
a (8.1) egyenletet. Ezt az egyenletet az A matrix karakterisztikus eqyenle-
tének nevezziik. Ha A egy n x n-es matrix, akkor az egyenlet bal oldala
a determindns kifejtése utdn egy n-edfoku polinom, melyet karakterisz-
tikus polinomnak neveziink.

8.7. PELDA (KARAKTERISZTIKUS POLINOM FELIRASA). Hatdrozzuk meg
az
1 a b a b c
a b
A:L 1, B=(0 1 ¢|, C=1|1 0 0f.
0 01 010
mdtrixok karakterisztikus polinomjdt és ahol lehet, probdljunk meg dltaldno-

sabb érvényii dllitdsokat megsejteni az eredmény alapjin!

MEecorpAs. Ki kell szdmitanunk a det(A — AI) determindns értékét:

a—A b
A - I == = — — —
det( Al) Y (a—A)(d—A)—bc
= A2~ (a+d)A + (ad — bc)
= A2 — trace(A)A + det A. (8.2)

Kimondhaté a kovetkeztetés: 2 x 2-es matrixok karakterisztikus poli-
nomjat a métrix nyomaval és determindnsaval is ki tudjuk fejezni.
A B matrix karakterisztikus polinomja

detB—AI)=| 0 1-A ¢ |=(1-2A)>%
0 0 1-A

Ebbdl leolvashatd, hogy a hdromszogmatrixok karakterisztikus poli-
nomjéanak alakjat nem befolyasoljdk a féatlon kiviili elemek (1d. a 8.8.
tételt).

A C matrix karakterisztikus polinomja

det(C—AI)=| 1 —A 0
0 1 -A

= (a—MA%*+c+bA
= - A +ar?+br+c

Ez azt sejteti, hogy minden polinomhoz kénnyen konstrualhaté olyan
matrix, melynek az a karakterisztikus polinomja (1d. a ?? feladatot). O

Az el6z6 feladat tanulsagait kiilon allitdsokban is megfogalmazzuk:

A karakterisztikus polinomot a
det(AI—A)

determindnssal is szokds definidlni. E16-
nye, hogy ekkor a polinom f&egytittha-
téja mindig 1, mig az altalunk hasznalt
definicié szerint a pératlan rendi mat-
rixok karakterisztikus polinomjanak —1
a f6éegytitthat6ja. Hatranya viszont az,
hogy a konstans tag nem mindig a deter-
mindns, masrészt a kézzel valé szamo-
14s is nehézkesebb, ezért az elemi felada-
tok egyszertibb szdmolhat6sdga érdeké-
ben is hasznosabb a det(A — AI) alakot
vélasztani.
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8.8. ALLITAS (HAROMSZOGMATRIXOK SAJATERTEKEI). A hdromszogmdt-
rixok és igy a diagondlis mdtrixok sajdtértékei megegyeznek a f6dtlo elemei-
vel.

BizonyiTAs. Ha A haromszogmatrix, akkor A — Al is, és egy harom-
szogmatrix determindnsa megegyezik f6atlébeli elemeinek szorzata-

val. Eszerint az A = [a;;] matrix karakterisztikus egyenlete
(a1 —A)(ap —A) ... (4w —A) =0
aminek a gyokei a;; (i = 1,...,n). Igy ezek az A sajatértékei. O
8.9. ALLITAs (DETERMINANS, NYOM ES A SAJATERTEKEK). Ha az n-
edrendii A mdtrix sajdtértékei Aq,..., Ay, akkor
dﬂ(A):wMAZH.An
trace(A) =AM+ A+ -+ Ay

Ezek az értékek megjelennek a karakterisztikus polinomban: a determindns a

n—1

konstans tag, a nyom a (—A)"~* eqyiitthatdja.

BizonviTAs. A karakterisztikus polinom gyoktényez6s alakja:
det(A —AI) = (A —A) (A2 —A) ... (A —A)
A = 0 behelyettesitése utdn kapjuk, hogy
det(A) = AqAz... Ay

Az &llitds nyomra vonatkozo részének bizonyitasat feladatként ttizziik
ki. m)

A valds 2 x 2-es mdtrixok sajdtaltereinek jellemzése  Olyan eredményekkel
fogunk megismerkedni e paragrafusban, melyek 4ltalanosithatok lesz-
nek magasabb dimenziéra, de 2-dimenzi6 esetén egyszer(ibb a szem-
léltetésiik.

Lattuk, hogy ha x sajatvektor, akkor barmely konstansszorosa is az.
Igy egy egyenessel parhuzamos vektorok koziil elég csak egy vektor
képét vizsgélni, mondjuk az egységvektorét. Hasznos lesz tehat a li-
nedris leképezések kordbban megismert egységkor-abrazolasa (1d. 7.4
dbra).

8.10. PELDA (2 X 2-ES MATRIXOK SAJATVEKTORAINAK ABRAZOLASA).
Hatdrozzuk meg a 7.5. és a 7.6. példdkban is szerepld

-

mdtrixok sajdtértékeit és sajdtvektorait. Szemléltessiik ezeket az egységkor-

1
QWU
| U1 G
[IN[S; ' NIe%)
QWU
H= QW= U1
| S

[
WS GT G
| S |

S

I
1

[

PSS

dbrdkban.
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MEecoLDAs. Egyszerti szimoldssal meghatarozhaté mind a négy mat-
rix karakterisztikus egyenlete, sajatértékei és sajatvektorai, bar a D
matrix esetén ezek komplex szamokat is tartalmaznak. A karakterisz-
tikus polinomot jeldlje p, indexében a métrix jelével. Ezutdn megadjuk
a sajatértékeket, majd a sajatvektorokat:

5 1 1] 1
2
pA(/\) A 2/\+ ;M , A2 5’ X1 11" X2 _1]
3 1 1] 1
— 2 — = — e = —— — —
ppA) =AT=5A-1 M =2 h=-5 x=|| % _1]-
% -
pC(/\):)\z_l/ A1:1/ )\2:_1! X1 = 3/X2: i‘|
:i—_ 44 _ 343
pp(A) =A% +1, M=i d=—i, x = 5151],x2— 5*{41
Némi nehézséget a D matrix okoz, ezért az ahhoz tartozé szamitdsokat
részletezziik:
_3_
DALl =| %, 2 =A%+
-2 -
_3_; 5 1 344 3 _ 4y v
M=i: 451 5 | = it amib6l x; = | ° 5,
—1Z —i 1 0 0 1 A=—0
3 5 3 _ 4: 3 4 4: A=1
_3 3 1 —-3_4 3,4
Ay = —i: 45+1 34 | = 15! amibsl x, = |° 5.
-3 —3+i 0 0 =
A négy matrixhoz tartoz6 egységkorébra a 8.2 dbran lathato. m — _——
8.11. TETEL (2 X 2-ES SZIMMETRIKUS MATRIXOK SAJATALTEREI). Legyen
A egy 2 x 2-es szimmetrikus mdtrix. Ekkor

a) A minden sajdtértéke valds,

b) A-nak pontosan akkor van két azonos sajdtértéke, ha al alakii, ekkor a sik
dsszes vektora sajdtvektor,

c) minden egyéb esetben A-nak két kiilonbozd sajdtértéke van, és ekkor saj-
dtalterei merblegesek eqymadsra.

Zf

A
=7

==
27

=
%

R

N~
NS

=

N

BrzonyiTAs. A 2 X 2-es szimmetrikus val6s matrix dltaldnos alakja A = 4

N

[48], ahol a,b,d € R. Ennek karakterisztikus egyenlete a (8.2) szerint
A2 — (a+d)A + (ad — b?). Az egyenlet diszkriminansa D = (a + d)? —
4(ad — b?) = (a — d)? + 4b*> > 0. Tehat a gyokok, vagyis a sajatértékek
valésak. Ez bizonyitja a)-t. A két sajatérték csak akkor egyezik meg, ha

S5

L
s
7z

D =0, ez viszont csak a = d és b = 0 esetén lehetséges, ami bizonyitja
b)-t. A ¢) éllitas igazoladsat a feladatok kozt tlizziik ki. O

8.2. dbra: A négy leképezés sajétiranyai.



Madtrix Osszes sajdtértékének és sajdtvektordnak meghatdrozdsa Az el6z6

paragrafusokban lefrtak alapjan egy matrix sajatértékeinek és sajatvek-

torainak meghatdrozéasa két lépésben elvégezhetd:

1. megoldjuk a det(A — AI) = 0 karakterisztikus egyenletet, ennek
gyokei a sajatértékek,

2. minden A sajatértékhez meghatdrozzuk az A — AI nullterének egy
bazisat, az éltala kifeszitett altér nemzérus vektorai a A-hoz tartozé
sajatvektorok.

8.12. PELDA (AZz OSSZES SAJATERTEK ES SAJATVEKTOR MEGHATAROZA-
sA). Hatdrozzuk meg a

o O O

11
2 0

0 2
mdtrix sajdtértékeit és sajdtvektorait!

MEGOLDAS. Az els6 1épés a karakterisztikus egyenletet felirdsa és meg-

olddsa. A kiszdmitandé determindns hdromszogalakd, igy értéke a
féatlobeli elemek szorzata:

det(A—A)=| 0 2—-A 0 |=-A2-7A)

A karakterisztikus egyenlet gydkei, és igy az A matrix sajatértékei
AM=0,A=A3=2

Tekintstik el6szor a A = 0 esetet. A — A1I nullterének meghatéro-
zasédhoz redukalt 1épcsds alakra hozzuk az A — A;I matrixot:

o O O
o O O

11 1
2 0| = 0
0 2 0

Ennek megolddsa x1 = ¢, azaz az 6sszes megoldas

O O =+

1
0

Tehat a A1 = 0 sajatértékhez tartozo sajataltér az (1,0,0) vektor &ltal
kifeszitett altér.

Tekintsiik ezutdn a Ay = A3 = 2 esetet. Meghatarozzuk az A — 2I
matrix nullterét.

-2 1 1 2 -1 -1
0 0] = |0 0 0] = 2x;1—xp—x3=0
0 0

0 0 0

o O

SAJATERTEK, DIAGONALIZALAS
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Ennek az (egy egyenletbdl all6) egyenletrendszernek a megoldésa: x, =
s,x3=1t,x1 = (s+1t)/2,azaz

(s+1)/2 1/2 1/2
S =s| 1 |[+t] O
t 0 1

Tehdt a Ay = A3 = 2 sajatértékhez tartozé sajétaltér az (3,1,0) és az
(%, 0,1) vektorok altal kifeszitett altér. O

Az n x n-es matrixok karakterisztikus egyenlete n-edfoku. Egy ilyen
egyenlet megoldasara n < 4 esetén van megoldoképlet, ezért ezeket az
egyenleteket — példdul egy komputer algebra program segitségével —
meg tudjuk oldani. Egyébként vagy szerencsénk van, és az egyenlet
olyan alakd, amilyenhez vannak gyors megoldasi lehet6ségek, vagy
csak kozelit6 megoldas megtaldldsara van esély.

8.13. PELDA (MAGASABBFOKU KARAKTERISZTIKUS EGYENLET). Hatdroz-
zuk meg az

1
A= |2
3

[CV I \S ]
N NN

mdtrix sajdtértékeit és sajdtvektorait!

MEGOLDAS. A karakterisztikus egyenlet:

A-AM=| 2 1-A 2

3 3 2-A
=(1-A)22-A)+24—-12(1—-A) —4(2—-A)

=—(A®—4A%2 - 111 —6)

E harmadfokt egyenlet megolddsara hasznalhatunk szamit6gépet, vagy
példaul a fiiggelékben megtaldlhaté Rolle-féle gyoktételt. Eszerint a
karakterisztikus egyenlet —(A +1)%(A — 6) = 0, igy gydkei A; = Ay =
—1és /\3 = 6.

A A = Ay, = —1 esetben

A+1I=

W NN
W NN

1
0f = x1+x2+x3=0.
0

W NN
o O =
o O =

Ennek megolddsa
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azaz a —1 sajatértékhez tartozo sajatalteret a (—1,1,0) és a (—1,0,1)
vektorok feszitik ki.
A A3 = 6 esetben

2

-5 2 2 1 0 —-2/3 X —Zx3=0
A-6l=| 2 -5 2/ — |0 1 —2/3] = ;
3 3 —4 00 0 X2 = 3X3= 0.
Ennek megoldésa a tortek alkalmazasat elkeriild x3 = 3t paraméterva-
lasztdssal
2t 2
2t =t|2].
3t 3

Tehat a A3 = 6 sajatértékhez tartozo sajatalteret a (2,2,3) vektor fesziti
ki. 0

A karakterisztikus egyenlet komplex gyokei Ha val6selemti matrixot vizs-
galunk, megeshet, hogy a karakterisztikus egyenletnek vannak komp-
lex gyokei. Mivel a valés szamok egytttal komplexek is, a valés elemfi
matrixot tekinthetjiik komplex elemfinek is, ekkor viszont a karakte-
risztikus egyenlet komplex gyokeit is sajatértéknek tekinthetjiik. Eb-
ben az esetben a komplex sajatértékhez komplex elemfi sajatvektor fog
tartozni.

8.14. PELDA (KOMPLEX SAJATERTEKEK £S KOMPLEX ELEMU SAJATVEK-
TOROK). Hatdrozzuk meg a komplex elemii

mdtrix sajdtértékeit és sajdtvektorait!

MEGOLDAs. A karakterisztikus egyenlet

_ <;_A)2+ (?)2:#—)\“.

AN —A+1=0 egyenlet gyokei % + ?i-
V3

El6szor vizsgéljuk a % + %71 sajatértéket:

1 VA, [ - i .
A_<2+21>I_l\é§ 3 = 0 0 = x—1iy =0.

2

Ennek az egyenlet(rendszer)nek a megoldédsa az y = t paraméterva-

o= -]

lasztéssal
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Tehdta 5 + @i sajatértékhez tartozo sajitaltér egy bazisa az (i,1) vek-
torbol 4ll
1_ V3

A 5 — 51 sajatérték esetén

1 V3 [V3; _ V3 1 i
A-(=-Yi)1=]2 2 iy = 0.
<2 2) L 2 *‘?i oo = =0

B

Ennek az egyenlet(rendszer)nek a megoldédsa az y = t paraméterva-

) -0

Tehét a 1 — %2i sajatértékhez tartozo sajatalteret a (—i,1) sajétvektor
fesziti ki. 0

lasztéssal

A karakterisztikus egyenlet t0bbsz0r0s gyokei: az algebrai és a geometriai mul-
tiplicitdis Ha A a karakterisztikus egyenlet k-szoros gyoke, vagy mds
széval A multiplicitdsa vagy algebrai multiplicitdsa k, akkor a A-hoz tar-
toz6 sajataltér d dimenzidjdra 1 < d < k. Ezt az allitast kés6bb bebizo-
nyitjuk. A sajdtaltér dimenzidjat szoktdk a A geometriai multiplicitdsdnak
nevezni. A 8.12. és a 8.13. példdk olyan eseteket mutattak, amikor a
sajatértékek algebrai és geometriai multiplicitdsa azonos, azaz minden
sajataltér épp annyi dimenziés, amennyi a gyok (algebrai) multipli-
citdsa. A kovetkez6 feladat azt mutatja, hogy a sajataltér dimenzidja
kisebb is lehet.

8.15. PELDA (SAJATERTEK ALGEBRAI £S GEOMETRIAT MULTIPLICITASA).
Hatdrozzuk meg az

1 0 0 O

410 01 0 O

A=10 4 1| ésaB= 00 2 1
0 0 4

00 0 2

mdtrix sajdtértékeit és azok algebrai és geometriai multiplicitdsdt?

MEGoLDAs. Mivel A hdromszogmatrix, ezért karakterisztikus polinom-
ja (4 — A)3, a 4 tehat hdromszoros gyok, azaz algebrai multiplicitdsa 3.

Mivel

010
0 01
0 00

A -4l =

ezért az (A — 4I)x = 0 egyenletrendszer az y = 0, z = 0 alakot 6lti,
aminek megolddsa



Eszerint A sajataltere 1-dimenzi6s, melyet az (1,0,0) vektor feszit ki.
A A = 4 sajatérték geometriai multiplicitdsa tehat 1.

A B maétrix karakterisztikus polinomja (1 — A)?(2 — 1), ennek gyo-
kei 1 és 2, és mindegyiknek kett6 az algebrai multiplicitdsa. Meghatd-
rozzuk sajataltereiket. A = 1 esetén

o]

|

>

L]

I

oo ]

|

L]

I
o o o o
o oo o
o - o o
_— = O O

Az ehhez tartoz6 homogén egyenletrendszer megolddsa:

+t

g N R
|

O O ~+ »n
|
(93}

o O O

o O = O

Tehat az altér dimenzidja 2, vagyis a geometriai multiplicitds megegye-
zik az algebraival. Ha A = 2, akkor

-1 0 00
B-AM=B-2I= 100 ,

0 0 1

0 0 0 0

ahonnan az ehhez tartoz6 homogén egyenletrendszer megolddsa:

ISR N IS
|

o - O O
Il
-

o = o O

Tehét az altér dimenzidja most 1, vagyis a geometriai multiplicitas ki-
sebb, mint az algebrai. 0O

Sajdtértékek és a mdtrix hatvinyai A matrixok fliggvényeinek szamo-
lasa szoros kapcsolatban van a sajatértékekkel. E témdban els6 1épés
a matrixokhatvényok sajatértékeinek és sajatvektoranak meghatéroza-
sa.

8.16. TETEL (MATRIX INVERTALHATOSAGA S A 0 SAJATERTEK). Az A
mdtrix pontosan akkor invertdlhaté, ha a O nem sajdtértéke.

BizonyiTAs. A pontosan akkor invertdlhat6, ha det(A) # 0, de ez
ekvivalens azzal, hogy det(A —0I) # 0, azaz 0 nem sajitértéke A-
nak. O

SAJATERTEK, DIAGONALIZALAS

379



380 LINEARIS ALGEBRA

8.17. TETEL (MATRIX HATVANYAINAK SAJATERTEKEI ES SAJATVEKTO-
RAI). Ha A az A mitrix egy sajdtértéke és x egy hozzd tartozo sajdtvektor,
akkor bdrmely egész n esetén A" sajdtértéke az A" mdtrixnak és x eqy hozzd
tartozé sajdtvektor, amennyiben A" és A" is értelmezve van.

BrzonviTds. n = 0 esetén A0 = 1 és AY = I, és ekkor minden vektor
sajatvektor, tehdt ekkor az 4llitds igaz.
Pozitiv n-re indukcidval igazoljuk az 4llitdst: n = 1 esetén nyilvdn

igaz, n = 2 esetén:
A%x = A(Ax) = A(Ax) = A(Ax) = A(Ax) = A%x.

Hasonl6an kapjuk, hogy ha n = k — 1 esetén mar igaz az allitds, akkor

n = k esetén is:
Afx = A(AFTx) = A(AF1x) = AF 1 (Ax) = AFT(Ax) = AFx
Ha A invertdlhat6, akkor
Ax = Ax, amib6l %x =A"1x, azaz A Ix = A" x.

Végiil negativ kitev6k esetén:

Afx = )ka, amib6l A Fx = A~ *x. 0O

8.18. TETEL (MATRIX HATVANYAINAK HATAsA). Tegyiik fel, hogy Aq,
Ag,... Ay sajdtértékei az n x n-es A mdtrixnak, és hogy xq,... Xy a hozzd-

7”2

juk tartozo sajdtvektorok. Ha egy n-dimenzids v vektor elddll e sajdtvektorok
linedris kombindcidjaként, azaz

V = C1X1 + C2X2 + ... + CkXg,
akkor bdrmely egész m esetén

A'v = Cl/\TX1 TP Cz/\ngZ T ooo TP CkAZle.

BrzonyiTAs. A bizonyitds magatodl értet6dd, hisz

Av = A (c1x1 + CoXp + ...+ ckxk)
=1 A"x) + A"y + ...+ AT X
= C]/\lmxl + Cz)\;nXQ +...+ Ck)xka O

» Sajnos az nem igaz, hogy minden maétrixhoz taldlunk n fliggetlen
sajatvektort, amelyek lineédris kombinaciéjaként minden vektor felirha-
to, igy e tétel csak a sajatvektorok linedris kombinacidjaként el6allo
vektorokrol szol! E tétel azt mutatja, fontos kérdés annak eldontése,
hogy egy matrix sajatvektoraibol mikor alkothat6 bazis.
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Specidlis mdtrixok sajdtértékei A matrixok egyes kiilonleges tulajdonsa-
gai a sajatértékek bizonyos tulajdonsdgat is befolyasoljak.

8.19. TETEL (SPECIALIS MATRIXOK SAJATERTEKE). Legyen A egy n-

edrend{i valés mdtrix. Ekkor

a) ha A szimmetrikus, akkor minden sajdtértéke valds,

b) ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajdtértéke imagindrius,

c) ha A ortogondlis, akkor minden sajdtértékének 1 az abszoliit értéke,

d) A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajdtértéke 0, azaz karakteriszti-
kus polinomja A" alakii.

BizonviTAs. a), b) Irjuk fel a sajétpar elemeit komplex algebrai alak-
ban, azaz legyen A = a + bi a valés A matrix sajatértéke, és legyen
X = y + zi a hozza tartoz6 sajatvektor. Tehdt Ax = A(y +zi) =
(a+ bi)(y + zi). Ha ennek mindkét oldalat balrél beszorozzuk az x
konjugéltjanak transzponéltjaval, azaz az X' = (y — zi)’ vektorral, ak-
kor kapjuk, hogy

X' Ax = (y — zi) (a4 bi)(y + zi) = (a +bi)(|y|> + |z|?).

Itt kihasznéltuk, hogy y'y = |y|? és 2’z = |z|2. Véve mindkét oldal
konjugaltjat és kihasznalva hogy A valds, tehat A = A, kapjuk, hogy

X' AX = (a = bi) (ly|* +|2[*).

Ezutan vegyiik mindkét oldal transzponaltjat. A jobb oldal nem vélto-
zik, hisz ott egy szam, azaz egy 1 x 1-es matrix &ll:

% A'x = (a— bi)(|y]? + [z]2).

Ezt Osszevetve a (119) egyenlGség két oldalan &ll6 kifejezéssel, és ki-
hasznélva, hogy x # 0 miatt |y|? + |z|? # 0, kapjuk, hogy

. a— bi, ha A szimmetrikus,
a+bi=
—a+bi, ha A ferdén szimmetrikus.

Eszerint b = 0, ha A szimmetrikus, és 2 = 0, ha A ferdén szimmetri-
kus, ami bizonyitja az elsd két allitast.

c¢) Ha A ortogonélis, akkor barmely x vektorra |Ax| = [x|. Igy
a sajatvektorra is, azaz |x| = |Ax| = |[Ax| = |A||x], amib8l A| = 1.
d) Ha A¥ = O, és A sajatértéke A-nak, akkor AF sajatértéke az A¥ = O
matrixnak, annak viszont csak a 0 sajatértéke, igy A-nak is minden
sajatértéke 0. Az 4llitds megforditdsat hamarosan igazoljuk. O

Az el6z6 tétel bizonyitdsabol minimadlis valtoztatdssal megkaphato
a kovetkez6 tétel bizonyitasa is, melyet feladatként t{iziink ki:
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8.20. TETEL (SPECIALIS KOMPLEX MATRIXOK SAJATERTEKE). Ha az n-
edrendii komplex A mdtrix

a) onadjungdlt, akkor minden sajdtértéke valds,

b) ferdén onadjungdlt, akkor minden sajdtértéke imagindrius,

c) unitér, akkor minden sajdtértékének 1 az abszoliit értéke.
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Feladatok jatértéke van, akkor sajitalterei merSlegesek egymadsra.

8.1. Igazoljuk a ?? tétel c) allitdsat, mely szerint ha egy
2 X 2-es szimmetrikus valés matrixnak két kiilonboz6 sa-
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Hasonlésdg, diagonalizdlhatdsdg

Egy linedris transzformdcié sajdtértékei és karakterisztikus polinomja meg-
Orzbdnek a kiilonféle bazisokban folirt mdtrixaira is. Olyan bdzist keresiink,
melyben mdtrixa a legegyszertibb alakii.

Linedris transzformdcidk sajdtértékei A sajatérték, sajatvektor, sajataltér
fogalma természetes modon atvihetd linearis leképezésekre is.

8.21. DEFINICIO (LINEARIS TRANSZFORMACIO SAJATERTEKE, SAJATVEK-
TORA). Azt mondjuk, hogy a A szdm az L linedris transzformdcio sajat-
értéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Lx = Ax. Az ilyen x
vektorokat az L linedris transzformdcio A sajdtértékhez tartozo sajatvekto-
rainak nevezziik.

Ha a lineéris transzformédci6 R? — R? vagy R® — R3 leképe-
zés, mely valamilyen egyszer(i geometriai transzformdciét valésit meg,
akkor néha a transzformdcié matrixdnak ismerete nélkiil is konnyen
meghatdrozhatjuk a sajatértékeket és sajatvektorokat.

8.22. PELDA (LINEARIS TRANSZFORMACIO SAJATERTEKE, SAJATALTERE).

Adjuk meg — pusztin geometriai szemléletiinkre hagyatkozva — az aldbbi

linedris leképezések sajdtértékeit és a hozzdjuk tartozo sajdtaltereket.

a) a sik vektorainak tiikrozése egy egyenesre (vagy pontjainak tiikrozése egy
origon dtmend egyenesre);

b) a stk vektorainak meréleges vetitése egy egyenesre (vagy pontjainak me-
r6leges vetitése eqy origon dtmend egyenesre);

c) a tér vektorainak elforgatdsa eqy egyenes koriil a 7 egész szdmui tobbszo-
10sétdl kiilonbozd szoggel;

d) a tér vektorainak merdleges vetitése egy sikra;

e) a tér vektorainak tiikrozése egy sikra.

P

MEGOLDAs. Az el6zd fejezetben, igy a ?? példdban bizonyitottakhoz
hasonléan lathatd, hogy mindegyik feladatbeli transzforméci6 linearis.

a) Egy egyenesre valo tiikrozés esetén csak az egyenessel parhuza-
mos és rd merdleges vektorok mennek sajat konstansszorosukba, még-
pedig az egyenessel parhuzamos vektorok sajat magukba, a rd mers-
legesek a sajat ellentettjiikbe. Tehat e transzformaciénak az 1 sajat-
értékhez tartozo sajataltere az egyenessel parhuzamos vektorokbdl, a
—1-hez tartoz6 sajataltere a rd merdleges vektorokbol 4ll. A pontokra
vonatkoz6 4llitds a pontokba mutaté helyvektorokkal adédik.

b) A sik merdleges vetitése egy egyenesre — hasonldan az el6z6 eset-
hez — helyben hagyja az egyenessel parhuzamos vektorokat, és a 0-
vektorba viszi a rd mer6legeseket. Tehdt az 1 sajatértékhez tartozo



sajataltér az egyenessel parhuzamos vektorokbdl, a 0-hoz tartozé saj-
dtaltere a rd merbleges vektorokbol 4ll.

c) A tér 7 egész szdmu tobbszorosétdl kiillonbozé szoggel vald el-
forgatdsa egy egyenes koriil a forgdstengellyel parhuzamos vektorokat
onmagukba viszi, és semelyik mdsikat sem viszi a sajat skaldrszorosa-
ba, igy az egyetlen sajatérték az 1, amelyhez tartozé sajataltér a forgds-
tengellyes parhuzamos vektorokbdl all.

d) A tér vektorainak merdleges vetitése egy sikra helyben hagyja
a sik Osszes vektordt, mig a sikra mer6leges vektorokat a 0 vektorba
viszi, tehat a két sajatérték 1 és 0. Az 1-hez tartozé sajataltér a sik
vektoraibdl, a 0-hoz tartozé sajataltér a rd mer6leges vektorokbdl all.

e) E feladatot megoldottuk a 8.1. példaban. A két sajatérték 1 és —1,
az 1 sajatértékhez tartozo sajataltér a sik vektoraib6l, a —1-hoz tartozé
sajataltér a rd mer6leges vektorokbol all. O

Egy linedris leképezéshez bazisonként mas-mds matrix tartozhat, de
a sajatértékeik mégis ugyanazok, hisz ha egy leképezés egy vektort a
A-szorosdba viszi, akkor azt A-szorosdba viszi minden bazisban.

Hasonlé mdtrixok sajdtértékei A 7.16. és a 7.17. tételekbdl tudjuk, hogy
egy linedris leképezéshez kiilonboz6 bazisokban tartozé matrixok ha-
sonléak, masrészt tudjuk azt is, hogy fontos matrixtulajdonsagok inva-
ridnsak a hasonldésdgra. E paragrafusban e tulajdonsagok korét fogjuk
béviteni.

8.23. TETEL (SAJATEREKHEZ KAPCSOLODO INVARIANSOK). Ha A ~ B,
akkor A és B karakterisztikus polinomja azonos, igy sajdtértékei, azok algeb-
rai és geometriai multiplicitdsai is megegyeznek.

BrzonyiTAs. A bizonyitas sordn foltessziik, hogy valamely invertalha-
t6 C maétrixszal A = C~'BC. Ekkor

A—-Al=C!'BC-ACIC)
= C }(BC — AIC)
=C {B-ANC,

azaz A — Al és B — Al is hasonl6ak. A 7.17. tétel szerint hasonl6 mét-
rixok determinansa megegyezik, igy det(A — AI) = det(B — AI), azaz
megegyeznek A és B karakterisztikus polinomjai is. Ez maga utdn von-
ja, hogy megegyeznek sajatértékeik, és azok (algebrai) multiplicitdsai.
A geometriai multiplicitdsok egyenl&ségéhez elég belatni, hogy A — Al
és B — AI nullterének dimenzidja megegyezik, azt viszont ugyancsak
a 7.17. tételben igazoltuk. O

» E tétel egyik kovetkezménye, hogy hasonl6é matrixok determinansa
megegyezik, hisz ezek a sajatértékek szorzatdval egyenl6k. Ezt mar
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bizonyitottuk a 7.17. tételben. Hasonléan igaz, hogy hasonlé métrixok
nyoma is megegyezik, hisz ezek a sajatértékek osszegével egyenlok.

» Fontos kovetkezménye tehdt e tételnek, hogy van értelme lined-
ris transzformdcié karakterisztikus polinomjdrdl, sajdtértékeir6l, sajdtalterei-
10l beszélni. Legaladbbis véges dimenziés esetben, pl. R” — R" vagy
C" — C" transzformdciok esetén ezt latjuk.

Mutrixok diagonalizdldsa Kordbban lattuk, hogy egy matrix hatvanya-
inak hatdsat milyen konnyf(i a sajatvektorok linedris kombindciéin ki-
szdmitani. Ez akkor lenne igazan hatékony eszkoz, ha sajatvektorok-
bél egy bazist tudndnk valasztani. Ebben a bazisban ugyanis a matrix
— mint azt bizonyitani fogjuk — diagonalis alakot olt.

8.24. DEFINICIO (DIAGONALIZALHATOSAG). Az n X n-es A mitrix dia-
gonalizalhat6, ha hasonlo egy diagondlis mdtrixhoz, azaz ha létezik egy
olyan diagondlis A és egy invertdlhaté C mdtrix, hogy

A=ClAC (8.3)

8.25. TETEL (DIAGONALIZALHATOSAG SZUKSEGES ES ELEGSEGES FELTE-
TELE). Az n X n-es A mdtrix pontosan akkor diagonalizdlhatd, ha van n
linedrisan fiiggetlen sajdtvektora. Ekkor a diagondlis mdtrix az A sajdtérté-
keibdl, C a sajdtvektoraibol dll.

BrzonvyiTAs. Ha A hasonl6 egy diagonalis métrixhoz, azaz van olyan
C matrix, hogy A = C~'AC diagonélis, akkor C-vel balrél szorozva
a CA = AC egyenltséget kapjuk. Ha C = [c] ¢ ... ¢y és A =
diag(A1,Ag, ..., Ay), akkor

M 0 ... 0
0 Ay ... O

[c1ea ... ¢l | . . | =Alcr e ... ocl, (8.4)
0 0 ... Ay

és itt a bal oldali métrix i-edik oszlopa A;c;, a jobb oldali matrixé Ac;,
amik megegyeznek, azaz Ac; = A;c;, tehat ¢; a A; sajatértékhez tartozo
sajatvektor. Mivel C invertalhatd, ezért oszlopvektorai fliggetlenek,
ami bizonyitja az allitdssunk egyik felét. Tegyiik most fel, hogy van
A-nak n fliggetlen sajatvektora. Képezziink a sajatértékekbdl egy A
diagonalis matrixot, a sajatvektorokbdl pedig egy C matrixot gy, hogy
a A i-edik oszlopaba kertil6 A; sajatértékhez tartozé sajatvektor a C
matrix i-edik oszlopéba kertiljon. Mivel A;c; = Ac;, ezért fonnéll a (8.4)
Osszefliggés, azaz A hasonlé A-hoz. O
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8.26. PELDA (MATRIX DIAGONALIZALASA). Diagonalizdlhaté-e a 8.12.
példabeli

>

Il
o O O
SO N =
N © =

mdtrix?

MEGOLDAs. Az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait meghataroztuk
a 8.12. példaban. Mivel Ay = 0, A, = A3 = 2, a hozzajuk tartozé sajat-
vektorok (1,0,0), (1/2,1,0) és (1/2,0,1), és ezek a vektorok linedrisan
fliggetlenek, ezért A hasonlé a A diagondlis matrixhoz, ahol

>

I
o O O
S N O
N © O
O NI
—_ O NI=

1
, és C= |0
i 0

Ez konnyen igazolhat6 a CA = AC sszefliggés ellendrzésével:

1 1 1 1
1 1 1fooo] Jo11][t 11
0 1 0{[0 20/=[020[[0 10
00 1/lo o2 oo20oo01 O

A diagonalizalhatésag fontos voltdra tekintettel érdemes tovabbi fel-
tételeket gyfijteni, melyek kénnyen ellenérizheték. Tobb elégséges fel-
tétel szdrmaztathato a kovetkez6 tételbdl:

8.27. TETEL (KULONBOZO SAJATERTEKEK SAJATVEKTORAI). Ha Aq,
Ag,... A kiillonbozo sajdtértékei az n x n-es A mdtrixnak, akkor a hozzdjuk
tartozo x1, Xo,. .. Xy sajdtvektorok linedrisan fiiggetlenek.

BizonyiTAs. Indirekt médon tegyiik fel, hogy e vektorok linedrisan
osszefiiggbk. Ekkor van a vektorok kozt olyan, amely csak a kisebb
indextiek linedris fiiggvénye. Legyen ezek koziil a legkisebb indexti
X;, azaz

X; = C1X1 + ...+ Ci_1Xi_1, (8.5)

de az i-nél kisebb indexti vektorok madr linedrisan fiiggetlenek. Szo-
rozzuk meg az egyenl6ség mindkét oldalat balr6l az A maétrixszal:

Ax; = A(cyxq + ...+ ci_1x-1) = c1Axy + ...+ ci_1Ax;_1,
majd hasznaljuk ki, hogy e vektorok sajatvektorok:
AiX; = ciMx) + ...+ 1A 1Xiq- (8.6)
Ezutén a (8.5) egyenlet mindkét oldalat A;-vel szorozva kapjuk, hogy

AiX; = 1A X1 + ...+ i1 Aixi_q. (8.7)
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Végiil a (8.7) egyenletbdl a (8.6) egyenletet kivonva kapjuk, hogy
0=rci(A—Ar)xg+ ... +ei1(A = Aii1)xiq,

Mivel az x,..., x;—1 vektorok mar linearisan fiiggetlenek, és a A4,...,
A; értékek kiilonbozoek, igy ¢; = - -+ = ¢;_1 = 0. Eszerint

x;=0x714+---4+0x,_1 =0,

ami ellentmondas, hisz x; sajatvektor, tehat nem lehet a 0. Ez bizonyitja
az indirekt feltevés helytelen voltat, azaz igazolja 4llitdsunkat. O

» Szokds ugy fogalmazni, hogy a kiillonboz6 sajatértékekhez tartozo
sajatalterek linedrisan fliggetlenek, hisz barhogy valasztunk koziilik
egy-egy nemzérus vektort, azok linedrisan fliggetlenek lesznek.

» Masik fontos kovetkezménye e tételnek, hogy ha kiilonb6z6 sajatér-
tékekhez tartozo sajatalterek mindegyikébdl linedrisan fiiggetlen vek-
torokat valasztunk, akkor még ezek egyesitése is linedrisan fiiggetlen
lesz. Ha ugyanis linedrisan 0sszefliggnének, akkor az egy altérbe es6
vektorok linedris kombindci6it 6sszevonva egyetlen vektorrd, minden
sajatértékhez egy-egy sajatvektort kapnank, melyek osszefiiggdk len-
nének, ami a fenti tételnek ellentmond.

» Specidlisan az is igaz, hogy kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozé saj-
atalterek mindegyikébdl egy bazist védlasztva, azok egyesitése is lined-
risan fiiggetlen vektorrendszert ad.

8.28. KOVETKEZMENY (KULONBOZO SAJATERTEKEK £S DIAGONALIZAL-
HATOSAG). Ha az n-edrendii A midtrixnak n darab kiilonbozo sajdtértéke
van, akkor diagonalizdlhato.

BizonyiTAs. A 8.25. és a 8.27. tételek szerint n kiilonboz6 sajatértékhez
n fuiggetlen sajatvektor tartozik, ami épp azt jelenti, hogy a matrix
diagonalizalhato. O

Végezetiil osszefoglaldsul folsorolunk néhdny métrixosztalyt, me-
lyekbe tartozé matrixok mindegyike egyforman viselkedik a diagona-
lizalhat6sdgra nézve:

a) Egy val6s n-edrendti matrix nem diagonalizdlhat6 a val6s matrixok
korében, ha karakterisztikus egyenletének vannak komplex gyokei,

a komplex sajatértékekhez ugyanis nem taldlhaté valds sajatvektor,

igy nem taldlhatunk n fliggetlen sajatvektort, hisz a val6s sajatérté-

kek szadma kisebb n-nél. Péld4ul a

F

matrix a valésok f6l6tt nem diagonalizélhatd, de a komplexek folott
igen (Id. a ?? feladatot).



b) Nem diagonalizdlhat6k a nilpotens matrixok, példaul a

o O O

1
0
0

o = O

matrix (?? feladat).

c) Diagonalizdlhaté minden szimmetrikus matrix, s6t, sajatvektora-
ibdl ortonormalt bazis is kivalaszthaté. Ezt hamarosan belatjuk
(8.36. tétel).

8.29. PELDA (DIAGONALIZALHATOSAG MEGALLAPITASA). Dontsiik el,
hogy az aldbbi mdtrixok koziil melyik diagonalizdlhaté valds mdtrixként!

1
o] - P2 1o
A= , B= ,C=1(0 4 5|,D= .
0 0 4 1 00 6 0 0 20
0 00 2

MEGOLDAS. Az A matrix nilpotens, mert A2 = O, igy nem diagona-
lizalhat6. A B matrixnak vannak komplex sajatértékei, igy a valésok
folott nem diagonalizalhato, de a komplexek folott igen, mert két kii-
16nb6z6 sajatértéke van. A C matrixnak kiilénboz6ek a sajatértékei, és
mind valésak (1, 4, 6), igy diagonalizalhat6. A D matrix csak a figyel-
met ellen6rz6 kérdés, e matrix diagondlis, tehat diagonalizdlva van,
azaz biztosan diagonalizédlhato. O

Sajdtértékek multiplicitdsa és a diagonalizdlhatésdg” A sajatértékek algeb-
rai és geometriai multiplicitdsa, valamint a diagonalizdlhatésag kozt
egyszer(i, de fontos 0sszefiiggés van. Nevezetesen a geometriai mul-
tiplicitds sosem nagyobb az algebrainal, mdasrészt a diagonalizlha-
tésdg ekvivalens azzal, hogy a geometriai és algebrai multiplicitdsok
minden sajatérték esetén megegyeznek.

8.30. TETEL (ALGEBRAI ES GEOMETRIAI MULTIPLICITAS KAPCSOLATA).
Egy mdtrix valamely sajdtértékének geometriai multiplicitdsa nem lehet na-

o _on oo »

BizoNyiTAs. Az A maétrix egy u sajatértékének geometriai multiplici-
tasat jelolje g. Ez azt jelenti, hogy A — ulI nullterének van g vektorbdl
all6 bazisa. Legyen ez xq, Xa,.. ., Xg. Egészitsiik ki e bézist az egész tér
bazisava a X1, Xn vektorokkal. E fiiggetlen vektorokbdl képzett
C=[x1 ... Xg|Xg41 ... X,] mdtrix invertalhato. frjuk C-t blokkmatrix
alakba: X legyen az els6 g oszlopbdl 4ll6 blokk, azaz C = [X[|Y]. Mi-
vel X oszlopai a p-hoz tartozé sajétvektorok, ezért AX = uX. A C~!
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inverzet els6 g sora utan bontsuk blokkokra:

frjuk fel az I = C~1C 6sszefiiggést blokkmatrix alakban:

zZ
W

ZX ZY
WX WY

[x Y}:

Innen leolvashato, hogy WX = O, ZY = O, ZX = I, WY = I, .
Ezeket folhaszndlva kapjuk, hogy

ZAX ZAY
WAX WAY

c'ac=

vaA{X Y}: " |0 WAY

Hl, ZAY]

ugyanis ZAX = ZuX = puZX = ulg, és WAX = yWX = O. Az igy
kapott matrix karakterisztikus polinomja

ulg — Al ZAY
O  WAY AL,

7

ami a 6.29. tétel szerint (u — A)8 det(WAY — Al ). Ez pedig azt je-
lenti, hogy C~1AC és ezzel egyiitt A karakterisztikus polinomjanak u
legaldbb g-szeres algebrai multiplicitdsu gyoke. O

8.31. TETEL (DIAGONALIZALHATOSAG ES A GEOMETRIAI MULTIPLICI-
TAS). Egy n-edrendii négyzetes mdtrix pontosan akkor diagonalizdlhato,
ha a sajdtértékeihez tartozo geometriai multiplicitdsok dsszege n.

BizonyiTAs. (=) Ha a matrix diagonalizdlhat6, akkor az azonos sa-
jatértékhez tartozé vektorok éltal kifeszitett sajataltér dimenzidja meg-
egyezik e sajatérték geometriai multiplicitdsaval. A geometriai multip-
licitdsok Osszege tehat épp n, hisz egyetlen sajatvektor sem lehet két
sajataltérben.

(<) A geometriai multiplicitis nem nagyobb az algebrainal, az al-
gebraiak 0sszege pedig legfoljebb n (komplex esetben pontosan 7, va-
16s esetben lehet n-nél kisebb is, ha a karakterisztikus polinomnak van-
nak komplex gyokei). Igy ha a geometriai multiplicitdsok 6sszege n,
akkor minden sajataltérbdl kivélasztva egy bazist, és véve ezek egye-
sitését, egy n sajatvektorbodl allé fiiggetlen vektorrendszert kapunk
(Id. a 8.27. tétel uténi megjegyzéseket). Igy tehat a métrix diagona-
lizalhato. O

» E tétel elegdns megfogalmazdsa igy hangzik: egy T test folotti n-

edrend{i matrix pontosan akkor diagonalizalhaté, ha a T" tér el6all
sajataltereinek direkt dsszegeként.



> A tétel linearis leképezésekre is kimondhaté: az A : T" — T"
linearis leképezés pontosan akkor diagonalizdlhat6, ha sajatalterei di-
menzidjdnak Osszege 1.

8.32. PELDA (LINEARIS TRANSZFORMACIO DIAGONALIZALASA). Az

aldbbi linedris leképezésekhez keressiink — pusztdn geometriai szemléletiink-

re hagyatkozva — olyan bdzist, melyben a mdtrixa diagondlis. Haszndljuk fel

a 8.22. példa eredményeit.

a) a sik vektorainak tiikrozése egy egyenesre (vagy pontjainak tiikrozése egy
origon dtmend egyenesre);

b) a stk vektorainak merdleges vetitése egy egyenesre (vagy pontjainak me-
r6leges vetitése eqy origon dtmend egyenesre);

c) a tér vektorainak elforgatdsa egy egyenes koriil a 1t egész szdmui tobbszo-
10sétol kiilonbozo szoggel;

d) a tér vektorainak merdleges vetitése egy sikra;

e) a tér vektorainak tiikrozése egy sikra.

MEGOLDAS. A 8.22. példdban meghatdroztuk e leképezések sajatalte-
reit. Ezeket hasznéljuk a kovetkez&kben.

a) Az egyenes — melyre tiikroziink — egyik irdnyvektora legyen a,
egy rd merbleges nemnulla vektor legyen b. Ekkor Ta = a és Tb =
—b, ahol T a tiikr6z6 linedris leképezés. Ennek az {a, b} bazisban a

b

b) Az egyenes — melyre vetitiink — egyik irdnyvektora legyen a, egy

matrixa

rd merGleges nemnulla vektor legyen b. Ekkor Pa = a és Pb = —b,
ahol P a vetit6 linedris leképezés. Ennek az {a, b} bazisban a matrixa

b o)

c) E leképezésnek nincs valés diagondlis matrixa, mert csak egyet-
len valés sajateltere van, és az csak 1-dimenzids: ez a tengely irdny-
vektora dltal kifeszitett altér. A forgdstengelyre mer6leges sik ugyan
nem sajétaltér, de a forgatds dnmagdba viszi (az ilyet nevezik invaridns
altérnek), igy ennek bazisaval egy ,diagondlishoz kozeli” alakot kap-
hatunk. Ha a forgés tengelyének egy irdnyvektora a, a rd merdleges
sik egy ortonormalt bazisa {b, c}, ahol a b vektor 71/2 radidnnal valé
elforgatottja épp ¢, akkor az {a, b, c} bazisban a forgat6 F leképezés
matrixa

1 0 0
0 cosa —sina|,
0 sina cosa
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ugyanis Fa = a, Fb = cosab + sinac, Fc = —sinab + cos ac.

d) A sik, melyre vetitiink az 1 sajatértékhez tartozik. Ha ebben va-
lasztva egy {a, b} bazist, és ¢ egy a sikra mersleges nemzérus vektor,
akkor Ta=a, Tb = b, Tc = 0, igy T maétrixa

S = O
S © O

1
0
0
e) A sik, melyre tiikroziink az 1 sajatértékhez tartozik. Ha ebben

valasztva egy {a, b} bazist, és c egy a sikra mer6leges nemzérus vektor,
akkor Ta=a, Tb = b, Tc = —c, igy T métrixa

10 0
01 0f.
0 0 -1

Diagonalizdlhaté mdtrixok spektrdlfelbontdsa” A diagonalizalhaté A méat-
rix A = CAC! alakja egy hasznos felbontésat, az tn. spektralfelbon-
tdsat adja a matrixnak.

Legyen A spektruma {Aj,Ay,...,Ax}. Bontsuk fel a A métrixot
blokkdiagonadlis alakra tgy, hogy az azonos sajatértékek egy blokkba
keriiljenek, majd ennek megfeleléen bontsuk fel a C és C~! matrixot
is blokkokra a kovetkezdk szerint:

O M ... O 1 Y/Z
A=| . T ], Cc=x X .. xk}, cl=|
0O O .. ANl Y,

frjuk fol e matrixokkal az A = CAC™! felbontast, majd fejtsiik ki a
blokkmfiveleteket:

ML O .. O][Y

» O M ... O|Y,
A=CAC'=[x; X, ... xk] S
0O 0 .. Adl|Y

= MX Y]+ A2Xo Y5 + -+ XY
= )\11)] + )\ZPZ + ttt + )\kPk,

ahol PP; = X;Y! a A; sajatértékhez tartoz6 matrix, melyr6l a kovetke-
z6ket fogjuk megmutatni:
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8.33. ALLITAS (DIAGONALIZALHATO MATRIXOK SPEKTRALFELBONTA-
SA). Minden {Aq, Ay, ..., A} spektrumii diagonalizilhaté A madtrix fel-
irhatd

A = AMPp+ APy + - - + APy

alakba, ahol

@) Py+Pyt - +P =1

b) PiP; =0, hai#j,

¢) P;az N (A — A1) sajidtaltérre valé O(A — A1) altér menti vetités.

» Valdjdban megmutathat6, hogy a fenti harom feltétel sziikséges és
elégséges feltétele annak, hogy A diagonalizdlhat6 legyen. E tételt
nevezik a diagonalizalhat6 matrixok spektraltételének.

BrzonvyiTAs. A fent konstrudlt felbontdsr6l megmutatjuk, hogy eleget
tesz a feltételeknek.

a) A CC~! = I egyenléséget blokkmatrixokként kezelve és folhasz-
nédlva a PP; = X;Y! egyenl6ségeket is kapjuk, hogy P; + P, + --- +
P, =L

b) A C~1C = I egyenl&ség blokkmétrixokalakja viszont az Y/X; =1,
és az Y;X; = O (i # j) egyenl6ségre vezet.

c) Az el6z6ekbdl adodik, hogy P? = P;, ugyanis P? = X;(Y/X;)Y! =
X;Y} = P;. Eszerint tehét P; vetités. Meg kell még mutatnunk, hogy
O(P;) = N(A —A1). Ehhez folhasznéljuk, hogy barmely két X, Y
matrixra O(XY) C O(X).

O(P;) = O(X;Y;) € O(X;) = O(X;YiX;) = O(P;X;) € O(P;).

Tehat mindeniitt egyenl6ség all fenn, és O(P;) = O(X;) = N (A —
A1), Végiil megmutatjuk, hogy a vetités nulltere N'(P;) = O(A — AI).
Kihasznélva a font bizonyitottakat kapjuk, hogy

k

K K
Pi(A—AI) =P; (Z)‘jpj - Ay, Pj) =) (4 —A;))P;P; = 0.
= =

j=1

Eszerint O(A — ;1) C N(P;). Masrészt N (A — A1) = O(P;), igy
a dimenzittétel miatt dim O(A — A;I) = dim NV (P;), ami bizonyitja,
hogy NV (P;) = O(A — A1). |

Madtrixok hatvdnyai és eqyéb fiigguényei Ha egy folyamat egy x; allapo-
tat a kovetkezbvel egy linedris xx 1 = Ax; kapcsolat fiizi 6ssze, akkor
az x; = AFxg osszefliggés miatt a folyamatot az A matrix hatvanyai
jellemzik. Kérdés lehet példaul a matrixhatvanyok aszimptotikus vi-
selkedése, vagy a nagy kitevdjti hatvanyok gyors kiszamitdsdnak moéd-
ja.
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Diagondlis matrix hatvanyai igen konnyen szdmolhatdk, csak a f6-
atl6 elemeit kell hatvanyozni. Masrészt (C~'MC)K = C"IM*C, ezért
a diagonalizdlhat6 matrixok igen kénnyen hatvanyozhatok.

8.34. PELDA (MATRIXOK NAGY KITEVOS HATVANYAT). Tekintsiik az aldbbi

7

két ,,majdnem egyenls” mdtrixot:

A— —-03 1.8  B= —-03 1.8
—06 138 —-05 1.8

Vizsgdljuk meg hatvdnyaik hatdrértékét, ha a kitevd tart a végtelenhez!

MEeGoLDAs. Mindkét métrixot diagonalizaljuk:

2 3
A =C'AC = 8‘3 8'8], ahol C= |3 @3]
R V5 Vi3
valamint
_2
A, =D 'BD = 1200 , ahol D = ; 11 , D=3 2
00 03 2 1 3 -2
Igy a k-adik hatvany kénnyen szamolhat6:
06 00]" 0.6 0.0
Af=c| " |l clt=c| et
0.0 09 0.0 0.9k

Mivel mindkét sajatérték abszolut értéke kisebb 1-nél, ezért A’f —- 0
és igy AK — O, ha k — co. A B métrix esetén

k
k
B —D 1.2 00 DD 1.2 0.0 D1
0.0 03 0.0 0.3*

ami arra vezet, hogy Ag — [$ 3] ésa D ésa D! elemeinek elgjelét is
figyelembe véve igy AF — [~ 2], ha k — . O
Madtrixok ortogondlis diagonalizdldsa, valds spektrdltétel Diagonalizélni egy
matrixot azzal ekvivalens, hogy a hozza tartozé matrixleképezéshez
taldlni egy olyan bézist, melyben matrixa diagondlis. A gyakorlati al-
kalmazasokban kiilondsen szerencsés, ha e bazis még ortonormaélt is!
Val6s matrixok kozt pontosan a szimmetrikusak azok, amelyek igy
diagonalizalhatok.

A 8.25. tétel szerint a diagonalizdlhatésdg sziikséges és elégséges
feltétele, hogy létezzék a méatrix rendjével egyez6 szamu fiiggetlen sa-
jatvektora. Ha e vektorok ortonormdlt rendszert alkotnak, akkor a
beléliik alkotott métrix ortogonalis matrix.



8.35. DEFINICIO (ORTOGONALIS DIAGONALIZALHATOSAG). Az A miit-
rix ortogondlisan diagonalizélhatd, ha taldlunk egy ortogondlis Q és egy
diagondlis A mdtrixot, hogy Q'AQ = A.

El6szor megmutatjuk, hogy szimmetrikus métrix esetén a sajatalte-
rek nem csak fliggetlenek egymastol, de merélegesek is egymasra.

8.36. TETEL (SZIMMETRIKUS MATRIX SAJATALTEREI). Szimmetrikus mit-
rix barmely két kiilonbozd sajdtaltere merdleges eqymdsra.

BrzonvyiTAs. Két kiillonbozé sajataltér két kiilonbozd sajatértékhez tar-
tozik. Megmutatjuk, hogy az egyik altér barmelyik vektora meréleges
a masik altér barmely vektordra. Legyen tehat (A, x) és (p,y) két sa-
jatpar, ahol A # u két kiilonboz6 sajatértéke A-nak. fgy Ax = Ax és
Ay = py. Ebbdl adédik, hogy

AXy) = (AX)'y = (AX)'y = x'Ay = X'Ay = X'py = u(x'y).

Eszerint (A — u)(X'y) =0, de A — u # 0, ezért X'y = x-y = 0, azaz a
két vektor mersleges egymadsra. O

8.37. TETEL (VALOS SPEKTRALTETEL). A valds A mitrix pontosan akkor
diagonalizdlhato ortogondlisan, ha szimmetrikus.

Bizonvitis. (=) Tegyiik fel, hogy A ortogondlisan diagonalizélha-
t6, azaz létezik olyan ortogondlis Q és diagondlis A maétrix, hogy
Q'AQ = A. Ezt balrdl a Q, jobbrél a Q' métrixszal szorozva kap-
juk, hogy QQ'AQQ’ = QAQ’. Mivel Q ortogonalis, ezért QQ’ = 1,
igy A = QAQ'. Ekkor

A’ = (QAQ) = (Q)A'Q' =QAQ = A.

Tehat A szimmetrikus.

(<) Tegyiik fel, hogy A szimmetrikus, azaz A’ = A. Ekkor minden
sajatértéke valds, sajatértékei algebrai multiplicitdsanak Osszege tehat
n. El6szor megmutatjuk, hogy minden sajatérték geometriai multipli-
citdsa megegyezik algebrai multiplicitdsaval, tehat a matrix diagonali-
zélhat6. Legyen u egy tetszOleges sajatérték, geometriai multiplicitasa
legyen ¢. Ekkor sajatalterébdl kivélaszthatunk egy by,..., b, bazist,
amelyet kiegészitiink a teljes tér by,..., bg,..., b, bazisdva. Az e vek-
torokbdl képzett B matrixra tehat igaz az

AB:BV% ﬂ
o Y

Osszefiiggés. Mivel B oszlopai linedrisan fiiggetlenek, ezért B inver-

tdlhato, és igy B"'AB = [VCI)X i] Eszerint A ~ [”(I)g );], tehat a két
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matrixnak megegyeznek a sajitértékei. Mivel Y-nak mar nem lehet p
a sajatértéke, és a karakterisztikus polinom

p—AMIg X

=(p—A)% Y — AlD),
o5 | = = s derty - an

det(A — AI) = l(

ezért p algebrai multiplicitdsa is g, amivel bizonyitottuk, hogy A dia-
gonalizalhaté. Mar csak annak bizonyitdsa maradt, hogy a sajatvekto-
rokbdl ortonormaélt bazis is kivalaszthato, ez viszont abbdl kovetkezik,
hogy szimmetrikus maétrix sajatalterei merélegesek egymadsra, igy ha
minden sajataltérbdl kivalasztunk egy ortonormalt bazist, akkor azok
egyesitése az egész tér ortonormdlt bazisa lesz (Id. még errél a 8.27.
tételt és az azt kovetd masodik megjegyzést). O

8.38. PELDA. Diagonalizdljuk az aldbbi mdtrixot ortogondlisan!
311
1 3 1].
113

Hatdrozzuk meg az dttérés mdtrixdt a standardrdl arra a bdzisra, melyben e
mdtrix diagondlis alakot vesz fel!

MEeGoLDAs. A karakterisztikus polinom:
3—-A 1 1
1 3-A 1 |=-A+92%-242+20,
1 1 3-A

melynek gyokei 2, 2 és 5. Tehdt a diagondlis alak diag(2,2,5). Az
attérés matrixahoz sziikségiink lesz a sajatvektorokra. A = 2 esetén:

1 11 1 11
1 1 1| = 1|0 0 0f,
1 11 0 00
az x +y+z = 0 egyenletrendszer megoldésa pedig (x,y,z) = (—1,1,0)s +

(—1,0,1)t. Ennek az altérnek egy bazisa tehata (—1,1,0) ésa (—1,0,1)
vektorokbdl 4ll. A A =5 esetén:

-2 1 1 1 -2 1
1 -2 1l = |0 1 -1,
1 1 -2 0 0 0

amely egyenletrendszer megoldasa (x,y,z) = (1,1,1)t. A két kiilon-
boz6 sajataltérbdl valé vektorok merSlegesek egymadsra, de a A = 2-
hoz tartozo sajataltér két sajatvektora nem alkot ortogonélis rendszert,
ezért az altaluk kifeszitett térben 1j bazist keresiink, egy ortonormal-
tat. Legyenaz a = (—1,1,0)/ V2 vektor az egyik, ekkor




Ezt normalva kapjuk a b = (—%, —ﬁ, —%) vektort, végiill a A = 5-

hoz tartozé normalt vektor ¢ = %(1, 1,1). A standard bazisra valé

attérés matrixa tehat az [a|b|c| matrix, azaz

1 1 1
V2 V6 V3
1 _ 1 1
V2 V6 V3
0 V2 1
V3 V3

Ennek inverze lesz a standard bazisrél valé attérés matrixa, mely orto-
gondlis matrixrél 1évén szo6, a transzponaéltja, azaz

-1 1 0
V2 V2
_1 1 2
v
V3. V3 B -

Spektrdltétel onortogondlis mdtrixokra

Madtrixok unitér diagonalizdldsa A valés métrixok ortogondlis diagona-
lizalhat6sdg mintdjara a komplex matrixok unitér diagonalizdlhat6sa-
ga is alapvetd kérdés.

8.39. DEFINICIO (UNITER DIAGONALIZALHATOSAG). Az A mitrix unit-
éren diagonalizalhato, ha taldlunk egy unitér U és egy diagondlis A mit-
rixot, hogy U*AU = A.

Kvadratikus formdk

A csupa mdsodfokii tagot tartalmazo tobbudltozds polinomok mdtrixok sajdt-
értékeinek és sajdtvektorainak ismeretében egyszerfibb alakra hozhatok, igy
konnyebben vizsgdlhaték. E témdnak szdmtalan linedris algebrdn kiviili ma-
tematikai és matematikdn kiviili alkalmazdsa is van.

Homogén mdsodfokii polinomok mitrixszorzatos alakja Egy polinom egy
tagja mdsodfokii, ha abban az ismeretlenek fokszdmainak Osszege 2.
Példéaul az x, y és z véltozokban mésodfokd tagok az aldbbiak: 3x2,
axy, 2b%xz, —m?z?. Az olyan tobbvaltozés polinomot, melyben csak
masodfoku tagok vannak, tobbvéltozés homogén mdsodfokii polinomnak
nevezziik. Péld4ul 2x? + 4xy — y? egy 2-valtozés homogén mésod-
foka polinom. Mivel xy = yx, ezért ezt a polinomot ekvivalens mo-
don tobb mads alakba is 4t lehet irni, példdul: 2x? + 3xy + yx — y?,
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2x% — 5xy + Yyx — y2,..., 2x% 4 2xy + 2yx — y*. Az utolsé formula egy
matrixszorzatos folirds lehet&ségét sejteti:

2 2| |x
2 2
2x° +2xy +2yx —y [x _1/} lz _11 L/]

Valéban, altalaban is igaz, hogy

ax? 4 2bxy + cy” = ax? + bxy + byx + ey’ = {x y} [Z b] H
cf |y

Hasonl6képp a haromvaltozés homogén masodfokii polinomok is mat-
rixszorzatos alakba frhatok:

ax? + 2bxy + 2cxz + dy? + 2eyz + fz*
= ax? + bxy + cxz + byx + dy* + eyz + czx + ezy + fz*
a b c| |x
= [x y z} b d el |y
c e f| |z

8.40. PELDA (MASODFOKU POLINOM MATRIXSZORZATOS ALAKJA). frjuk
fel az x% + Zx% + 2x§ — 5x1xp — 3xpx1 + 5x1x3 — x3x1 kifejezést mdtrix-
szorzatos alakban!

MEGOLDASs. A vegyes tagokat el6szor Osszevonva, majd két egyenld
egyttthatdja részre bontva kapjuk, hogy

x% + Zx% + 2x§ — 8x1xp +4x1x3
= x% + 2x§ + ng —4xq1xp — 4xpx1 + 2x1x3 + 2Xx3X7
= x% —4x1x9 + 2x1x3 — 4x9x1 + 2x§ + 0xpx3 + 2x3x7 + Ox3x0 + 2x§
1 -4 2| |x
:{xleX3]—420.X2. O
2 0 2| |x3

A fentieket kovetve az x = (x1, Xy, ..., X, ) vektor koordinétditol fiig-
g6 homogén mésodfokd polinomok mindegyike
x' Ax

alakra hozhatd, ahol A szimmetrikus méatrix. Ezt nevezziik kvadra-
tikus alaknak, vagy kvadratikus formanak. Tipikus alkalmazdsokban
a matrix valés elemi. Ennek megfelelen e szakaszban a tovdbbiak-
ban kvadratikus forman mindig valds kvadratikus format értiink, tehat
kvadratikus formdnak nevezzik azt az

R" - R;x — x'Ax

fuggvényt, ahol A szimmetrikus méatrix.
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Fétengelytétel Egy kvadratikus formdhoz tartoz6 szimmetrikus matrix
diagonalizaldsaval a kvadratikus forma is egyszerti alakra hozhato.

A spektraltétel szerint minden valés szimmetrikus matrix ortogo-
néalisan diagonalizalhat6, azaz létezik egy olyan ortogondlis Q matrix,
és egy diagondlis A matrix, melyre Q'AQ = A. Tudjuk, hogy az
x — Ax matrixleképezés matrixa a Q oszlopvektorai alkotta Q orto-
normdlt bazisban A. Ha egy tetszéleges x vektor alakja e bazisban y,
akkor x = Qy. E helyettesitést elvégezve ugyanennek a fiiggvénynek
a Q bazisban folirt alakjat kapjuk:

x'Ax = (Qy)'A(Qy) = y'Q'AQy = y'Ay.

Eszerint, a kvadratikus forma e bazisban nagyon egyszertivé vilik,
csak négyzetes tagokat tartalmaz: A;y? + Ayy3 + - - - + Any3, ahol A =
diag(Aq, A2, ..., An). Ezzel bizonyitottuk az alébbi tételt:

8.41. TETEL (FOTENGELYTETEL). Ha A egy n-edrendii valds szimmetrikus
matrix, és a Q mitrix ortogondlisan diagonalizdlja, azaz Q'AQ = A dia-
gondlis, akkor az x = Qy helyettesités az x' Ax kvadratikus formdt a y' Ay
kvadratikus formdba transzformdlja, mely kifejtve csak négyzetes tagokat
tartalmaz, azaz

x' Ax = y'Ay = Aly% + Azy% 4+ /\ny%, (8.8)

ahol Ay, Ay,..., Ay az A mdtrix sajdtértékei.

> A tétel nevét késobb fogjuk részletesen megmagyardzni, most csak
annyit, hogy az X’ Ax = c egyenletti feliiletnek a Q bazis vektorai mind
szimmetriatengelyei, melyeket f6tengelyeknek is neveziink.

» Mivel Q ortogondlis matrix, ezért detQ = 1 vagy detQ = —1. Gya-
korlati (példdul bizonyos 3-dimenziés) alkalmazdsokban fontos lehet,
hogy a Q bazis is jobbsodrédst legyen, azaz hogy detQ = 1 legyen.
Igy a standard bazis beleforgathaté az Gj bazisba. Ez elérhets, ha
detQ = —1 esetén Q barmelyik oszlopat —1-szeresére véltoztatjuk.
Ez a kvadratikus forman nem véltoztat, hisz abban csak a sajatértékek
szerepelnek.

> A f&tengelytétel alkalmazasat egy kvadratikus forman fétengely-transz-
formdciénak nevezziik.

8.42. PELDA (FOTENGELY-TRANSZFORMACIO). Végezziik el a fOtengely-
transzformdcict az

f(x,y,2) = x* + 2y + 222 — 8xy + 4xz

kvadratikus formdn. Keressiink olyan jobbsodrdsti ortonormdlt bdzist, mely-
ben épp ez a kvadratikus forma alakja. Mi az dttérés mdtrixa?
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MEGOLDAs. A kvadratikus forma matrixszorzat-alakja

1 -4 2
[x y z} -4 20 y
2 0 2| |z

Matrixdnak karakterisztikus polinomja —A% + 512 + 12A — 36, ennek
gyokei, azaz a sajatértékek 6, —3, 2, a hozzajuk tartoz6 sajatvektorok
rendre (2,-2,1), (—5,—4,2), (0,1,2). fgy a keresett kvadratikus forma

6 0 0] [¢
& n ¢ |o =3 of ] =623 +25%
0 0 2|[¢

A sajatvektorokat normdlva megkapjuk az ortonormaélt bazist, mely-
nek vektoraib6l képzett determindns

2/9 -=5/3v/5 0
—2/9 —4/3v5 1/v5| = —1,
1/9  2/3v5 2/4/5

. < A hAgiee (2 2 1 2
teha;c egzy megfelels ortonormalt bézis: (§,—35,5), (ﬁ’ VA —3—\/5),
(0/ %/ % ) . U
Kvadratikus formdk és mdtrixok definitsége A f6tengelytétel konnyen at-
tekinthet&vé teszi a kvadratikus forma éltal folvett értékek lehetséges
elgjelét. Ez lehet6vé teszi a kvadratikus formak egy fontos osztalyoza-
sat.

8.43. DEFINICIO (KVADRATIKUS FORMAK ES MATRIXOK DEFINITSEGE).
Azt mondjuk, hogy az f(x) = x' Ax kvadratikus forma

a) pozitiv definit, ha f(x) > 0,

b) pozitiv szemidefinit, ha f(x) > 0,

c) negativ definit, ha f(x) <0,

d) negativ szemidefinit, ha f(x) <0

barmely x # 0 vektor esetén, és azt mondjuk, hogy f

e) indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket is folvesz.

Azt mondjuk, hogy a szimmetrikus A mdtrix pozitiv/negativ definit/szemi-
definit, illetve indefinit, ha a hozzd tartozo kvadratikus forma az.

» Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit. Hasonl¢ allitas igaz
a szemidefiniségre is.

» Ha A = [4], azaz A 1 x 1-es, akkor A pontosan akkor pozitiv definit,
haa > 0.

» Vilagos, hogy ha egy kvadratikus formaban csak négyzetes tagok
szerepelnek, akkor azonnal leolvashat6 definitségének tipusa. Példa-
ul az f(x,y) = 22 +2y% g(x,y) = 22 =2 h(x,y) = —x* —2y?,
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k(x,y,z) = x? + 2y? formakrol lathat, hogy f pozitiv definit, hisz az
(x,y) # (0,0) esetén értéke mindig pozitiv, ¢ indefinit, & negativ de-
finit, és k pozitiv szemidefinit, hisz értéke (x,y,z) # (0,0,0) esetén
is lehet 0 (ha x = y = 0, de z # 0). Miutdn a f&tengelytétel szerint
minden kvadratikus forma egyenld valtozék négyzeteinek a sajatérté-
kekkel vett linedris kombindaciéjaval, ezért a definitség tipusa pusztian
csak a sajatértékek eljeleinek ismeretében eldonthetd.

8.44. PELDA (DEFINITSEG MEGHATAROZASA A SAJATERTEKEKBOL). Ha-
tdrozzuk meg az

2 11 01 1 =7 1
A=|1 2 1 B=1|1 0 1 C= 1 -2 1
11 2 1 10 1 1 -2

mdtrixok definitségének tipusdt!

MEGOLDAS. Az A matrix sajatértékei 1, 1 és 4. Igy a fétengely-transz-
formdcié utdn kapott

2 1 1) |x 1 0 0| |¢
{x y z} 1 2 1| |y :{C n 4 0 1 0| 7| =2+n*+4
11 2| |z 00 4| ¢

alakbol lathaté, hogy e kvadratikus forma minden értéke pozitiv, ha a
valtozok nem mindegyike 0. Tehat e kvadratikus forma pozitiv definit.
Hasonléképp a B sajatértékei —1, —1 és 2, a f6tengely-transzforma-
ci6 utdn kapott alak —¢&? — 52 + 4¢2%. E forma negativ értéket vesz fel
példéul az (1,0,0) helyen és pozitivat a (0,0,1) helyen, tehat indefinit.
Végiil C sajatértékei —3, —3 és 0, igy a f6tengely-transzformacié utan
kapott alak —3¢? — 3572 +07% = —3¢? — 35%. Ennek értéke a (0,0,1)
helyen 0, és pozitiv értéket nem vesz fel, tehdt negativ szemidefinit. U

8.45. TETEL (DEFINITSEG MEGHATAROZASA A SAJATERTEKEKBOL). A va-
16s szimmetrikus A mitrix, illetve az X' Ax kvadratikus forma pontosan ak-
kor

a) pozitiv definit, ha A minden sajdtértéke pozitiv;

b) pozitiv szemidefinit, ha A minden sajdtértéke nemnegativ;

c) negativ definit, ha A minden sajdtértéke negativ;

d) negativ szemidefinit, ha A minden sajdtértéke nempozitiv;

e) indefinit, ha A-nak van pozitiv és negativ sajdtértéke is.

Kiipszeletek osztdilyozdsa
Definitség és sajdtértékek

Szélsbérték
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Szélséérték az eqységgombon



9
Szinguldris érték

A szimmetrikus matrix ortogondlis diagonalizdlasat fogjuk altalanosi-
tani tetsz6leges matrixra, egy helyett két ortonormalt bazis megkeresé-
sével. Az egyik bazis a matrixleképezés értemezési tartomanyanak, a
maésik az értékkészletnek lesz bazisa. Ebben az 4ltalanositdsban a sajat-
értékek szerepét a szinguldris értékek veszik at, a spektralfelbontasét
a szingularis érték szerinti felbontds (SVD). Az alkalmazdasok koziil
kiemelkednek az informaciétomoritéssel kapcsolatosak, de az egyen-
letrendszerek megoldasdhoz hasznalt leghatékonyabbak kozé tartozo
algoritmusok is ide sorolhaték.

Szinguldris érték, szinguldris vektor, SVD

Azt tudjuk, hogy egy mdtrixleképezés kolcsondsen egyértelmii a sortér és az
oszloptér kozott. Olyan ortonormdlt bizisdt keressiik a sortérnek, és az osz-
loptérnek, melyek kozt a mdtrixleképezés természetes kapcsolatot létesit.

Szinguldris érték és szinguldris vektorok Az, hogy az n X n-es A maét-
rix ortogondlisan diagonalizdlhat6, azt jelenti, hogy létezik egy olyan
{v1,va2..., vy} ortonormadlt bazis, és léteznek olyan A; (i = 1,2,...,n)
szdmok, hogy Av; = A;v; minden i indexre. Ha a métrix téglalapalakd,
példaul m x n-es, azaz az értelmezési tartomany és az értékkészlet kii-
16nbo6z6 tér is lehet, akkor mindkettében valasztanunk kell egy bézist.
Legyen {vy,vy...,v,} az értelmezési tartomény ONB-a, az értékkész-
leté pedig {uy,uy, ..., uy}. Az analégia Av; = o;u; alakua feltételek
kikotését kivanja. Az m > n és m < n esetek nehézségeit lekiizden-
dd szoritkozzunk a sortérre, azt ugyanis tudjuk, hogy az A : x — Ax
leképezés kolcsonosen egyértelmii a sortér és az oszloptér kozott. Igy
el6szor csak e két altérben keressiink megfeleld bazist. Kozos dimen-
zi6juk a ranggal egyenld, jelolje ezt r.
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9.1. DEFINICIO (SZINGULARIS ERTEK). Azt mondjuk, hogy a pozitiv
o > 0y > -+ > 0 > 0 szdmok az r-rangu valdés vagy komplex A mdt-
rix szingularis értékei, ha van olyan {vy,...,v,} ortonormdlt bizisa a
sortérnek, és {uy, ..., u,} ortonormdlt bdzisa az oszloptérnek, hogy

Av,=ou;, i=1,...,r.
1 1

A v; vektorokat bal, az u; vektorokat jobb szinguldris vektoroknak re-

vezziik.

» E definici6 fontos kévetkezménye, hogy mivel |u;| =1 (i =1,2,...,r),
ezért |Av;| = 0;.

» A szinguldris értékekre adhaté olyan definicié is, melyben a két
béazis létezése nem szerepel, csak az A matrix — ezt kés6bb megemlitjiik
—, de didaktikai okb6l nem ezt hasznaljuk.

» A szinguldris értékeket ugy is definidlhatjuk, hogy ha k = min(m, n),
akkor a szingularis értékek szdma k, és csak annyit kotiink ki réluk,
hogy nemnegativak. Latni fogjuk, hogy ha k > r, akkor e definicié
mellett 0,11 =040 =+ =0 =0.

9.2. PELDA (SZINGULARIS ERTEKEK). Igazoljuk, hogy a

{VerZ} = {(4/5r *3/5>/ (3/5/ 4/5)}r
{uy, up} = {(-5/13,12/13), (12/13,5/13) }

ONB-ok vilasztdsa mellett az
_4
A— /13 6
11/13 —4
mdtrix szinguldris értékei oy = 10 és o = 5.

MEGoLDAs. Ez nyilvdnvaléan igaz, hisz

[—4/13 6] [ 4/5 ] 10 l—S/lﬂ [—4/13 61 [3/5] _5 llZ/lﬂ
1u1/13 —4| |-3/5 12/13 |7 |111/13 —4| |4/5 5/13 |
azaz fenndllnak az Av; = oquy és az Av, = opuy Osszefiiggések. O

Egyel6re nem tudjuk sem azt, hogy egy tetszdleges val6s vagy komp-
lex méatrixnak vannak-e szinguldris értékei, és ha igen, egyértelmtiek-e,
azaz példaul fiiggnek-e a bazis megvélasztasatol.

Szinguldris felbontds Képezziik a szingularis értékekbdl a diagonalis

(%] 0 0

0 oy ... 0
21 = diag(al,. . .,0}) =

A szinguldris érték fogalmat Erhard Sch-
midt vezette be 1907-ben, de 6 még sa-
jatértéknek nevezte. Mai nevét 1937-ben
kapta, mert kiilénosen akkor ttint hasz-
nos eszkoznek — példdul az egyenlet-
rendszerek megolddsédban —, amikor az
egylitthatomatrix szinguldris.
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matrixot, valamint a bazisvektorokbdl az U} = {uy,...,u,} ésa V| =
{v1,...,v,} métrixokat. Ekkor az Av; = cu; egyenléségek az

AV, = U X, (9-1)
azaz az
(%] 0o ... 0
0 (%) 0
Alvy vyp ... vr} = [ul uw ... ur} : _— : (9.2)
0 0 ... o

alakot oltik. Egészitsiik ki a {vy,...,v,} vektorrendszert a teljes n-
dimenzids tér ONB-av4, és jeloljiik a belSlik képzett n x n-es ortogo-
nalis matrixot V-vel, n > r esetén az 1j vektorokbdl képzett matrixot
Vy-vel, azaz Vo = |v,4q ... vn}. Mivel V, oszlopvektorai mer6-
legesek a sortérre, ezért a nulltérben vannak, tehat » < i < n esetén
AV,‘ = 0.

Hasonl6képp az el6z6khoz egészitsiik ki az {uy,...,u,} vektor-
rendszert a teljes m-dimenziés tér ONB-4vd, és jeloljiik e vektorok-
b6l képzett m x m-es matrixot U-val, és m > r esetén legyen U, =
{urﬂ um] Végiil a £, = diag(cy,...,0,) matrixot egészitsiik
ki egy m x n-es matrixszd nullblokkok hozzavételével, jelolje e matri-
xot Z, tehat £ = [Z1 Q). Ekkor a (9.2) egyenl6ség a kovetkez6képp

OO0
médosithaté:
AV:[Avl oo Avy | Aveyq . Avn]
:[0'1111 O'rurl() 0}
[y 0 ... 0]0 ... O]
0 o 010 0
:[ul e U | W .. um} 0 0 ... |0 ... O
0 0 010 0
|10 0 010 0]
= UX

A matrixok méreteit is kiirva A, xnVixn = UnsxmZmxn, blokkmatrix
alakba atirva

A{Vl\vz}:{ul\uz} oo

) o]

Ha r = n, illetve r = m, akkor V,, illetve U, tiresek, azaz 0 szdmu
oszlopbdl édllnak, ami értelemszertien valtoztat e képleten. Mivel a
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négyzetes V matrix oszlopvektorai ONB-t alkotnak, ezért valés esetben
V ortogonalis, igy V™! = V’, komplex esetben unitér, és V-1 = V*.
Ezt f5lhasznélva, az AV = UX egyenl6ségbdl kapjuk, hogy A = ULV’
(A = UXZV"). Ezt nevezziik a valés (komplex) A maétrix szinguldris
érték szerinti felbontdsdnak, vagy roviden szinguldris felbontdsinak.
Tekintstik e felbontds blokkmatrixalakjat. A mfiveleteket blokkon-
ként elvégezve, a L-ban 1év6 nullmétrixok miatt a kovetkez6t kapjuk:

x| O
OO0

!/
Vi
/

A= [Ul | Uz} = UV,

Az A = U X1 V] (komplex esetben A = U;1X; V) felbontast redukilt
szinguldris felbontdsnak nevezziik. Ha ezt a szorzatot az UjX; oszlop-
vektorokra, és a V| sorvektorokra blokkositott alakjan végezziik, az
A matrix egy diadikus felbontasat kapjuk, melyet szinguldris érték sze-
rinti diadikus felbontdsnak vagy a szinguldris felbontds diadikus alakjinak
neveziink:

/ / /
A = oquv] +oouwvy + -+ oV,

(E felbontasok mindegyikének komplex alakjaban transzponalt helyett
adjungalt all.)

9.3. PELDA (SZINGULARIS FELBONTASOK). Igazoljuk, hogy az

0o -2 2 1/3 —2/3 —=2/3[ [6 O Of [2/3 —2/3 1/3
-2 3 =2 =1-2/3 /3 —=2/3]1 |0 3 0| [2/3 1/3 —2/3
4 -2 0 2/3 2/3 —1/3]1 |0 0 Of |1/3 2/3 2/3

felbontds szinguldris felbontds. Ennek alapjdn irjuk fel az eqyenldség bal ol-
daldn dll6 mdtrix redukdlt szinguldris felbontdsdt, és a szinguldris felbontds
diadikus alakjdt!

MEeGoLDAs. El8szor ellendrizniink kell, hogy valéban egy A = ULV’
alaku egyenl6ségroél van szo, azaz hogy

a) az egyenlség fenndll,

b) az U és V matrixok ortogondlisak, L diagondlis.

Konnyen ellenérizhetd, hogy igen. Ebb6l mar kovetkezik, hogy az U
els két oszlopat u;-gyel, illetve up-vel, a V' els6 két sorat v’l -vel, illetve
v)-vel jelolve fennallnak az Avy = 6u; és az Av, = 3u; egyenldségek.
Mivel Z-r6l lathato, hogy r(A) = 2, ezért U elsd 2 oszlopét, V' els6 2
sorat, X bal fels6 2 x 2-es blokkjat megtartva a redukalt alakot kapjuk:

23 e g
4 -2 0 s | 031
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Végiil ennek alapjan a szinguldris érték szerinti diadikus felbontas:

0 -2 2 3 -2
_ 2 2 2 1 1 2 1 2
-2 3 2] =6|-3 {3 -3 §}+3 3 [3 3 —3}
4 -2 0 % %
4/3 —4/3 2/3 —4/3  —-2/3 4/3
= |83 83 43|+ | 23 13 =2/3
8/3 —8/3 4/3 4/3 2/3 —4/3

Egy 2-rangt matrix két 1-rangti 6sszegére valé bontasa tobbféleképp
is lehetséges. E felbontés tulajdonsédgaira hamarosan visszatériink. O

A szinguldris értékek és a szinguldris felbontds meghatdrozdsa Kérdés, ho-
gyan szdmolhaté ki a szinguldris felbontds? Egy egyszerii otlettel
visszavezethet$ egy sajatértékszamitasi feladatra. Tekintsitk az A’A
(komplex esetben az A*A) métrixot! Mivel U'U = 1és £'E = ¥2, ezért

A’A = (UZV')ULV' = VZ'U'ULV = VIV,
Ez épp A’A spektrélfelbontésa, hisz V ortogonalis (komplex esetben
unitér), és £? diagonélis. Mivel 'L = X2 = diag(c?,03,...,07,0,...,0),

ezért A'A sajétértékei épp a szingularis értékek négyzetei.

9.4. PELDA (SZINGULARIS ERTEKEK MEGHATAROZASA). Szdmitsuk ki az

0 -2 2
A=|-2 3 2
4 -2 0

mdtrix szinguldris értékeit, és frjuk fel szinguldris felbontdsdt!

MEGOLDAs. A szingularis értékek megegyeznek A’A nemnulla sajét-
értékeinek gyokeivel.

20 —14 4
A'A=|-14 17 -10
4 -10 8

Ennek karakterisztikus polinomja x*> — 45x? + 324x, melynek gyokei
36, 9 és 0. Tehat a szinguldris értékek 6 és 3. Az A’ A matrix egységnyi
sajatvektorai:

A =36 vy = (2/3,-2/3,1/3)
Ar= 9 vy = (2/3, 1/3, —2/3)
Az3= 0 vy = (1/3,2/3,2/3).
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Mivel Av; = o;u;, ezért u; = Av;/0;. fgy kiszamolhat6 u; és u; is:

Avi  (2,—4,4) (1 22)
ulziziz

o 6 3 33
w A (=212 (212
27 % 3 U333

A harmadik vektor ilyen médon nem szadmolhat6 ki, mivel Avs = 0,
igy az {u;, up } rendszert nekiink kell kiegésziteniink R® bazisava. Ezt
tobb modon is megtehetjiik. Mivel {uy, uy } az oszloptér bazisa, ezért a
merdleges kiegészits altér — vagyis A’ nullterének — bazisat keressiik.
E példédban legegyszertibb megoldds vektori szorzassal szamolni: uz =
u; X up = (—2/3,—-2/3,—1/3). A szinguldris és a redukalt szinguldris
felbontés tehat:

12 2ffeo0) 2 2 1

A=z|-2 1 —=2/|0o 3 0/5|2 1 -2/,
2 2 -1/[0 00 [1 2 2

Al ;_i le olllz -2 1]
T3 0 3/3[2 1 -2
2 2

A felirasban az U és V matrixbdl is kiemeltiink %-ot, de ez is a matrix-
hoz tartozik — egyébként nem lenne ortogondlis. O

Az U maétrix meghatarozdsara egy tovabbi médszer is adodik. Az
A’A helyett vizsgéljuk meg az AA’ matrixot.

AA’ = ULV/(ULV') = ULV'VI'U = UL?U.

Eszerint a szinguldris értékek az AA’ matrixbol is meghatarozhatok.
Ennek sajatvektorai az U matrix els6 r oszlopét adjak. Mivel az A’A
matrix (71-2 értékhez tartozé sajatvektora v;, ezért A’Av; = (Tizvi, mas-
részt Av; = oju;, igy e két 9sszefiiggést dsszevetve kapjuk, hogy A’Av; =
A'(0w;) = 0?v;, azaz

A’ui

A'u; = oyv;, azaz v, = )
Jj

Erdemes lehet az AA’ pozitiv sajatértékekhez tartozo sajatvektorait ke-
resni, ha m < n, mert ekkor csak m-dimenzids vektorokkal kell szamol-
ni (Id. a 9.2. feladatot).

9.5. PELDA (SZINGULARIS FELBONTAS). Szdmitsuk ki az
01
A=1|1 1
10

mdtrix szinguldris érték szerinti felbontdsdt!



MecoLpis. A’A = [21], melynek karakterisztikus polinomja A> —
40 +3 = (A —3)(A —1). Az A’A sajatértékei 3 és 1, tehat A szinguls-
ris értékei /3 és 1. A hozzajuk tartoz6 egységnyi hosszt sajatvektorok
vi = (1/v2,1/v2), va = (=1/v2,1/v2). Igy
_ [1/\6 —1/\&] 5 _ *0@ )

vz 1Yva |’

1
0 0

Az u; = Av;/0; 6sszefiiggés alapjan uy = % (1,2,1),up = L(1,0, —1).

V2

Az el6z6 példahoz hasonléan ujz kiszdmithat6 az uz = u; x uy képlet-
tel is, de most inkabb szamoljunk tgy, hogy keressiik A’ nullterének
bazisat. A nulltér meghatérozaséhoz meg kell oldani a A" = [?1]]
egyliitthatomatrixd homogén linedris egyenletrendszert. Innen is az
adodik, hogy uz = % (1,—1,1). Itt valaszthatjuk e vektor ellentettjét

is, mert Auz = 0, vagyis az el&jelnek itt nincs szerepe. Igy

ve 1v2 —1/v3
U= 12/v6 0 Yvs
/ve —1/v2 —1/v3

Tehat a szinguldaris felbontas

yve vz ~1va] [V3 0

1 1
v 0 Yva| |01 [_Jﬁ Jﬂ
Yve —1/vz —1/va] [0 0

Szinguldris érték szerinti felbontds létezése Kérdés még, hogy barmely
valés vagy komplex maétrixnak léteznek-e szinguldris értékei, azok
egyértelmtiek-e, és ha igen, a szinguldaris felbontas egyértelmfi-e.

9.6. TETEL (A SZINGULARIS ERTEKEK LETEZESE £S EGYERTELMUSEGE).
Minden r-rangii valds vagy komplex A mdtrixnak létezik r szinguldris ér-
téke. Ezek valds esetben megegyeznek az A’A, illetve az AA’ (komplex
esetben az A*A, illetve az AA™) pozitiv sajdtértékeinek négyzetgyokével. A
szinguldris értékek monoton csokkend sorozata egyértelmdi.

BizoNyiTAs. A bizonyitast valos esetre irjuk le, komplexre lényegé-
ben azonos. Az A’A matrix szimmetrikus (A*A 6nadjungalt), mert
(A’A) = A’/(A’) = A’A. Ennek kovetkeztében minden sajatértéke
val6s, és ortogonalisan diagonalizalhat6. Masrészt minden sajatértéke
nemnegativ, ugyanis

|Ax|?> = (Ax)'(Ax) = X' A’Ax = X' (A’Ax) = X' (Ax) = A|x].

(Masként fogalmazva A’A pozitiv szemidefinit.) A 0-t6l kiilonboz6
sajatértékek szdma megegyezik A’A rangjaval, hisz az megegyezik di-
agondlis alakja nemnulla elemeinek szaméval. Masrészt ???? szerint
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r(A’A) = r(A) = r. Tehét, ha nagysag szerinti sorba rendezziik a
sajatértékeket (A1 > Ay > --- > Ay), akkor A; > 0, hal <i <7, és
Ai =0, har <i<n. Eszerinto; = /A; >0, hal <i<r. Végiil mi-
vel A’A sajatértékei egyértelmtek, ezért A szingularis értékei is. Azt,
hogy A’A és AA’ 0-t61 kiilonboz6 sajatértékei megegyeznek, korabban
belattuk. O

Szinguldris felbontds geometriai interpretdcioja A szinguldris felbontds
segitségével j6l szemléltethetd, hogy egy linedris leképezés hatdsara
mi a képe egy egységgombnek.

El6szor szemléltessiik egy 2 x 2-es, valés, 2-rangt matrix szingu-
laris felbontdsat, tényez6inek hatasat dbrazolva. Mivel a felbontas
A = UXV/, el6szor V/ hat a sik vektoraira. V' ortogonalis, tehat vagy
egy forgatds, vagy egy tiikr6zés. Mivel V oszlopai épp a v; vektorok,
ezért V'v; = e;. Ezutdn a X a két tengely irdnydban nyujt/dsszenyom:
Xe; = 0;e;. Végiil U ismét egy forgatas vagy tiikrozés: Uoe; = oUe; =
ou;.

\ z U 1
e ooeq

(%)
\§)
1 giel

Ezutdn szemléltessiik egy 2 x 3-as, valds, 2-rangi matrix szingu-

Vi

laris felbontasat. Elészor V/ hat a tér vektoraira. V' ortogonalis, és
a {vy,vy,v3} ortonormalt bazist a standard bézisba viszi: V'v; = e;
(i =1,2,3). Ezutdn a T a két els6 tengely irdnydban nytjt/6sszenyom:
Xe; = oje; (i = 1,2), azonban a harmadik tengely irdnyaval parhuza-
mosan vetit: Zesz = 0. A kép itt nem egy ellipszisvonal, hanem a teljes
altala hatarolt tartomdny. Végiil az ortogondlis U ezt elforgatja vagy
tiikrozi egy egyenesre.

\Y ) U o1
—> e —> ey —>
V3 [ ooup
Ve €1 1€
€3

Vi

9.1. dbra: Az egységkor képe. Legyen A
egy 2 X 2-es, vals, 2-rangi matrix. A
vi — Av; = o;u; leképezés hatdsa az
egységkoron lépésenként jol szemléltet-
hets: V'v; = e;, Le; = oie;, Uve; =
ocUe; = ou;, azaz V' a {v;} bézist a
standardba viszi ortogondlis leképezés-
sel, ott T tengelyiranyban nytjtja/6ssze-
nyomja, végiil az ortogondlis U hat ra.

9.2. dbra: Az egységgomb képe. Le-
gyen A egy 2 x 3-as, valds, 2-rangi mat-
rix. A v; — Av; = o;u; leképezés ha-
tasa az egységgdmb felilletén: V'v; =
€e; (l = 1,2,3), ):ei = J0;e; (l = 1,2),
Uce; = oUe; = ou;, azaz V' a {v;}
bazist a standardba viszi, ott L az els6
két tengelyiranyban nydjtja/6sszenyom-
ja, de a harmadik tengelyirdnyban vetit,
igy a gombfeliilet képe egy ellipszistar-
tomany, amire végiil U hat.



9.7. TETEL (EGYSEGGOMB KEPE). Legyen A egy r-rangii, m X n-es valds
mdtrix. Az x — Ax leképezés R" egqységgombijének feliiletét, azaz az e'e =
1 eqyenletet kielégitd pontokat az R™ egy r-dimenzids altere

a) egy ellipszoidjanak feliiletére képzi, ha r = n, és

b) egy ellipszoidja dltal hatdrolt tartomdnydra képzi, ha r < n.

BizonvyiTAs. Tekintsiik A szinguldris felbontdsanak diadikus alakjat:
A = qquyv) + ooupvh + - -+ opupv).

Ha e € R” egy egységvektor, akkor V'e is egységvektor, azaz (vie)? +
(vhe)?+ -+ (vje)? = 1, hisz V ortogondlis matrix. Igy a fenti diadi-
kus alakot hasznalva

Ae = gjujvie + caupvhe + - - - + opu,vye
/ / /
= (yvie)u; + (avye)uy + - - - + (opvye)uy

= xju] + xpup + - - - + XUy,

ahol x; = oyvie (i = 1,2,...,7). Azx; =0, hai =r+1,...,més
x = (x1,x2,...,%n) értékadassal kapjuk, hogy Ae = Ux. Igy U or-
togonalitdsa miatt |Ae| = |Ux| = |x|. Ennek alapjan folirhat6 az az
egyenlet, melyet Ae pontjai kielégitenek, mivel

<2> * (2) Tt (Z) = (vie)? + (vhe)? + - - + (vie)?
< (vie)? 4 (vhe)> + -+ (vie)> =1.

Eszerint az egyenlet

Poldrfelbontds A komplex szamok exponencialis alakja — azaz az re'?
alak — egy nemnegativ nyujtasi tényez6 (r) és egy egységnyi abszo-
lat értékd komplex szdm (e!?, ami a komplex sikon ¢-vel valé forga-
tds) szorzata. A komplex sikon e szdm polarkoordindtas alakja (7, ¢).
Az analég matrixfelbontés tobb mérnoki alkalmazasban, pl. az anyag-
transzformadcidk lefrasandl hasznalhato.

Poldrfelbontdson egy négyzetes matrixnak egy pozitiv szemidefinit és
egy ortogondlis métrix szorzatdra val6 felbontdsat értjiik.

9.8. TETEL (POLARFELBONTAS). Bdrmely komplex (valds) négyzetes A

”

mdtrix elbdll
A =PQ
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alakban, ahol P pozitiv szemidefinit onadjungdlt (szimmetrikus) mdtrix, Q
pedig unitér (ortogondlis). Ha A invertdlhaté, akkor P pozitiv definit, és a
felbontds egyértelmii.

BrzonvyiTAs. A felbontds az A szinguldris felbontdsabdél megkaphato:
A = ULV" = ULU'UV* = (UZU")(UV"),

ahonnan P = UXU*, Q = UV*. A P pozitiv szemidefinit, hisz hasonlé
a pozitiv szemidefinit £ matrixhoz. Amennyiben A invertalhato, akkor
L pozitiv definit. P énadjungdlt, hisz (UZU*)* = UZ*U* = UZU*. Q
unitér (ortogonadlis), hisz két unitér (ortogondlis) matrix szorzata. A P
egyértelmti nem csak a szemidefinit esetben, ugyanis

AA* = PQQ*P* = PP* = P?, 0

azaz P = VAA*, és pozitiv szemidefinit 6nadjungalt matrix négy-
zetgyoke egyértelmt@i. Ha P pozitiv definit, akkor invertalhat6, igy
Q = P 'A is egyértelmfi. O

» A polarfelbontas nem csak analég a komplex szimok exponencidlis
alakjaval, de determindnsa is épp ezt az alakot adja: ha detP = 7,
detQ = €'? (hisz Q unitér, igy determindnsdnak abszolut értéke 1),
akkor det A = rel?.

» Hasonl6 4llitds mondhaté forditott sorrenddel is, rdaddsul azonos
unitér (ortogondlis) matrixszal, azaz létezik olyan pozitiv szemidefinit
onadjungalt P métrix, hogy A = QP.

» Val6s térben a polarfelbontds geometriai jelentése az, hogy minden
matrixleképezés két olyan leképezés egymads utdnjaként all el, ame-
lyekbdl az egyik forgatja vagy forgatva tiikrozi a teret (Q), a masik
pedig egy ortonormadlt bazis tengelyei mentén nydjtja/dsszenyomja a
teret minden tengelyirdnyban egy-egy nemnegativ tényez$ szerint.

9.9. PELDA (POLARFELBONTAS KISZAMITASA). Szdmitsuk ki a 9.4. példd-
ban is szereplé

0o -2 2
A=|-2 3 -2
4 -2 0

mdtrix poldrfelbontdsdt!

MEGOLDAS. A 9.4. példdban megadtuk a valés A maétrix szingularis
felbontésat. Igy a P = UZU’, Q = UV’ képletekbe val6 helyettesités
megadja a vélaszt:

2 -2 0| |—4/9 —8/9 1/9
A= |-2 3 2| |—4%/9 1/9 —8/9].
0 -2 4 7/9 —4/9 —4/9 O



Pszeudoinverz A szinguldris felbontds egy tj lehet&séget ad a pszeu-
doinverz kiszamitasara, s6t akar a komplexek folott valo definidldsara
is.

A 7.54. e) pontjdnak azonnali kovetkezménye, hogy ha  az A mat-
rix diagondlis alakja a szinguldris felbontdsaban, akkor Z* f&4tl6janak
i-edik eleme 1/0; (i = 1,2,...,7), minden més elem 0.

9.10. TETEL (A PSZEUDOINVERZ KISZAMITASA). Legyen A egy valds mit-
rix és legyen a redukdlt szinguldris felbontdsa A = U1X1VY, a szinguldris
felbontidsa A = ULV'. Ekkor

AT =V U = VItU.

Bizonvitds. Az A = Uy(Z1V]) felbontdsban U; teljes oszloprangu,
Z, V] teljes sorrangu, igy alkalmazhat6 A-ra a (7.15) képlet. Eszerint
AT = (V) (B VE(Z V) T (UU) T Uy = Vi ET2U)
=V, Ul
Ebbél kovetkezik a masik egyenl8ség is, mivel

-1 /
X 0] lUll :VlzflUll- O

VZ+U’:{V1 VZ] o ol |u

» A pszeudoinverzet valds matrixokra definialtuk, e tétel képleteivel
komplexekre is természetes modon kiterjeszthets. Ha A = ULV* =
U1Z1V] az A szingularis és redukalt szingularis felbontésa, akkor le-
gyen AT = VZTU* = VI 'U;.

9.11. PELDA (A PSZEUDOINVERZ KISZAMITASA SVD-BOL). Szdmitsuk ki
a 9.5. példdban is szerepld

>

Il
N
o~

mdtrix pszeudoinverzét!

MEeGoLDAs. Ha ismerjiik egy matrix szinguldris felbontésat, akkor an-
nak felhasznéldsédval csak képletbehelyettesités dolga a pszeudoinverz
kiszamitasa. Persze, akkor mar a redukalt alakot is ismerjiik, igy feles-
leges a teljes szingularis alakot hasznalni, a redukalt alak haszndlata-
nak kevesebb a szdmitasigénye. A 9.5. példdban meghataroztuk az A
matrix szingularis alakjat. Abbdl a redukalt alak

Ve /v lﬁ OH /2 1/\6]

A= |2V 0
e —yva [ L0 LTV
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amibdl a pszeudoinverz

At — vz =1/v2| |Y/v3 0f [1/Ve 2/Ve 1/Ve
T lyv2 Y2 0 1| |Yv2 0 -1/v2
| =Ys 13 2/

23 13 —1/3

Informdciétomorités
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Feladatok felbontdsok az A matrix szinguldris és redukalt szingularis
felbontésai. (Segitségiil a szingularis felbontasban a blokk-
9.1. SZINGULARIS FELBONTASOK Az A = [110] métrixnak struktirat is jeloltiik.)

egyetlen szingularis értéke van, o7 = 2. Igazoljuk, hogy az 9.2. Szamitsuk ki a

11 o] _ [ |~ [0 o] |20
11oo) - [yva| vva) [0]0 of [R50 32[101}

110
11 0] |Yv2
{1 1 o] - [1/&] 2] [1/ v2 12 0}

matrix szingularis érték szerinti felbontdsat!
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Vektor- és mdtrixnorma

A vektorokhoz hasonléan a mdtrixok bizonyos tulajdonsdgainak — példdul so-
rozataik konvergencidjdnak — vizsgdlatdban is hasznosak az olyan mennyi-
ségek, melyek a koztiik 1év0 kiilonbségeket a tdvolsdgra emlékeztetd modon
mérik. Ehhez az abszoliit érték fogalmdnak dltaldnositdsdn keresztiil vezet 1it.
A mdtrixnormdk intim kapcsolatban vannak a szinguldris értékekkel.

Vektornorma

Vektor abszoliit értéke — az euklideszi norma A 2- és 3-dimenziés vekto-
rok abszolut értékét a ??. fejezetben definidltuk, majd az n-dimenziés
terekre is kiterjesztettiik. Ennek segitségével két vektor tavolsagat is
definidlni tudtuk. A koévetkezSkben olyan — az alkalmazdsokban is
fontos — fliggvényeket definidlunk, amelyek az abszolut érték ,orig6tol
val6 tavolsag” tulajdonsdgat altalanositjak. E fliggvényeket normdnak
nevezziik. Mindenekel6tt ilyen nevet adunk a vektor abszolut érté-
kének is, és egytttal valés vektorokrél komplexekre is kiterjesztjiik a
definiciét.

9.12. DEFINfCIO (EUKLIDESZI NORMA). Az x vektor euklideszi normdja
vagy mds néven abszoliit értéke

n
Ixlly = 4/ Yo = V', haxeR",  (93)

n
Ixlly = 4/ Y 1%l = Vx*x, hax € C". (9.4)
iz

Péld4ul az x = (1 41,1 — 2i,3) vektor euklideszi norméja

Ixll, = /(1 + (i) + (1 20)(1+20) + 3 = VIT5 59 =4

» Vektor euklideszi norméjara az |.|, ||.|

és a ||.||, jelolések egyarant
hasznélatosak.

» A komplex vektorokra adott definiciénak a val6s specidlis esete, igy
akdr ez az egy is megfelelne. S6t, igy a definici6 C tetsz6leges részteste
folotti vektorokra is érvényes.

» Ha x egy tetsz&leges nemzérus vektor, akkor x/ ||x||, egységvektor.
Egy vektorbdl az azonos irdnyt egységvektor ilyen médon val6 képzé-
sét normdldsnak nevezziik, és azt mondjuk, hogy az x vektort normdljuk.

A p-norma Ha egy négyzethalds utcaszerkezetli varos egy keresztezo-
désében allunk (legyen ez az orig6), akkor egy x haznyival keletre és y



héznyival északra fekv6 ponthoz vezetd legrévidebb tit hossza gyalog
vagy taxival x + y. Altaldban e ,mérték” szerint az origébél az (x,v)
koordinataju keresztez6déshez vezetd legrovidebb ut hossza |x| + |y|.
Mivel itt csak a koordinatarendszer racsvonalain haladhatunk, szokas
e normat rdcsnormdnak nevezni.

Egy masik norméhoz jutunk a kovetkez6 szamitégépes képmérete-
z6 feladattal. Ki van jelolve egy kép kozepe. Egy (x,y) képpont t6le
val6 tavolséga legyen az a legkisebb ¢ szam, hogy e ponta (—c, —c) és
(¢, c) pontok altal meghatérozott négyzetbe még épp beleférjen. Vila-
gos, hogy ¢ = max{|x|, |y|}. E normét maximum normdnak is nevezik.

Az euklideszi norma, a rdcsnorma és a maximum norma is szar-

7z

maztathato a kovetkez6 altaldanosabb norméabal:

9.13. DEFINICIO (p-NORMA). A p > 1 valdsra az x € C" vektor p-
normédja ||x|[, = (Xii4 |xi|7")1/ P, mig ennek hatdrértéke a oo-norma, azaz
[1X[loo = Timp—co [[x][

Példaul ||(3,4,5)|l; = V27 + 64 + 125 =6, ||(1 +1,i,0)||; = 1+ V2.

» Vildgos, hogy a 2-norma megegyezik az euklideszi-normaéval, az
1-norma a rdcsnorméval.
» A maximum norma megegyezik a co-normadval, azaz

1/p
n
X[l = Lim [[x]|,, = lim () [x;]? = max [x;|.
p—roo P p—eo i
i=1

Ennek bizonyitasédhoz jeloljiik a legnagyobb abszoltt értékti koordina-
tat Xmax-szal. Ekkor minden x; koordinatara |x;|/|¥max| < 1, és igy

n
1< Z |xi/xmax|p <n.
i=1

Mindegyik kifejezést 1/ p-edik hatvdnyra emelve, majd |¥max|-szal be-

P\ /P
) < |xmax|n1/p/

ésn'/P — 1, ha p — oo, ami bizonyitja az allitast.

szorozva kapjuk, hogy

Xi

i—1 | ¥max

n
|xmax| < |xmax| (Z

» FErdekes megtekinteni az orig6tél valamely normdban egységnyi ta-
volsagra 1évd pontok halmazat, vagyis az egységgombot. A 9.3 dbra
az 1-, %—, 2-, 3- és co-normahoz tartoz6 egységkoroket (2-dimenzids
egységgomboket) mutatja.

A norma dltaldnos fogalma Az el6z6ekben az abszolut értékhez — vagy-
is az orig6tdl valé tavolsaghoz — kerestiink hasonlé fiiggvényt. Kérdés

azonban, hogy milyen tulajdonsagok fontosak szdmunkra, melyeket
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Az angolszdsz tankonyvek a rdcsnormé-
ra gyakran a Manhattan norm vagy a ta-
xicab norm kifejezést hasznaljak.
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meg akarunk Orizni. Az abszolut értékkel definidlt tdvolsdg hasznala-

takor a kovetkez6 tulajdonsagok tlinnek fontosnak:

(a) |x| > 0, azaz vektor abszolut értéke nem negativ.

(b) |x| = 0 pontosan akkor &ll fenn, ha x = 0. Ennek fontos tartal-
ma, hogy a d(x,y) = |x —y| képlettel definidlt tavolsagfiiggvény
szepardlja a pontokat, azaz két kiilonboz6 pont tavolsdga sosem o.

(c) |ex| = |c]|x|, ami a linedris leképezéseknél megismert homogenitds-
ra emlékeztetd tulajdonsdg: szokas pozitiv homogenitdsnak nevezni.

(d) |x+y| < |x|+ |y|, amit hdromsziogegyenlbtlenség néven ismeriink.

E tulajdonsdgok a kovetkez6 definici6hoz vezetnek:

9.14. DEFINIcIO (NormMmA). Egy f : R" — R, vagy f : C* — R fiigg-

vényt normanak neveziink, ha fenndllnak a kovetkezok:

1. f(x) > 0 minden x vektorra, és f(x) = 0 pontosan akkor dll fenn, ha
x=0,

2. f(ex) = |c|f (x) minden x vektorra,

5. flx+y) < f(x) + £(3).

Az f(x) értéket x normdjinak nevezziik.

» A normat éltaldban az abszolut értékre emlékeztetd || || zarodjellel
jeloljiikk, azaz x normdjat ||x|| jeloli. E jeloléssel tehdt a norma egy
Il : R* = R, vagy ||.]| : C" — R fiiggvény.

» ||x|| = || — x|| barmely ||.|| normdra igaz, hisz || — x|| = | — 1| ||x|| =
I

» Igen hasznos a haromszogegyenl6tlenség kiilonbségre folirt kovet-
kezd alakja:

Iz =x|| = [llz]l = [l 9:5)

Ez a kovetkez6képp igazolhaté: legyen z = x + y, ekkor a hdromszog-
egyenl6tlenségbdl kapjuk, hogy ||z — x|| > ||z|]| — ||x||, de x és z sze-

x—z| > []x|| = [|z] is igaz, igy ||z — x| = []x —z]|

repét folcserélve |

igazolja az egyenl6tlenséget.

» Axiomatikus felépitésben kevesebb is megkovetelhet6 a norma de-
finici6jaban, nevezetesen az els6 pont két feltétele helyett elég egy is,
azaz elég a kovetkez6:

1" ha f(x) =0, akkor x = 0,

2" f(ex) = |c|f(x) minden x vektorra,

3 flx+y) < Fx) + F(y).

A definicié utolsé két tulajdonsdgabol adddik, hogy barmely x vektor-
ra f(x) >0, és f(0) = 0, igy 1.-3. ekvivalens 1'—3"-vel (ld. a 9.4. fel-
adat).

» A p-norma minden 1 < p < co esetben norma. Ennek bizonyitdsa
meglehet6sen technikai jellegti, ezért csak a feladatok kozt kozoljiik
(Id. 9.13.). A bizonyitds két nevezetes egyenl6tlenségre — a Holder- és




a Minkowski-egyenl6tlenségre — épiil, melyeket ugyancsak feladatként
tiztink ki (Id. 9.11., 9.12.). Valéjdban a Minkowski-eqyenl6tlenség maga
a haromszogegyenl6tlenség:

e+ yll, < lIxll, +yll, - (9-6)
A Holder-egyenldtlenség a CBS-egyenlétlenség altalanositésa:

% 1 1
Xyl < [Ixll, llylly , ahol A 97)

» A legfontosabb esetekben, vagyisa p =1, p = 2 és p = oo eset-
ben annak bizonyitdsa, hogy a p-norma norma, eddigi ismereteinket
felhaszndlva egyszerfi, ezért annak meggondoldsat minden olvasénak
ajanljuk (1d. 9.5., 9.6. feladatok).

» Normabol tovédbbi normdk szarmaztathatéak. Ha x — |[|x|| egy
norma, és A egy egy-egy értelmi linedris leképezés, akkor az x —
||Ax|| leképezés is norma (9.9. feladat), tovabbd norma az

x»—>supﬂ

y#0 HYH

fiiggvény is (1d. 9.10.).
» Azonnal latszik, hogy

max{(ail} < /x4l < x4l
azaz

Ixlleo < lIxlla < flx[l; - (9-8)

Masrészt az is konnyen igazolhat6 (1d. 9.7., hogy

Ixlly < Vallxlly, lIxlly < Valixle és Xl < n - (9-9)

Ezek az egyenl6tlenségek vezetnek a normdk ekvivalencidjanak fogal-
mahoz, ami a kovetkez6 paragrafus témdja.

» Minden norma folytonos fliggvény. Ez példaul a a (9.5) egyenlét-
lenségnek és a (9.9) elsd becslésének kovetkezménye (1d. 9.8. feladat).

Vektornormdk ekvivalencidja A (9.8) és a (9.9) egyenl6tlenségek szerint

Xl < [Ixl[1 s ixlly < 7 [|x[lo

vagyis mindkét normdnak fels6 korlatjat adja a mdsik egy megfelel
konstansszorosa. Ez azt jelenti, hogy példdul a konvergenciakérdések
eldontésében e két norma egyforman viselkedik, vagyis egy vektorso-
rozat pontosan akkor konvergens az egyik szerint, ha a masik szerint
is.
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9.15. DEFINICIO (NORMAK EKVIVALENCIAJA).Azt mondjuk, hogy az ||.||,
és ||.||, normdk ekvivalensek, ha van olyan c és d pozitiv valds, hogy ||.||, <
cll-lly és -y < dl-lla-

A (9.8) és a (9.9) egyenlbtlenségek azt mutatjdk, hogy az 1-, 2- és
co-normék mind ekvivalensek.

9.16. TETEL (MINDEN NORMA EKVIVALENS).Legyen K = C vagy R. A
K" téren értelmezett barmely két norma ekvivalens.

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy tetszéleges IK"-en értelmezett ||.|| nor-
ma ekvivalens az 1-normdval. Ebbd&l azonnal kovetkezik, hogy bar-
mely két norma ekvivalens egymassal.

A haromszogegyenl6tlenséget alkalmazva az x = xje; + ...+ x,ey
felbontasra kapjuk, hogy

n n
Il < 3 [l fleill < ¢ ) Jxil = clIxlly.,
i=1 i=1

ahol {ej,...,e,} a standrad bazis, és ¢ = max; ||e;||. Ezzel bizonyitot-
tuk, hogy [Ix|| < c x|,

Az ||x]|; < d|x|| egyenlStlenség bizonyitdsdhoz meg kell mutat-
nunk, hogy ||x||; / ||x|| felilrdl korldtos a nemnulla vektorok halma-
zan. Indirekt modon tegyiik fel, hogy van olyan {x;} sorozat, hogy
Ixelly 7 lIXkll — oo, ha k — oo. Ekkor |xi|l/||xk|]l; — O, azaz az
vi = %/ |||, olyan sorozat, hogy [lyel — 0, és [lyell, = 1. Mi-
vel az 1-normdji egységgomb korlatos, ezért feltételezhets, hogy az
yk sorozat konvergens (egyébként vegyiik egy konvergens részsoroza-
tat), melynek y-nal jelolt hatarértéke is az egységgdmbon van, azaz
Iyl = 1, igy y # 0. Mastesz || folytonos, igy [lyill — [lyl, tehat
lly|| = 0, ami ellentmondés. o

» Folvetddik a kérdés, hogy ha az 6sszes norma ekvivalens, akkor mi
értelme bevezetni normdk ekvivalencidjanak fogalmat! A valasz az,
hogy az ekvivalenciat csak véges dimenzids terekre bizonyitottuk, és
valéban, végtelen dimenzids terekben nem teljestil. Az viszont fontos
kovetkezmény, hogy véges dimenzids terekben vektorok konvergen-
ciakérdéseinek eldontéséhez mindig olyan normat valaszthatunk, ami
a legkényelmesebben hasznalhat6, hisz az eredmény a normavalasz-
tastol fiiggetlen.

Mitrixnorma

Vektornormdk midtrixokon Egy m x n-es matrix tekinthetd egy mn-di-
menzids vektornak is, igy a vektorokra definidlt normak matrixokra is
alkalmazhatok. Ezek kozott legfontosabb a 2-norma matrixokra vald
kiterjesztése, mely tobb ekvivalens alakban is felirhatoé.
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9.17. DEFINICIO (FROBENIUS-NORMA). Az A € C™" mdtrix
Frobenius-normaja

m n m 5 n 2
[Alr = | X Y lal? = | X lAullz = | X [|Ax]l5
i=1 j=1

i=1j=1
Itt azért nem a 2-norma elnevezést hasznaljuk, mert azt mas norma-
ra tartogatjuk. A Frobenius-norma tovabbi médokon is szamolhato:

9.18. TETEL (FROBENIUS-NORMA EKVIVALENS ALAKJAI).

|Al|p = y/trace(A*A) =

min(m,n)
Yy, o (9.10)
i=1

BrzonvyiTAs. Az elsd alak azonnal kovetkezik a nyom definici6jabol,

hisz A*A 4tléjanak i-edik eleme éppen ||A,; %—tel egyezik meg. Mi-

vel pedig egy matrix nyoma megegyezik sajatértékeinek 0sszegével, és
A*A sajétértékei pedig a szinguldris értékek négyzetei, ezért trace(A*A) =
):g?(m’n) 0'1»2, ami bizonyitja az allitast. O
Egy vektornorma akkor nydjthat igazan hasznos informdciét a mat-
rixokrdl is, ha valamilyen médon kapcsolatban van a matrix olyan sa-
jatossagaival, ami mn-dimenziés vektorként nehezen lefrhaté. A mat-
rixszal val6 szorzas példaul ilyen. A vektorok 2-normaéja és a matrixok
Frobenius-normaéja kozt példaul a kovetkezd dsszefiiggés all fenn:

9.19. ALLITAS. Bdrmely x € C" vektorra és A € C™*" mitrixra

[Ax]ly < Allg lIx]l2 - (9.11)

BizonviTAs. Igazoldsdra a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6t-
lenséget alkalmazzuk:

n n

2 2 2 2 2
1Ax]; = Y [Aux® < ) (Al lIxll2 = [[AllE Ix]-
i=1 i=1

» E tulajdonsdg altaldban nem igaz minden maétrixokra alkalmazott
vektornormadra. Ilyen a maximum norma is, melyet a kovetkez&képp
vihetiink at matrixokra:

[Allmax = max{|a;;|}.
i,j

Példéul az A = [} ?] matrix maximum norméja 2. E matrix kiilon-
b6z6 vektorokkal vett szorzatdnak normdja és a normak szorzata kozt
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mindhérom reldcié fennallhat. Példaul az

b Aol =l o B =] 2T =L

szorzatokban a normékra a 2-1 > 1,2-1 = 2, 2-1 < 3 reladcidk
teljestilnek.

> A (9.11) tulajdonsag métrixok szorzatara is atviheto, azaz
IAB[F < [[A[lF [IBl[¢

igaz barmely A € C"*" és B € C"*¥ matrixokra.

A madtrixnorma dltaldnos fogalma A vektornormdk alkalmazhaték mat-
rixokra is. Sok konyv azonban - és igy tesziink mi is — egy normat
csak akkor tekint matrixnormanak, ha a vektornorma axiémai mellett
egy matrixszorzdsra vonatkozonak is eleget tesz.

9.20. DEFINICIO (MATRIXNORMA). Legyen K = R vagy C. Egy K folotti
mdtrixokon értelmezett valds értékil

.|| fiigguény métrixnorma, ha tetszd-
leges azonos méretfi A és B mdtrixra és Osszeszorozhaté A és C madtrixra
1. ||A]| >0, és ||A|| = O pontosan akkor dll fenn, ha A = O,

2. [|cAll = [e] |All

3. [[A+B| < [|A[|+[B],

4 [|AC| < [[A[[]C]|

A korabbiak szerint tehdt a Frobenius-norma maétrixnorma, mig a
maximum normét nem tekintjiitk métrixnormdnak.

9.21. DEFIN{CIO. Azt mondjuk, hogy a ||.|| \; mdtrixnorma valamint a ||.||,
és a ||.||, vektornormdk illeszkednek wvagy konzisztensek, ha tetszGleges
A mitrixra és megfelel6 dimenzidjii x vektorra

[AX[l, < [|A[[p [Ix

la -

Példaul a (9.11) szerint a Frobenius-norma illeszkedik a 2-norméhoz.
Indukdlt norma  E paragrafusban vektornormakbol kiindulva tjabb mat-
rixnormékhoz jutunk.

9.22. DEFINICIO (INDUKALT NORMA). Legyen ||.|| eqy tetszdleges vektor-
norma. Ekkor az

[A[l = max || Ax]| (9.12)
Ixll=1

egyenléséggel definidlt fiigguényt a vektornorma dltal indukalt mdtrixnor-
mdnak nevezziik.



» Az indukdlt matrixnormdra a vektornorma jel6lését szokas hasz-
nélni, igy példdul a matrix p-norma definicidja

= max [|Ax]],.

A
1Al gt

» Ha maétrix helyett linearis leképezésre értelmezziik a fenti definiciét,
operdtornormdrdl beszélink.

» A normdk ekvivalencijabol kovetkezik, hogy barmely normdaban
az egységgdmb korlatos és zart. Igy a rajta értelmezett folytonos x
Ax fuggvénynek van maximuma és minimuma, tehét a definici6 értel-
mes.

> Az el6z6 megjegyzést is figyelembe véve konnyen igazolhato, hogy
a definici6 a kovetkez6 ekvivalens alakokba is atirhato:

(Al = sup 1AXL A

= ma . (9.13)
Ixzo X lixlizo x|

Ez abbdl kovetkezik, hogy az y = x/ ||x|| jeloléssel
JAll = max || Ay| = max

()] o
lyl=1 X#0 [Ix]] x#0 |||

» Azt még igazolnunk kell, hogy a métrixnorma elnevezés e fiigg-

vényre valéban jogos.

9.23. TETEL (INDUKALT NORMA TULAJDONSAGAI).Legyen ||.|| ey tetszd-
leges vektornorma, ekkor az indukdlt, a (9.12) képlettel definidlt mdtrixfiigg-
vény

a) mdtrixnorma, azaz fenndll a 9.20. definicié mind a négy feltétele,

b) illeszkedik az indukdl6 vektornormdhoz, azaz

[[Ax]| < [[A I

BizonviTAs. El6szor az illeszkedést igazoljuk. Ha x = 0, akkor az
egyenl6tlenség teljestil, hisz mindkét oldaldn 0 4ll. Ha x # 0, akkor
a (9.13) szerint

[|A|| = max >
240 ||z x|

azaz | Ax| < A x].

A matrixnormét definidl6 4 feltétel kozil az elsé hdrom nyilvan-
valéan teljesiil. A negyedik igazoldsdhoz legyen y egy olyan vektor,
amelyben az x — ||ABXx|| felveszi a maximumét az egységgombon,
azaz amelyre ||y|| =1, és

|ABy|| = i |ABx|| = [|AB]|.

Ekkor az illeszkedés kétszeri alkalmazédsdval

|AB| = [|AByl|| < [[A[[[[By[| < [[A[[[BI[lyl| = [|A[[]B]. &
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Az 1-, 2- és co-norma mdtrixokra A font definidlt p-normdk koziil mat-
rixokra is az 1-, 2- és a co-norma a legfontosabb. Kiszdmitdsukra a
definicionél egyszer(ibb médszer is adédik.

9.24. TETEL (1-, 2- £5 00-NORMA KISZAMITAsA).Legyen A € C"™*", ek-
kor

n
A, = m]ax ) |aj;| = legnagyobb abszoliit oszlopdsszeg, (9-14)
i=1

m
|All, = max ) |a;j| = legnagyobb abszohit sordsszeg, (9.15)
1 A
j=1
[All; = |A™[l; = max max [y"Ax| = oy, (9.16)
lIxll=1 [lyll,=1

ahol 01 az A legnagyobb szinguldris értéke, azaz A* A legnagyobb sajdtérté-
kének gyoke. Ha az A € C™*" mitrix invertdlhatd, akkor

= g i = e 0
2 xlp=1 [|Ax];  min [[Ax]l, 0w’ '

[Ix[l2=
ahol 0y, az A legkisebb szinguldris értéke.

BizonyiTAs. p = 1: Barmely x vektorra |x||; = 1 esetén a skaldrokra
vonatkoz6 haromszogegyenl6tlenség miatt

n
Y aijx;

=1

m

lAx]ly =}

i=1

n m m
< Y Ixj| | max ) |ajj| = max ) |aj]
j=1 I i=1 I =1

m n n m
< YN laijllxl =Y 1%l Y aijl
i=1j=1 =1 im

Ez a maximum el is érhet, mert ha a k-adik oszlopban a legnagyobb
az abszoltt értékek 0sszege, akkor [|Ae|; = max; Y2 |aj;].
p = co: Barmely x vektorra ||x||,, = 1 esetén

n
< x| <
< miax]; |uz]’|x]| = m?Xj

]

n n
|Ax|| = max | ) _ ajjx; |ajjl.
! —1 =1

Ez a maximum el is érhetd, mert ha a k-adik sorban a legnagyobb az
abszolut értékek 0sszege, akkor az

Ar;
x= |
|ay;]

vektorra [[x[|, =1 és [|Ax]|, = max; Y3y |ajj].
p = 2: A CBS-egyenl6tlenség szerint |y*Ax| < ||y||, ||Ax||,, igy

max max |y*Ax| < max [|[Ax|, = [|A],.
lIxll2=1 flyll=1 lIxll2=1
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Igy csak azt kell megmutatni, hogy van olyan xq és yo egységvektor,
melyre az el6bbi egyenl6tlenségben egyenl6ség all. Legyen xp az a
vektor, melyben ||Ax||, a maximumot adja, és y ennek normaélt képe,

azaz
AX() AX()
[Axoll, = max [[Ax|; = [|All, yo= = :
27 xl= R 2 [Axoll, 1Al
Ekkor ) )
xX)ATAxg  [|[Axoll; Al
yoAxo = = — = |All,.
0 A, Al [lAfl, 2

Az ||Al|, = 07 igazoldsdhoz a kovetkez6 maximumot keresstik:

Ax|5 FATA
||A||% = max I x!2 = max x*ix
S0 NF 0 xx

Mivel A*A 6nadjungalt, ezért 1étezik sajatvektoraibol allé ortonormalt
bézisa. Vektorai legyenek uy,..., u,, a hozzéjuk tartozé sajatértékek
A1, .., A, melyek koziil Aq legyen a legnagyobb. Ekkor egyrészt

N uTA*Aul

1=
ujuy

mdsrészt barmely x = }; cju; # 0 vektorra

2 2
X"A*Ax A E?:l /\jcj B Z]r'l:1()\1 - )\j)cj >0
T T xx VT Tym 2 T 2 =Y
j=1%j j=1"j

M

xX*x

tehét HAH% = Ay, azaz |All, = VAL = 071.
p = 2 esetén A~! normaéja is egyszertien szdmolhato:

1 _ 1 1 R 7S 4
—F————— = max =max ——————— = max ——=
min [[Ax[l |x|,=1 [[Ax[l; y£0 ||, Aty y#0 [yl
[Ixll,=1 TaTy]|

y 22
= max ||A"! (y) = max ‘Afle = HAAH .
y#£0 Iylla/1ly Ixll=1 2

Mivel A~! szinguldris értékei az A szinguldris értékeinek reciprokai,
ezért A~! legnagyobb szingularis értéke az A legkisebb szinguléris
értékének reciproka. O

» Az 1-, a oo- és a 2-normdra szokdsos mdsik elnevezés: oszlopnorma,
sornorma és spektrdlnorma.
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Feladatok

9.3. Szamitsuk ki az alabbi vektorok megadott normait!

x = (v/3-1,6i,3),y = (0.1, -0.2,-0.2), p = 1,2, 00;
(1,2,2),(2,3,6), (1,4,8), (4,4,7), p = 2;

(i,2,V2 — /2i, —4i), p = 1,2,00;

(3,4,5), (11,12,13,14), p = 3;

5. |1(95800,217519,414560)||4, ||(27, 84,110, 133) 5.

9.4. Mutassuk meg, hogy a 9.14. definici6 1.-3. pontja és az
utdna kovetkez6 megjegyzés 1'—3” pontja ekvivalensek.

B R d R

9.5. Mutassuk meg, hogy az 1-norma norma.
9.6. Mutassuk meg, hogy az co-norma norma.

9.7. Mutassuk meg, hogy [|x||,, < ¢ ||x||,, ahol ¢ a kévetkezd
tdblazatbol kiolvashato, ahol p értékei a sorok, g értékei az
oszlopok fejlécében vannak.

‘ 1 2 00
1 NI
2 |1 n

oo |1 1

9.8. Mutassuk meg, hogy minden norma folytonos fligg-
vény.
9.9. Mutassuk meg, hogy ha ||.|| egy norma, és A egy egy-
egy értelm linedris leképezés, akkor az x — || Ax|| leképe-
z€s is norma.
9.10. Mutassuk meg, hogy ha ||.|| egy norma, akkor az

X — sup ik
y#0 HY||
fuggvény is az. E normat dudlnormdnak is szokds nevezni.

9.11. HOLDER-EGYENLOTLENSEG Igazoljuk, hogy bérmely
x,y € C" vektor és p,q > 1 val6sok esetén

o 11
Y lxiyil < lIxll, llylly, ahol — + - =1.
i=1 p q

(9.18)

A kovetkezd 1épéseket javasoljuk:
1. Igazoljuk, hogy a,b >0, p,q > 1 és % + % =1 esetén

P q
abga——&—b—.
p q

Ennek igazoldsara hatdrozzuk meg az f : x +— xP~!
figgvényhez tartozé két alabbi satirozott tartomany te-
riiletét!

2. Az el6z6 egyenl6tlenségben végezziik el az
_ ko il

a= , b=
11, Iyll,

helyettesitéseket, majd ezzel igazoljuk a Holder-
egyenl6tlenség (9.18) alakjat.

3. Végiil bizonyitsuk a Holder-egyenl6tlenség (9.7) alakjéat
is.

9.12. MINKOWSKI-EGYENLOTLENSEG Igazoljuk, hogy bar-

mely x,y € C” vektor és p > 1 valds esetén

x+yll, < [x[l, + [yl - (9:19)

A kovetkez6 1épéseket javasoljuk:
1. Igazoljuk, majd alkalmazzuk az x;, y; szdmokra az

ja-+bIF = la=bl[a+bIP/T < Jal a+b]P/1 + [blla+ b7

egyenl6tlenséget, ahol 1/p+1/g = 1.
2. Alkalmazzuk a Holder-egyenl6tlenséget a 7' 4 [x;]|x; +
y;|P/4 kifejezésre.

9.13. Mutassuk meg, hogy a p-norma norma.

9.14. Szamitsuk ki az aldbbi matrixok Frobenius-, 1-, 2- és
co-normajat!

2 =2

1 21

1 2 3 0
A‘{z 4]’ B_L 0

9.15. Szamitsuk ki az aldbbi métrixok Frobenius-, 1-, 2- és
co-norméjat!

7 C=

01 0 2 2 -1 2 21
A=14 0 0,B=|-1 2 2,C=11 2 2
0 0 8 2 -1 2 2 1 2

9.16. Konstrudljunk olyan A, B és C miatrixokat, hogy
maximum  normajukra  [[AB|[p < [|Allmax [[Bllmaxs
|AC]] = Al ¢ [|BC| >

max
HB”max HCHmax legyen'

9.17. Igazoljuk, hogy minden indukalt ||.|| matrixnormara
|1|| = 1, ugyanakkor |I||p = /n.

9.18. Igazoljuk, hogy tetsz6leges matrixnormara

max HCHmax max

p(A) <Al

ahol p(A) az A spektralsugara.

9.19. Bizonyitsuk be, hogy ha A normadlis (A*A = AA¥),
akkor A, = p(A).
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Megolddsok

9.1. Ellenérizniink kell, hogy

a) az egyenl6ség fennall,

b) az U és V ortogonalis matrixok, X diagondlis,

c) azuy = (1/v2,1/v2) és a v; = (1/v2,1/v2,0) vektorokra
AV1 = 2u1.

Ezek mind nyilvanvaléak, vagyis az els6 felbontds szingu-

laris. Mivel r(A) = 1, ezért U elst oszlopét és V' els6 sorét,

valamint X bal fels6 elemét meghagyva valéban a masodik

alakot kapjuk.

9.2. A B’B matrix karakterisztikus polinomja —A3 + 4A2 —
3A = —(A —=3)(A —1)A, igy sajétértékei 3, 1 és 0. A szin-
gularis értékek /3 és 1. A sajétvektorok szémitédsahoz 3-
dimenziés vektorokkal kell szdmolnunk. Taldn jobban ja-
runk, ha inkdbb a BB’ matrixszal prébalkozunk. Mivel
BB’ = [2 1], ezért a karakterisztikus polinom A2 — 41 + 3 =
(A —3)(A —1). A szinguléris értékek tehat v/3 és 1, dssz-
hangban az el6bbi szamitdssal. A hozzajuk tartoz6 egység-
nyi hosszt sajatvektorok most nem a Vi, hanem U; osz-
lopait adjak: wy = (1/v2,1/v2), up = (-1/v2,1/v2). A
v; = A'wi/g; képletet haszndlva a V matrix is meghatédroz-
haté. Tehat

—1 1
[ re o ] e i
A0 B [ ] A A

a B maétrix szinguldris felbontésa.
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a) x|y =11, [Ix[l; = 7, [Ix]|e = 6 [lylly = 05, [ly[l> = 0.3,
Ix]] = 0.2.

b) Ezek az tigynevezett Pitagordszi szamnégyesekbdl kép-
zett vektorok, amelyekben a koordindtak négyzetossze-
ge négyzetszam, igy a 2-normajuk egész. A normdk 3,
7,9,9.

¢ 9,54

d) 6,20;

e) e két példa a p =

4 és p = 5 értékre a legkisebb

olyan p — 1-dimenzids pozitiv egész vektor, melynek
p-normaéja egész: ||(95800,217519,414560)||, = 422481,
II.l (27,84,110,133)5 = 144. Euler még azt sejtette, hogy
ilyen nincs.

9-14. [|Al[p =5, [|All; =6, [[All; =5, [|All = 6.

IBllr =5, |[Blly =7, [[Bll, =5, |Bllos = 7.

ICllF = V13, ||Clly =4, [[Cll, =3, [|Cllo, = 4.

9-15. [|Allp =9, [All; =8, |A], =8, ||All =8.

IBllp =3V3, [Bll; =5, |[Bll, =3, ||B = 5.

ICllF =33, IClly =5, [ICll =5, [|Clles = 5.

9.16. Tekintsiik példaul az alabbi harom matrixot:

2.0 o o1 12
01" " |2 2 0 1

Ezek mindegyikében 2 az elemek maximuma, igy barmely

A= . C=

két matrix maximum norméjanak szorzata 4. Szorzataik:
AB = [O 2:|, AC = [2 4:|, BC = (2) 2]

2 2 0 1
9.18. Ha A egy tetszbleges sajatértéke A-nak, és x a hozza
tartozoé egyik sajatvektor, azaz Ax = Ax, akkor

Ezek elemeinek maximuma rendre 2, 4, 6.

Axd’ = Ao ~ A x| = [[Axc | = [A] [xx’],

és mivel x # 0, igy xx* # O, azaz ||xx*|| # 0, vagyis le-
osztva vele |A| < ||A| adédik. Ez minden sajatértékre, igy
a spektralsugarra is igaz.

9.19. Ha A normalis, akkor unitéren hasonlé egy diago-
nélis D matrixhoz, azaz A = QDQ* valamely unitér Q
mdtrixszal. Ekkor A*A ~ D*D is fénndll, ugyanis A*A =
(QDQ*)*(QDQ*) = QD*DQ*, tehit A* A és D*D sajatér-
tékei megegyeznek. Masrészt D*D minden sajatértéke |A|2
alakd, ahol A az A valamely sajatértéke. Osszegezve: mivel
|All, = 01, azaz az A* A legnagyobb sajatértékének gyoke,
ami viszont megegyezik A legnagyobb sajatértékével, azaz
a p(A) spektrélsugarral.
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Jordan-féle normdlalak

Mind bizonyos problémak megértésében, mind a gyakorlati alkalma-
zasokban fontos lehet, hogy egy linedris leképezés matrixat milyen
bazisban irjuk fel. Lattuk milyen sokat segit, ha a bazis sajatvektorok-
bol all, s6t, ha még ortonormaélt is. Ekkor a matrix diagondlis alakot
olt. Kérdés azonban, milyen matrixok diagonalizdlhat6k, és amelyek
nem, azokkal mit tudunk kezdeni.

Schur-felbontds

Altaldnositott sajitvektorok és a Jordan-blokk — Tekintsiik a 8.15.. példdban
szerepld

A=

S O
O ==
= = O

matrix hatasat a standard bdzis vektorain:

Ae1 = 481
Ae) = e +4ep
Aesz = ep +4e3

Atrendezés utén kapjuk, hogy:

(A —4l)e; =0
(A - 41)82 = €1
(A - 41)63 = €

Az A — 41 matrix fenti hatdsat a kovetkez6 diagrammal fogjuk szem-

1éltetni:

A—41 A—41 A—41
0 eq e < e3

Eszerint e; sajatvektor, és mint a 8.15.. példdban lattuk, A-nak mas
sajatvektora nincs. Viszont az el6z6 egyenletekbdl a kovetkez6 Ossze-
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fuggés adodik:

Az ilyen vektorokra kiilon elnevezést fogunk alkalmazni:

10.1. DEFINfCIO (ALTALANOSITOTT SAJATVEKTOR). Az x # 0 vektort
a négyzetes A mdtrix A sajdtértékéhez tartozé altalanositott sajatvekto-
ranak nevezziik, ha valamilyen k természetes szdmra (A — AI)fx = 0.
k = 1 esetén x sajdtvektor. Az dltaldnositott sajdtvektorokbol dllé x; (i

&

1,2,...,k) sorozatot Jordan-lancnak nevezziik, ha (A — AL)x; = x;_1
(A — )LI)Xl =0.

Az el6z6ekben vizsgalt konkrét példdban tehét a térnek sajatvekto-
rokbdl 4ll6 bazisa nincs, hisz a sajataltér csak 1-dimenzids, de altala-
nositott sajatvektorokbol 4ll6 bazisa van.

10.2. PELDA (JORDAN-LANC KONSTRUKCIOJA). Keressiink az aldbbi mit-
rixok minden sajdtaltérének minden bdzisvektordhoz egy abban végz6d0
Jordan-lincot:

6 —1 -3 3 01
A=|-1 5 2| ésaB = 0 4 0
2 -1 1 -1 0 5

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinom mindkét méatrix esetén —A3 +
1202 — 48A + 64 = (4 — A)3, ezért A = 4 hdromszoros algebrai multip-
licitasu sajatérték.

Az A matrix esetén a sajataltér 1-dimenziés, melyetaz x; = (1, —1,1)
vektor feszit ki.

Mivel (A —4I)3 = O, ezért legfoliebb harom hosszti sorozatra sza-
mithatunk: olyan x, és x3 vektort keresiink, melyre (A — 4I)x; = xg
és (A —4I)x3 = xp. Ez két egyenletrendszer megoldasat jelenti. Elég a
megoldésok koziil egyet kivélasztani:

2 -1 -3 0 -1
A—-4I= -1 1 2|, egy-egy megoldds: x = [—1|, x3 = [—2].
2 -1 -3 0 0

Ezek a kovetkezé lancot adjak:

02 5 =(1,-1,1) &% x5, = (0,-1,0) &= x5 = (-1,-2,0)
A B matrix esetén a sajataltér 2-dimenziés, melyet az x; = (1,0,1)
és az y1(0,1,0) vektorok feszitenek ki.
Mivel (B —4I)2 = O, ezért legfoljebb kettd hosszt léncra szamit-
hatunk: olyan x; és y; vektort keresiink, melyre (B —4I)x, = x; és



(B —4I)y, = y;. Ezek koziil az els6 megoldhato, és megoldasainak
egyike (—1,0,0), mig a masodik nem oldhaté meg. Ez két lancra ve-
zet:

Az egyik lanc kett6 hosszti, a masik egy hosszu. O

A bevezet6ben mutatott matrix-tipus fontos szerepet jatszik a tovéb-
biakban:

10.3. DEFINICIO (JORDAN-BLOKK). Azt a négyzetes mdtrixot, melynek fo-
dtléjaban azonos A értékek, folotte 1-esek, eqyebiitt 0-k dllnak, azaz melynek
alakja

Al 0 0
0 1 ... 00
0O 0 A ... 00O
Jn= A T (10.0)
0 0 O Al
0 0 O 0 |

Jordan-blokknak nevezziik.

A fentiek mintdjdra konnyen lathat6, hogy az ilyen métrixoknak
a standard béazis minden vektora altaldnositott sajatvektora, tehat ki-
mondhaté a kovetkezd megéllapitds: minden Jordan-blokknak van al-
talanositott sajatvektorokbdl 4ll6 bazisa.

10.4. PELDA (JORDAN-LANCHOZ TARTOZO JORDAN-BLOKK). frjuk fel
a 10.2.. példdban szerepld A mitrixot az ott konstrudlt Jordan-linc vek-
toraibol dllé bdzisban!

MEGoLDAS. Mivel Axz = 4x3 + xp, Axy = 4xy + X1 és Axy = 4x;, ezért
az {x1, Xy, x3} bédzisban a leképezés matrixa

]
|
S O B

1
4
0

=)

Ezt az eredményt az attérés C = [x1 xp X3] matrixaval valé kozvetlen
szdmoldssal is megkaphatjuk, ha elvégezziik az alabbi matrixszorza-
sokat:

-2 -3 0 6 —1 -3 1 =30
J=C'!AC=|-1 -1 0| |-1 5 2||-1 2 0
-1 01 2 -1 1 1 -3 1| o

JORDAN-FELE NORMALALAK 431
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10.5. PELDA (JORDAN-LANCOK ES JORDAN-BLOKKOK KAPCSOLATA).
Tudjuk, hogy az A mdtrixnak két kiilonbozo sajdtértéke van, Ay = 2 és
Ay = 4, valamint hogy a C madtrix oszlopvektorai az A egy Jordan-bdzisdt
alkotjdk, ahol

[2 01 -1 0 1 —1] (1 1.0 0 0 0 O]
0 21 -1 0 1 -1 1110000

2 22 20 -1 1 0111000
A=|1-10 31 1 —-1/,C=|001 1100
-1 10 -15 1 -1 0001110
-1 10 -11 4 0 000O0T1T11

| 0 00 00 0 4] 0 0000 1 1}

Rajzoljuk fel a Jordan-lincok diagrammjdt, és hatdrozzuk meg a J
C~'AC mitrixot a szorzdsok elvégzése nélkiil!

MEeGoLpAs. A C oszlopai Jordan-bézist alkotnak, azaz minden oszlop-
vektor egy Jordan-lanc eleme. Mivel az A matrixnak csak két kiilonbo-
z0 sajatértéke van, ez azt jelenti, hogy minden oszlopvektort vagy az
A — 21 vagy az A — 41 matrix vagy a zérusvektorba, vagy egy madsik
oszlopvektorba visz (elébbi esetben az oszlopvektor sajatvektor, utéb-
bi esetben csak altaldnositott sajatvektor). E hatdst az (A — 2I)C és az
(A — 4I)C szorzatok kiszamitasaval konnyen megkaphatjuk:

01 00O0O0O -2 -1 0000
01 00O0O0O -2 -1 -2 0 0 0
0002100 0 -2 2010
A-2I=(0 0 0 2 3 1 O0|A—-4I= 0 0 -2 0 1 1
0 00 2330 0 0 0011
00002 3 2 0 0 00 01
00000 2 2 0 0 000 0
Az els6 szorzatbol latszik, hogy (A — 2I)[c; ¢z ¢3] = [0 ¢; 0], mig

a masodikbol, hogy (A —4I)[cs ¢5 ¢ ¢7] = [0 ¢4 ¢5 0] (a mésodik
szorzatban mar nem is kellett volna a ¢1, ¢p, ¢z vektorokkal szorozni
latva az el6z6 szorzds eredményét). Ebbdl folrajzolhaté a diagram:

A-21 A-21
0 C1 Co
A-21
0 &5 ¢
A—41 A—41 A—41
0 C4 s < (g
A—41
0 «—— ¢

A diagrambdl kiolvashat6é az A hatédsa a ¢; vektorokra: Ac; = 2¢,
Acy =2¢; +¢1, Acg = 2¢3, Acy = 4cy, Acs = 4cs + ¢4, Acg = 4cg + ¢35,

O O O O O o o




Acy = 4cy. Ebbdl felirhat6 e leképezés matrixa:

J=C'AC=

| O O OO N
S| O O O|O|IN —
S| O O O|IN|O O
S| O O | O|O O
OO = ROl O O
Ol P OO O
O © Ololo O

Jordan normdlalak  Nem hozhaté minden matrix diagonadlis alakra, de
egy ahhoz kozeli alakra — ahogy azt a 10.5.. példa mutatja — igen. Eb-
ben csak kozvetleniil a f64tl6 folott lehetnek nemnulla elemek, és azok
is csak 1-esek. Rdaddsul az 4j bazis ismeretében ez az alak jol lefrja a
matrixleképezés hatdsat is.

10.6. TETEL (JORDAN NORMALALAK). Bdrmely C"*"-beli mdtrix hasonlo
egy Jordan-blokkokbol dllé blokkdiagondlis mdtrixhoz. Részletesen megfo-
galmazva: minden A € C"™*" mdtrixhoz létezik olyan C muitrix, hogy a
J = C'AC mitrix alakja

J, O ... O
OJ] ... 0

I=1. . . . (10.2)
00 .. J

ahol k az A fiiggetlen sajdtvektorainak maximdlis szdma, és J; az i-edik
sajdtvektorhoz tartozo Jordan-blokk.

» A tételbeli (10.2) métrixot az A matrix Jordan-féle normdlalakjinak
nevezziik.

» A kiilonb6z6 Jordan-blokkok kiilénb6z6 sajatvektorokhoz tartoz-
nak, de mivel tobb sajatvektor is tartozhat ugyanahhoz a sajatértékhez,
ezért egy sajatérték tobb Jordan-blokkban is szerepelhet.

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy ha taldlunk k fiiggetlen sajatvektort,
akkor taldlunk k Jordan-lancot is, melyek vektorai a tér bazisat adjak,
és ebben a bazisban a leképezés matrixa a tételbeli Jordan-alakot olti.

A matrix méretére vonatkozo teljes indukciéval bizonyitunk. n =1
esetén az allitds nyilvan igaz. Tegytik fel, hogy igaz az &llitds minden
n-nél kisebb méret(i matrixra.

Legyen A az n x n-es A maétrix egy sajatértéke, és legyen x egy hozza
tartozo sajatvektor. Az (A — AI)x = 0 megoldasainak terét, vagyis a A-
hoz tartozo sajatalteret jelolje NV,. Ennek dimenzi6jat, vagyis (A — Al)
nullitasat jelolje r.

JORDAN-FELE NORMALALAK 433
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Mivel r > 0, ezért a dimenzi6tétel miatt (A — AI) oszlopterének di-
menzidja n —r < n. Jelolje az oszlopteret O,. Az O, invarians altere
A-nak, azaz A(O,) C O,, ugyanis O, elemei (A — AI)v alakudak, ahol
v tetszdleges, és A(A — AI)v = (A% — AA)v = (A — AI)(Av) ugyan-
csak eleme O,-nak. Az A maétrixleképezést sztikitsiik le O,-ra, jeltlje
ennek matrixat A.

Az A matrix n — r méretdi, ezért az indukciés feltevés szerint van
Jordan-lancokbdl allé bazisa. A kovetkez6 diagram e lancokat szem-
1élteti, és azt, hogy A — AI hogy hat rajtuk. Mivel azonban e halmazon
ez megegyezik A — AI hatdsaval, a nyilak f6lé is ezt irjuk:

A—\q1 A—Aq1 A—\q1

R I i L L)
A—As1 A—Ar1 A—Ar1

0 2 x% =L &&= xgz
A-A,l A-A,l A—A,l

— xf oL & xL,

Itt az x{( vektor fels indexe a lanc sorszamat jeloli.

Az A — Al oszloptere és magtere metszetének dimenziéjat jeldlje g,
azaz legyen q = dim(O) NN)). Mivel N, elemei az A sajitvektorai,
azok O)-ba es6 baziselemei pedig az le vektorok, ezért g koziiliik a
A sajatvektora, azaz g sajatérték megegyezik A-val, pl. az els6 g, azaz
M=A(k=1,2,...,9). Aldncok végén 1év6 x’s‘k vektorok elemei O,-
nak, tehdt mindegyikhez van olyan y; vektor, hogy (A — AI)y, = x’s‘k
(k=1,2,...,9).

Az N, altér r-dimenzios, annak g-dimenzi6s alteréhez talalunk olyan
Z alteret, mely (r — q)-dimenzi6s, és minden vektora sajatvektor. gy
a Jordan-lancok igy alakulnak:

A—AI 1 A—AI A—AI 1 A—AI
0 — X1 — — X, — Y1
A—AI q A—AI A—AI q A—AI
0 < X3 — .. Xs, —— Yg
A—-A, 41 A—A, 41 A—-N, 41
q+1 q+1 q+1 q+1 q+1
0 ¢— X1 — . — Sq+1
A—ApI p A—ApI A-ApI p
0 +— X1 — — Xsp
A\
0 VAL
A—A1

0 — Zr—q
(10.3)
Az x-vektorok szdma n —r, az y-vektorok szdma ¢, a z-vektorok
szdma r — g, ezek Osszege pedig (n —r) +q + (r — q) = n, tehat van
elég vektor egy bdzishoz. Mar csak a fliggetlenségiiket kell belatni.
A konstrukci6 olyan volt, hogy az x- és z-vektorok mind fliggetlenek



egymastol, csak az y-vektorok t6liik vald fliggetlenségét kell bizonyi-
tani. Tegytik fel, hogy

Y+ Ly + Y6z = 0,
jk t r

ahol nem minden #; nulla. Szorozzuk meg az egyenl6séget (balrol) az
A — Al métrixszal. Mivel az els6 ¢ lanc végén 1évé x{ -vektorok kisebb
indextiekbe mennek, masrészt (A — Al)y; = x{,, ezért olyan osszefiig-
géshez jutunk, amelyben mar csak x-vektorok lesznek, de nem minden
egyttthaté nulla, hisz van nemnulla # egyiitthatd, és ez ellentmon-
das. O

10.7. PELDA (NORMALALAKOK). Soroljuk fel az dsszes lehetséges Jor-
dan normdlalakjdt annak a mdtrixnak, melyr6l csak annyit tudunk, hogy
(1 — A)* a karakterisztikus polinomja. Ne tekintsiink kiilonboz6nek két nor-
mdlalkot, ha azok csak a Jordan-blokkok sorrendjében kiilonboznek egymds-
tol!

MEGOLDAs. A karakterisztikus polinom negyedfokd, igy a matrix 4 x
4-es. Mivel minden sajatérték 1, ezért a Jordan-alak f6atléjaban csupa
1-es szerepel. A lehetséges 6t alak elemi leszdmlalassal megkaphato:

100 0 1100 1100
0100 0100 0100
0 010/”/0010["f0o0 1 1|’
0001 (000 1] |00 01
1 1 0 0] [1 1 0 0]
0110 0110
0010”0011
0001 [0 0 0 1

Nem tekintjiik kiilonb6zének a blokkok cseréjével egymasbél megkap-
hat6 alakokat. Péld4ul az

1.0 0 0
0110
0 011
0 0 01
matrix a negyedik alakbol a két blokk cseréjével megkaphato. O

A Jordan-alak egyértelmiisége A C™*"-beli métrixok a Jordan normél-
alakjuk szerint osztdlyokba sorolhaték. Egy osztdlyba azok a matrixok
kertilnek, melyek normalalakja azonos. Egy ilyen osztdlyozds azonban
csak akkor létezik, ha minden matrixnak csak egyetlen normdlalakja
van, azaz a normélalak egyértelm. Ezt biztositja a kovetkez tétel.
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10.8. TETEL (A JORDAN-ALAK EGYERTELMUSEGE). EgQy mutrix Jordan
normdlalakja a Jordan-blokkok sorrendjétdl eltekintve egyértelmil.

BrzonvyiTAs. A felbontds egyértelmiiségének bizonyitdsdhoz elég be-
latni, hogy barmely két hasonlé matrix Jordan-alakjanak meghatarazo
adatai a hasonlésagra nézve invaridnsak.

A Jordan-blokkok, és igy a Jordan-ldncok szdma megegyezik a fiig-
getlen sajatvektorok maximaélis szdmaval — ez invaridns.

Az egyszerliség kedvéért el6szor tegyiik fel, hogy A minden sajat-
értéke azonos, jelolje A. A tovadbbiak konnyebb megértésére lassunk
egy konkrét példat. Legyen az A matrix karakterisztikus polinomja
(A — x)13, és tegyiik fel, hogy Jordan-bazisa a kivetkez6képp néz ki:

0 AL 1 AL g A AT g

0o AN e A g AN e A2

0o AN 3 AL s A8 (10.4)
0 M x‘l1

0 M x{‘

A leghosszabb blokk mérete 4, ami A — AI ismeretében tgy kapha-
t6 meg, hogy 4 az a legkisebb s kitevs, melyre (A — AI)* = O. Al-
taldban is igaz, a legnagyobb blokk mérete az a legkisebb s, melyre
(A — AI)® = O. A matrix hatvanydnak zérus volta is invaridns, igy
hasonlé matrixokra a leghosszab lanc hossza is azonos.

Legyen a A sajatértékhez tartozo i-hosszt Jordan-lancok szama m;.
A 10.4. diagramon my = 2, my = 0, mz = 1, my = 2. Lathat6, hogy
(A — AI) hatvanyainak rangjabol megmondhaté, hogy vektor nem fu-
tott még a nullvektorba, innen pedig az m; értékek is kiszdmolhatok.
Esetiinkben

ms+2my =1

m4:r((A—/\1)3) =2
((A—/\I)z) =5
m2+2m3+3m4:r(A—AI):8
my+my+mz+my=n—r(A—Al)=13-8=5



és ez az egyenletrendszer egyértelmtien megoldhaté. Altaldban

ms =1 ((A - )\I)S_l)
Ms_1+2ms =1 ((A - AI)sfz)

Mg o+ 2mg 1 +3ms =t ((A _ A1)5*2>

my +2mz + - -+ (s — 1)ms = r(A — AI)
my+my +mz+---+mg_q+mg=n—r(A— Al

Ennek az egyenletrendszernek a jobb oldaldn a hasonlésdgra nézve
invaridns értékek vannak, az egytitthatomatrix haromszog alakd, igy
egyszer(i visszahelyettesitéssel megoldhat6, f6atldjdban csupa egyes
van, melynek kovetkeztében a megoldas egyértelmi, mésrészt a meg-
oldasok mindegyike egész szam.

Ha a matrixnak nem csak egy sajatértéke van, akkor sajatértéken-
ként egy ilyen egyenletrendszert kapunk, mely annyiban valtozik az
el6z6hoz képest, hogy ha A multiplicitdsa m(A), akkor A — AI hatvé-
nyainak rangjahoz az ¢sszes A-tdl kiilénboz6 sor eggyel hozzéjarul,
igy az egyenletrendszerek jobb oldalabol (n — m(A)-t ki kell vonni. A
legnagyobb blokk mérete ekkor A — AI-nek az a legkisebb s hatvanya,
melynek rangja el6szor éri el n — m(A)-t. Igy az dsszes esetre 4ltalano-
san érvényes egyenletrendszer:

ms =m(A) —n—+r ((A _ M)s—l)
mo oy +2ms = m(A) —n+r (A - A1)

Mg_p +2mg_1 +3mg =m(A) —n+r ((A - /\1)5*2)

my +2mg + -+ (s — 1)mg = m(A) —n+r(A — AI)
my+my+mg+---+mg_+mg=n—r(A— Al

Ennek egyértelmi megoldhatdsdga bizonyitja allitdsunkat. O

10.9. PELDA (JORDAN-BLOKKOK MERETE). Egy 10 x 10-es A mdtrixnak
A 10-szeres algebrai multiplicitdsi sajdtértéke. A — Al hatvdnyainak rangja
rendre 5,2, 1, 0. frjuk fel a Jordan normdlalakjdt!

MEGOLDAs. A blokkok szdma, ami megegyezik a Jordan-lancok sza-
méval 5, mivel n —r(A) = 10 —5 = 5. A leghosszabb lanc hossza
4, mivel A — AI legkisebb zérusmaétrixot adé hatvanya a 4-dik. Az
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egyenletrendszer és megolddsa, valamint a J Jordan-matrix:

my =1 my =1 A
2 2 0 A/l\
mz + 2my = My =
= = J= Al
my + 2ms3 + 3my =5 my =2 )\/l\
my+my+ms+my =5 my =2 A
O

10.10. PELDA (JORDAN-BLOKKOK MERETE). Eqy 14 X 14-es A mitrix ka-
rakterisztikus polinomja (3 — A)%(2 — A1)%(1 — A)4

A — 31 hatvdnyainak rangja rendre: 12, 11, 10, 9;
A — 21 hatvdnyainak rangja rendre: 12, 10, 9;
A — 1 hatvdnyainak rangja rendre: 11, 10.

Irjuk fel a Jordan normdlalakjdt!

MEGOLDAs. Most n =14, m(3) =5, m(2) =5, m(1) = 4.

A = 3 esetén a blokkok (Jordan-ldncok) szdama n — r(A — 31) =
14 — 12 = 2. A leghosszabb lanc hossza s = 4, ugyanis ez a legkisebb
s, melyre r((A —3I)°) = 14 —5 = 9. Az egyenletrendszer és megolddsa

my=5—-14+10=1 my =1

my+2my =5—-14+11=2 m3 =0

my +2m3+3my =5—-14+12=3 - my =0
my+my+mg+my=14—-12=2 m =1

Hasonléan jarunk el a tobbi sajatérték esetén is (gondoljuk végig):

my3=5—-14+10=1 my =1
my+2m3=5—-14+12=3 = my=1
my+my+mg=14—-12=2 mp =0

my=4—14+11=1 my =1
=
my 4y =14 —11 =3 my =2



Osszefoglalva:

W =
W =
W =

N =

az A matrix Jordan normaélalakja. O

A Jordan-bdzis konstrukcidja A Jordan-tétel bizonyitdsdban megkonst-
rudlt bazist kis matrixokra kézzel is ki lehet szdmolni. Az itt ismer-
tetendd egyszer(i nafv algoritmus nem szadmitégépes megvaldsitasra
val6, ennél hatékonyabb is létezik.

Példaként tekintstink egy 18-adrend{i A matrixot, melynek A 18-
szoros sajatértéke, és amelyre a Jordan-lancok hossza rendre ms = 2,
my =1, m3 =0, my =1, my = 2. Ennek alapjan az A — Al hatasa
a Jordan-bazison meghatarozhat6, amit a 10.1. dbra szemlélt. Jeldlje
(A — AD)¥ nullterét NVi. N5 a A-hoz tartozo teljes altalanositott sajatal-
tér — e példaban C'8. A nulltér meghatsrozasa egy homogén lineéris
egyenletrendszer megoldésat jelenti, ami nem okoz nehézséget, de az
mar nem teljesen mindegy, hogy a bazist hogy valasztjuk benne.

N Y Y Y )

O e Ny N g

Az algoritmus — melyet a 10.2. dbra is szemléltet — 1ényege, hogy
a nagyobb indexii terek fel6l indulva minden lépésben kiterjesztjiik
N;_1 bézisat N; bazisavd, majd a kiterjesztésnek vessziik az A — Al
altali képét, ami mér N;_i-be esik, és ezt N;_, bazisdhoz adva azt
kiterjesztjitk \V;_; 4j bazisava. ... A konvenci6 az lesz, hogy a vektortér
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egy generatordnak vektorait egyetlen matrixba tessziik, és azt azonos,

de félkovér bettivel jeloljiik, tehat pl. N generdtormatrixat N jeloli.

Részletezve:

Meghatarozzuk N; egy tetsz6leges N; bazismatrixat (i = 1,2, 3, 4,5).

Kiegészitjiik Ny-et N5 bézisavd, az tj baziselemek matrixat jelolje
Us, tehat N5 bazisa most [N4|Us].

Legyen K, az 0j elemek A — AI altali képe, azaz K4y = (A — AI)Us.
Mivel K4 C Ny, de fiiggetlen az N altértdl, ezért alkalmas arra,
hogy bazisvektorait a Jordan-bazis Ny \ N3-ba esd elemei kozé ve-

gytik.

Ha sziikséges, egészitsiik ki a [N3|Ky]-et N, bazisavd Gj elemek
hozzavételével, igy N, bazisa most [N3|Ky|Uy].

Vegyiik a [K4|Uy] matrix képét, azaz legyen K3 = (A — AI)[K4| Uy,

//////

hozzéavételével (azaz N3 bazisa most [N,|K3|Usz] — most Uz = Q).
Hasonloan folytatjuk N; indexét csdkkentve: Ky = (A — AI)[K3|U3),
4j elemek hozzavételével eléllitjuk N, bazisat: [N1|Kz|Uz].

Végiil legyen K; = (A — AI)[K;|Uy], amit U;-gyel kibvitiink A
bazisava. A tér Jordan-bdzisa a kép- és az Gj elemek egyesitése:

(K1 |K2|K3|K4|U; [Up |U3|Uy | Us] .

Végiil a Jordan-bazis elemeit tigy rendezziik, hogy a lancokat egy-
mads utdn, minden lancot a sajatvektorbél indulva felsorolunk.

(APITIWNPN

@ o
(= o< o< \:/Z o
B B B Us
SRR AR D)
o+ | (o) Uy
Can
(@ ], “
N

NN AN M N A

Ezek utdn ldssunk egy konkrét példat, majd az algoritmust &ltala-

nosan. A szamolas kivitelezéséhez két megjegyzés:

10.2. dbra: A Jordan-bézist megkonstru-
4lé algoritmus



» Ha U/ C V két altér, és {uy,...,uy}, illetve {vq,...,v,} (m < n)
a bazisuk, akkor elemi sormiiveletekkel konstrudlhatunk V-nek egy
olyan {wq,..., w,} bazist, hogy {wy, ..., wy,} az U béazisa legyen. Eh-
hez irjuk U, majd V bazisvektorait egyetlen

[up ... wy | vy ... vy

matrixba. Ennek 1épcsés alakjdban vezéregyesek lesznek az els6 m
oszlopban, és n — m tovabbi oszlopban. A nekik megfelel$ vektorok
az eredeti bazisokban (tehat V Osszes vektora és U-nak n — m vektora)
adjak az 1j bazist.

» Emlékeztetiink rd, hogy ha egy matrix redukalt 1épcs6s alakja [I|S]
alakd, akkor [ 5] vagy [ 5] oszlopvektorai a matrix nulltere bézisat

_S]

adjék. Vigydzzunk, ha I nem az els6 oszlopokban van, akkor |7

sorait megfeleléen permutalni kell.

10.11. PELDA (JORDAN-BAZIS ELOALLITASA). Hatdrozzuk meg az

0 1 -2 1 -1

3 3 6 -2 4

A= 4 -5 9 -3 5
4 -5 8 -2 5

=il 1 -1 0 0

mdtrix Jordan normdlalakjdt és Jordan-bdzisdt!
MEGOLDAs. A karakterisztikus polinom
det(A — AI) = =A% +4A* — 673 1442 — A = —A(1 - A4

A 0-hoz tartozoé sajatvektor a redukalt 1épcsés alakbol kiszamitva:

1 00 0 -1 1
0100 3 -3
0 01 0 4 —4
0 0 01 4 —4
0 000 O 1

Mivel itt az algebrai és geometriai multiplicitds egyardnt 1, ez a Jordan-
lanc egyelem{i. A A = 1 esetén a geometriai multiplicitds 2, ugyanis
A — I redukélt 1épcs6s alakja és abbol a nulltér bazisa:

rref(A —1I) =

S O O O -
O O O = O
o O -, O O

I

—_

o

z

Il
O R == O
= O O = O
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(A —1-1)2 nullterét gyorsabb tgy szdmolni, ha nem A — I-t szoroz-
zuk 6nmagdval, hanem 1épcs6s alakjat jobbrél, és annak a szorzatnak
vessziitk a 1épcsds alakjat. A 1épcs6s alak kiszdmoldsa ugyanis csak
elemi matrixokkal val6 balrdl szorzast jelent, igy

(rref(A —1))(A —1) = E(A —I)(A —1) = E(A —1)2

vagyis a szorzat az (A — I)2-en végrehajtott elemi sormfiveletek ered-
ménye. Sokkal kevesebb viszont a szdmolnival6, mivel a 0-sorok el-
hagyhatok:

{(rref(A—I))(A—I)}:[—l 1 -2 1 —1]$l1 -1 0 1 1]

a 0-sorok nélkiil 0 0 -1 1 0 0 01 -1 0

ahonnan a béazis vektorai:

1 -1 -1
1 0 0
Ny, = 1|0 1 0
0 1 0
0 0 1

Hasonl6an hatdrozzuk meg (A — I)3 bazisat!

1 -1 1 1] 1 -1 1 1
0 (A_T)— 0
0 01 -1 0 0 000 0

ami mdr lépcsés alakt, és ahonnan a bazismatrix

1 -1 0 -1
1 0 0 0
N;3=(0 1 0 O
0 01 0
0 00 1

Ezutdn hatdrozzuk meg Uj vektorait, vagyis azokat, amelyek N, ba-
zisat (Np-t) N3 bazisava egészitik ki. Ehhez az [N3|N3] matrixot kell
redukélt 1épcsés alakra hozni, U3 elemei a N3 azon oszlopai lesznek,
melyek fiiggetlenek N»-t6l, azaz melyek redukalt 1épcs6s alakjdban ve-
zéregyes van.

1 -1 —-1]1 -1 0 -1 1 00[10 00
1 0 0/1 00 0 010/00 10
[N2JNsJ=|0 1 o0oflo 10 o/=1]00 1|00 0 1
0o 1 0/0 01 0 000[/01 -1 0
o 0o 1/0 o0 1 000/0O0 00

Tehat U3 = [-1 010 0]7, és ebbsl K, = (A —1)U; = [—13 4 4 0]T.
Mivel K; egyetlen vektorbol all, és N3 és N, dimenzidinak kiilonbsége



is 1, ezért itt nem kell szdmolnunk semmit, U, = {0}, azaz U; iires.
Ki = (A—DK; = [01110]7, és mivel e vektor benn van N bazi-
séban, U; = [0 100 1]7 teret a mésik bazisvektor generalja. A Jordan
normalalak felirdsdhoz a Jordan-lancok vektorait egymads utan fel kell
sorolni, a belsliik képzett P métrixszal lesz ] = P~1AP. E két matrix

00 -1 -1 1 110 0 00

1|1 3 0]-3 011 010
P=J0|1 4 1|4 J=10]0 1 1|0

0j1 4 0|4 0/0 0 110

110 0 O 1 0/0 0 010 O

Az algoritmus altalanosan:
e Input: A, p(x) karakterisztikus polinom linedris tényez6kre bontva,

* Minden A sajatértékre
- Hatarozzuk meg a leghosszabb lanc s hosszét, és (A — )LI)i null-
terét (N, i =1,2,...,s). Legyen U1 = Ksy1 = Ny = {0}, azaz
e terek bézisa az tireshalmaz.

— Minden i-re s-t6l 1-ig haladva:
*+ Legyen K; = (A — AI)[K;;1|U;yq].
+ Hatdrozzuk meg U;-t ugy, hogy [N;_1|K;|U;| bazisa legyen
Ni-nek. Ehhez az [N;_1|K;|N;] matrix redukalt 1épcsts alakja
alapjan valasszuk a vezéroszlopokat N;-bél az Uj-be.

* Tegyiik a Jordan-lancok vektorait balrél jobbra egymas mellé min-
den lancot a sajatvektorral kezdve, az igy kapott P matrixszal J =
P~'AP.
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10.12. DEFINICIO (MATRIX EXPONENCIALIS FUGGVENYE). Az A négyze-
tes mdtrix exponencidlis fiigguényét a kovetkezd sor definidlja:

A? A"
A =T+A+ .
2! n!

10.13. ALLITAS (EXPONENCIALIS FUGGVENY KISZAMITAsSA). Ha J =
P~'AP az A mdtrix Jordan normdlalakja, akkor

A =PJP,

ahol &) blokkonként szdmolhatd, és

A1 0 ...0 11 5 =yl

1
0 A1 ...0 1 G2
Ja=10 0 A ... Of gseténelr =¢* |0 0 1 (n,lg,)!
0 0 O A 00 0 1|

Matrixfiigguények — Altalaban mondhaté, hogy
A (A (A (n=1) (A
T R AN o i T =
0 A 1 0 0o [ W ARSIy
f _ o i (n—2)!
N :
0 0 0 0 0 0 f(()?l\)

-3 2 1
1 -2 1
-1 -2 -5

Hatdrozzuk meg az e® matrixot!

MEGOLDAS. A karakterisztikus polinomja

X3 +10x% 4 32x 4+ 32 = (x +2)(x +4)?,



igy
-2 0 0 1 1 0
J= 0 —4 0|, P= 1 0 11,
0 0 —4 -1 -1 =2
1 e2+1 -1 1621
2 g ) et 2 264
A = PdPL % eezl o2 % eell O
_1e2-1 -1 1¢e2-3
I o4 2 A

A Jordan normdlalak haszndlata a differencidlegyenletrendszerek megolddsd-
ban
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