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1. Bevezetés

Teéglalapok stirti pakolasainak szdmos helyen van szerepe. Széllitasi vagy raktarozasi
problémék matematikai modelljeként adodik ilyen feladat, valamint munkagépek iite-
mezésénél is talalkozhatunk vele. Az elméleti jelentdségii feladatok mellett pedig még
a fentieken tul szdmos alkalmazasi teriileten fordulnak eld.

A 2-dimenzios téglalappakolasi probléma nem mas, mint hogy egy adott szélességi
alul zart feliil nyitott téglalap alaki sdvban kell elhelyezniink téglalapokat tgy, hogy a
felhasznalt magassédg minimélis legyen. Ebben a dolgozatban olyan pakolasokkal foglalko-
zunk, ahol forgatni nem lehet a téglalpokat, oldalaik a sav oldalaival paArhuzamosak, és nem
fedhetik egymast. A sokféle alkalmazas és feladattipus miatt nem lehet mindent targyalni,
ezért ebben a dolgozatban két feladattipust mutatunk be részletesen. A probléma illetve
a feladat megfogalmazasa utan kozoljiik azokat az algoritmusokat, vagy heurisztikus mod-
szereket, melyeknél a megoldasok minnél kozelebb lesznek az optimumhoz, mert az opti-
mum meghatarozasa NP-teljes feladat. A masodik fejezetben egy offline téglalappakolési
probléméat néziink meg, a harmadikban pedig egy specidlis online feladatot vizsgalunk
majd.

Offline problémanak nevezziik azt, amikor adott a T; (i = 1,...,n) téglalapok egy
7 = {T1,T>,...,T,,} halmaza. A 7 halmaz elemeit pedig a fent leirt feltételek mellett
kell minnél kisebb magassag felhasznélaséval elhelyezni az adott savban. Mig az online
probléméanal adott a T; téglalapok egy L listaja, ahol kezdetben i = 1 és T;-t tgy kell
elhelyezni, hogy a T (j =i+ 1,942, ...,n) téglalapokat még nem ismerjiitk. Ezutan i = 2,
azaz megkapjuk a masodik téglalapot, és az el6z6 modon jarunk el.

Példa. Egy tipikus online pakolasi feladat a TETRISZ nevi szamitogépes jaték. Az
alap véltozatban adott egy zart m egység széles téglalap alaki sav. A sav tetejérsl esnek
le egyesével olyan elemek, melyek 4 darab 1 x 1-es Osszefiiggé nényzetbdl allnak, egészen
addig, amig a sav aljaba vagy egy koradbban elhelyezett elembe nem iitkoznek. Mindig
csak az aktudlisan elhelyezend6 és a rdkovetkezs egységet ismerjiik. Ezeket vagas nélkiil
kell tigy forgatni és elhelyezni, hogy minnél t&bb telitett sort rakjunk ki. Egy ilyen sor
azonnal elttink, és a felette 1évsk lejjebb esnek. Ha az elemek elérik a sav tetejét, vége a
jatéknak.

Egy érdekes feladatot fogunk vizsgilni a mésodik részben, az tgynevezett relaxélt

2-dimenzios téglalappakolasi feladatot (R2D). Ennek megoldasara heurisztikus mod-



szereket ismertetiink, hatékonysigbecsléseket adunk, valamint kisérleti eredményekkel
igazoljuk, hogy az 1j algoritmusok sok esetben a korabbiaknal jobb megoldast adnak.
(Itt megoldason az optimum érték egyre jobban valo kozelitését értjiik.) A harmadik fe-
jezetben olyan online feladattal foglalkozunk, ahol a fent emlitett £ lista elemeit 2 nem
alland6 paraméterrel adjuk majd meg. A feladatban egy téglalap magassaga novelhetd,
szélessége csOkkenthetd, viszont teriilete allando. Itt is ismertetiink néhany algoritmust,
és megvizsgaljuk a hatékonysagukat. Az utols6 részben pedig Osszefoglaljuk a dolgozat

témait és f6 mondanivalojukat.



2. Heurisztikus modszerek az R2D feladatra

2.1. A relaxalt feladat ismertetése

s

jik el, hogy adott n darab w; x h; (i = 1,...,n) méretd téglalpot egy adott m egység
szélességii savon mar elhelyeztiink gy, hogy az oldalaik a sdv oldalaival parhuzamosak
legyenek, és ne fedjék egymast; de most megengedjiik, hogy a téglalapok azon részei, ahol
nem érintkezik masik téglalap ,tetejével” fiiggtlegesen ,leessenek”. Ez azt jelenti, hogy el-
toljuk ezeket a részeket a sav aljanak irdnyaba mindaddig, amig egy masik letett téglalap
tetejébe, vagy a sév aljaba iitkdznek. A téglalpok el6bb emlitett részeinek ilyen médon
torténd elmozditasat a téglalapok lefelé igazitasanak hivjuk. Kérdés, hogy igy mennyi a
minimalisan felhasznaland6 magassig az elemek elhelyezéséhez. Fzt a feladatot jeloljiik
R2D-vel.

. (?

Lefelé igazitas az R2D feladatban

Az R2D feladat felfoghato gy is, mint egy egyetlen eréforrassal korlatozott itemezési
feladat. A téglalapok egy-egy munkat jelentenek, az i-edik munka w; ideig tart, és az
egyetlen erdforrasbol h; egységnyit vesz igénybe. Az erGforrasbél minden pillanatban
barmekkora mennyiség rendelkezésre all, és a munkakat egy m egységnyi id6horizonton
beliil kell elvégezni. A kérdés az, hogy melyik munkat mikor kezdjiik el, ha azt szeretnénk,
hogy az egy-egy id6pontban felhasznalt eréforrasmennyiség maximuma minimalis legyen
az idGintervallumra vonatkozolag. Ezutan a feladatra téglalappakolasi feladatként és iite-
mezési feladatként is fogunk hivatkozni.

Alkalmazas. Egy telepen széllitashoz kisebb tartalyokat kell feltélteni valamilyen

folyadékkal, egy nagyobb raktarozo tartalybol, amelybdl tetszélegesen sok egyforma csévon
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keresztiil aramoltathatjuk at az anyagot. A kis tartdlyok meghatarozé adatai: 1) az
egységnyi id6 alatt torténd maximalis tolthetGségi sebesség (h;), 2) a térfogatuk, amib6l
h; ismeretében kiszamolhat6 w;, azaz hogy mennyi id6 alatt tolthets fel az adott tartaly.
A munka kezdetétdl a szallitasig eltelt id6 alatt (m) végezni kell az adott tartalyokkal.
A cél pedig az, hogy az egyes idGpillantokban hasznélt toltGesévek szaméanak maximuma
minimalis legyen.

Az alabbi illusztracio [8] azt a gyakran elGfordulod esetet szemlélteti, amikor a kétdi-
menzios (Cs), illetve a relaxalt feladat optimalis értéke kiilonbozs. A savszélesség 12, és a
kovetkezs 8 téglalapot kell lehelyezni: (8,2), (5,2), (3,1), (2,1), (5,1), (6,1), (2,2) és (1,2).
A relaxalt feladat esetén ezek elférnek 4 egységnyi magassagon beliil, viszont a kétdimen-
zi6s esetben ez a magassag nem elég. Ezek utan, ha ezt kiilon nem mondjuk, csak az R2D
feladattal foglalkozunk.

CQ és R2D

2.2. Jelolések

Legyen 7 = {t;(w;, h;), i = 1,...,n} az adott n darab, w; x h; méreti téglalapbol allo
halmaz. Ezeknek megfelelGen az i-edik munka elvégzésének idGtartama w;, az elvégzéshez
szitkséges (id6ben allandd mennyiségii) eréforras nagysaga h;. Feltessziik, hogy w; < m,
ahol m a sav szélessége, valamint Z?Zl w; > m, kiilonben a munkikat egyméas utan is el
lehetne végezni. A munkak egy iitemezésén a 7 halamaz valamely P = { Py, P1, ..., Pp,_1}

« e,

1 egység tavolsagra van, vagyis azon munkak halmaza, amelyekhez az i-edik idépontban
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kezdtiink hozza. A munkdk sorrendje egy-egy rogzitett idépontban az litemezési feladat

szempontjabol kzombos. Legyen
Si=Ata | ta € Py, k<i<k+w,},

vagyis S; azon munkik halmaza, amelyek mar elkezd6dtek, vagy éppen elkezd&dnek, de

még nem fejezGdtek be az i-edik idépontban. Legyen

Hi=> he,i=0,1,...,m—1,

ta€S;

vagyis H; az i-edik id6pontban felhasznalt eréforrds mennyisége.

1. Definici6. A P iitemezés erdforrds-igénye az R2D feladat esetében

C(P)= max H;

0<i<m—1

2. Definicio. A P* itemezés optimdlis, ha teljesil a C(P*) < C(P) egyenlétlenség a T

halmaz tetszdleges P iitemezése esetén.

Mivel véges sokféleképpen tudjuk a 7 halmaz elemeit m részre particionélni, ilyen
optimaélis litemezés biztosan 1étezik, esetleg tobb is lehet.

A C(P*) értéket ezenttl Crop-vel fogjuk jelolni, ami tehat csak 7-t6l és az m szamtol
fiige. Ha ugyanezzel a 7 téglalaphalmazzal és m savszélességgel a kétdimenzios feladatot
oldjuk meg, akkor az elhelyezéshez minimalisan sziikséges magassagot, vagyis az optimélis

megoldast jelolje Cl.

1. Tétel. [1] Cy és Crap jeldljék rendre a kétdimenzios és a relaxdlt kétdimenzids téglalap-

pakoldsok optimdlis megolddsait. E két érték kizitt a kévetkezd egyenlétlenség dll fenn:

Crap < Oy

2.3. Also becslések

Mivel az optimélis iitemezés megkeresésének feladata mér egydimenzids esetben is
NP-teljes, gyakran heurisztikus modszerekkel probaljak az elébbi feladatot megoldani.
Egy ilyen megoldas értékelésében nagy segitséget jelent, ha ,elég jo” alsd becsléssel ren-

delkeziink az optimum értékét illetGen, mert igy tudjuk megbecsiilni, hogy a heurisztikus



modszer altal szolgaltatott megoldas, mennyire kozeliti meg az optimumot, ugyanis az
természetesen az alsod becslés és a heurisztikus megoldas értéke kozott van.

Legyen L egy also becslés, azaz legyen tetsz6leges 7 téglalaphalmaz esetén L(7) <

C(RQD .

3. Definicié. Az % tortek infimumdt az L also becslés elméleti hatékonysdgdnak nevez-

ziik, és H(L)-lel jeloljiik, vagyis

) =i { 474

R2D

2. Tétel. [1] Az R2D feladat esetében a felhaszndlt sdvmagassdg legaldbb akkora, mint a

téglalapok magassiga, valamint legalabb akkora, mint a téglalapok m-ed része:

n
i=1 Wi - hi

Crop > Ly = max{ , max{h;, i =1, ,n}}

m

Bizonyitas. Ha a téglalapokat teljesen egyenletesen sikeriilne elosztani, akkor lenne

az Osszteriilet m-edrésze a magassaguk; masrészt barmelyik téglalap magassiga also korlat

a felhasznalt savmagassaghoz. O
3. Tétel. [1] Az Ly also becslés elméleti hatékonysdga legalabb %, vagyis H(Ly) > %
Bizonyitas. A [2]-ben szerepl6 Cy < % + Ppnaz becslésbdl, ahol T a téglalapok Gssz-

teriilete, .. pedig a legnagyobb magassag, lathato hogy C3 < 3L1, ebbdl ﬁ > é—; > %

adodik. 0

4. Tétel. [1] Rendezziik a téglalapokat magassagaik szerinti nem niovekvd sorrendbe, vagyis
hy > hy > ... > h,. Legyen tovdbbd
L — [ZtieT wi—‘ ‘
m
Ekkor Crop legaldbb akkora, mint a sorrendben az utolsé k szami téglalap magassdgdinak
az dsszege, vagyis
Crop > Lo :==hy i1+ ... + hp.

Bizonyitas. A téglalapok elhelyezéséhez legalabb k ,sor” sziigséges, azaz lesz olyan

id6pont, amikor legalabb k szami munka egyszerre folyamatban van. O

Példa. Legyen m = 6,n = 4, és alljon a T" halmaz két 3 x 3-as, egy 3 X 2-es és egy
4 x 3-as téglalapbol. Ekkor Ly = 6, mig L, = 8.
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2.4. Néhany heurisztikus mdédszer
2.4.1. A BL algoritmus

Az optimalis litemezés megkeresésének NP-teljessége miatt gyors, kozel optimalis iite-
mezéseket ado algoritmusokat vezetiink be az R2D feladat megoldasara. Graham 1966-
ban kozolte az LPT (Longest Processing Time) algoritmust, amelyet egyforma péarhu-
zamos gépek tlitemezésére dolgozott ki [3]. Azota is széles korben alkalmazzak, és sok
mas 0j algoritmus alapszik rajta. Az egyik ilyen a [4]-ben ismertetett LPT (k) algorit-
mus, vagy az alabbi, a két dimenziés feladatra altaldnositott eljaras, melynek neve BL
(Bottom Left) algoritmus [2|. Ez a kovetkezSket végzi. ElGszor valamilyen sorrendbe
rendezziik a téglalapokat. A soron kovetkezGt mindig tgy helyezziik el, hogy mindig a
lehet6 leglejjebb legyen, és az igy széba jové helyek koziil a legels§ id6pontra iitemezziik
a téglalapot, azaz balra igazitjuk. Ebbdl tigy kaphatunk R2D-re vonatkozé algoritmust,
hogy az elemeket lefelé igazitjuk. Egy masik lehetGség, hogy rogton az elhelyezésiik utan

lefelé igazitjuk Gket, és csak ezutan helyezziik el a kdvetkezGt.

BL algoritmus

1. Legyen m az id6intervallum hossza, P, =0, H; =0, (i =0,...,m — 1).
2. Rendezziik a téglalapokat valamilyen sorrendbe, és legyen j = 1.

3. Legyen R(i) = maXj<p<iyuw;—1 Hp, (1 =0,...,m —w;).
Legyen igp = argmin R(i) : 0 <i<m —w;.

4. Legyen P,) = P,, U{t;}, és legyen Hy, = Hy + h;, (k =1o,...,i0 +w; — 1),

vagyis iitemezziik a j-edik munkét az ip-adik id6pontra.

5. Legyen 5 =7+ 1. 7 < n esetén menjiink a 3. 1épésre, egyébként vége.

Az algoritmus elméleti hatékonysagaval kapcsolatban [1| a kovetkezdket kozli. Legyen
C(BL) a kétdimenzios algoritmus altal kapott megoldas értéke. Ha a téglalapokat szé-
lességeik szerinti novekvd, vagy magassagaik szerinti csékkend sorrendben helyezziik el,

C(BL)

akkor a Ty arany tetszélegesen nagy lehet. Ezek alapjan érvényes a kovetkezd.
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5. Tétel. [1] Tetszdleges M > 0 valds szdmhoz létezik olyan Ty téglalaphalmaz, melynek

elemeit szélességeik szerinti novekvd sorrendben elhelyezve % > M teljesiil. Hason-

loképpen létezik olyan Ty halmaz, melynek elemeit magassdgaik szerinti csékkend sorrendbe
C(BL)

rendezve —— > M teljesiil.
R2D

Mas a helyzet csokkend szélesség szerinti sorrend esetén. Ha a téglalapokat valameny-

nyilik elhelyezése utan igazitjuk lefelé, akkor a % arany legrosszabb esetben 3 lehet,

amely egy éles becslés.

2.4.2. Az FFDH algoritmus

A kétdimenzios FFDH (First Fit Decreasing Height) algoritmus a téglalapokat
magassagaik szerint csokkend sorrendben helyezi el egy-egy szintre egymas mellé balra
igazitva, a kovetkezd téglalapot pedig mindig a legels6 olyan szintre helyezi el, ahova be-
fér. Ha mar nem fér be a korabbi szintek egyikére sem, akkor kozvetleniil a mar létez6k
felett egy 1j szintet nyit, és ide rakja az aktualis téglalapot. Legyen i a szintek szama, r,
az a-adik szinten 1év4 téglalapok szélességeinek az Osszege, és tegyiik fel, hogy az a-adik

szint s, magassagban van.

FFDH algoritmus

1. Legyen 1 = 1,7, = 0,5, = 0.

2. Rendezziik a téglalapokat magassagaik szerint nem novekvd sorrendbe, és legyen

j=1.
3. ra+w; >m (a=1,...,i) esetén legyen .1 =0, s;41 =5, +hj, j=75+ 1

4. Legyen oy = min{a | 7o + w; < m}. A j-edik téglalap az ap-adik szintre keriil,

Tap + ’(U]

5. Legyen j = j + 1. 7 < n esetén menjiink a 3. lépésre, egyébként vége.

Az algoritmus megfelels médositassal R2D algoritmusnak is tekinthets. Igy érvényes
a [1]-ben kozolt elméleti hatékonység-becslés, mely szerint % < 2,7. Ha az egyes
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szinteket nem mindig balrdl jobbra, hanem alternédlva balrol jobbra és jobbrol balra toltjiik

fel, akkor az elméleti hatékonysig ugyan nem valtozik, de gyakran jobb megoldast kapunk.

2.4.3. A MIX algoritmus

A MIX nevi algoritmus a BL és FFDH algoritmusok keveréke. Valamilyen sor-
rendbe rakja a téglalapokat. A soron kévetkezsSt arra a legalsd szintre helyezni, ahova
befér. Ennek a szintnek a magassiagaban elhelyez annyi téglalapot, amennyi csak lehet-
séges, balrél jobbra feltoltve ezt a megkezdett szintet. Majd ezt a miiveletet iterdlja.

A % arany tetszélegesen nagy lehet, ha a tégalalpok sorrendje magassagaik szerint
csOkkens. Csokkend szélesség esetén ez az arany legfeljebb 4, ez azonban nem éles becslés.

Itt is sok esetben jobb megoldas kaphato, ha a szinteket alternalva toltjiik fel.

MIX algoritmus

1. Legyen m az idGintervallum hossza, P, =0, H; =0, (i=0,....,m — 1).

2. Rendezziik a téglalapokat valamilyen sorrendbe, és rakjuk 6ket egy L listaba, j := 1.
3. 8 1= MiNg<i<m—w, MaXi<p<itw;—1 Hi, vagyis s a kovetkezd szint magassiga.

4. dp = min{i : MaXj<p<itw;—1 Hp = s, i € {0,...,m —w;}}.

5. 19 > —oo esetén iitemezziik a j-edik munkat az ig-adik id&pontra,
vagyis legyen P, = P,y U {t;}, és legyen Hy = Hy + h;, (k = ig, ..., 70 +w; — 1).

J:=7+1, 7 > n esetén vége, egyébként menjiink Gjra a 4. pontra.

6. i9p = —00 esetén erre a szintre mar nem fért be téglalap.

j =7+ 1, 7 <n esetén menjiink a 3. pontra, egyébként vége.

2.5. Numerikus eredmények

A kovetkezo [1]-bdl szarmazo tablazat azt mutatja, hogy bevezetett alsd becslések
mennyire kozelitik meg a BL és F'F'DH algoritmusok altal adott heurisztikus megolda-

sok értékeit. A tesztfeladatban a savszélességet m = 19-nek vélasztottuk, a téglalapok
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szélességeit az [1,5], a magassagukat az [1,9] intervallumbol vélasztottuk egyenletes elos-
zlas szerint. A téglalapok szama 10, 20 és végiil 50. A tablézat jobb oldaldn a kévetkezdk
szerepelnek: hanyszor volt az als6 becslés értéke egyenls a jobbik heurisztikus megoldés-
sal (= HEU), és persze ekkor az optimummal is; hanyszor volt az eredmény a job-
bik heurisztikus megoldasnak legalabb 0,9-szerese; illetve az alsd becslés/heurisztikus

megoldas tortek atlaga szazalékban kifejezve, 100 fiiggetlen kisérletet elvégezve.

m=19,w; € [1,5],}% c [1,9]
n Ll LQ
53 88 = HEU
10 77 99 > 0,9HFEU
L;
9380 | 98,78 | L
7 12 =HEU
20 76 79 > 0,9HEU
L;
92,47 93,05 TET
13 13 = HEU
50 100 100 > 0,9HEU
L;
97,06 | 97,06 | ko

Becslések pontossdga

n = 10 esetén mar az L, becslés is az esetek felében az optimalis megoldas értékét adja, ez
a tulajdonsag a téglalapok szamanak emelkedésével viszont romlik. Erdekes modon elég

nagy téglalapszam esetén (n = 50) az eseteknek csak toredékében szolgaltat L, pontos
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becslést, viszont minden esetben legalabb 0,9-szerese az optimumnak. Ez azt jelenti, hogy
egy bizonyos téglalpszamon tal az L; becslésen az Lo becslés mar nem javit.

Az alabbi tablazat segitségével [1] a MIX és a korabbi algoritmusokat hasonlitjuk
A kisérletek szama 10000.

eloszlas szerint keriiltek ki az |1, z5] illetve az [y;,ys] intervallumbol.

Ossze. A téglalapok szélességei és magassagai egyenletes

A BL esetén
nem novekvs szélesség szerinti, a masik két algoritmus esetében nem névekvsé magas-
sag szerinti a téglalapok sorrendje. Az egyes sorokban lév6 szdmok azt mutatjak, hogy
hényszor érte el a heurisztikus megoldas a jobb alsé becslést, ami Ly (ez esetben a

heurisztikus megoldas optimaélis); hanyszor volt ennek legfeljebb az 1,05-szorosa; valamint

a heurisztikus megoldés/also becslés aranyok atlagat.

m | n ||z, 2| | |y1,v2) BL FFDH | MIX
427 5528 9711 = L,
29 | 27 | [1,4] [1,8] 427 5528 9711 <1,05- L,
1,249 1,083 1,029 =
0 4950 9788 = L,
72193 | [1,8] [1,9] 451 9583 9991 <1,05- L,
1,113 1,031 1,011 =
8 3756 9587 = L,
40 | 50 | [6,7] | [12,15] 2500 9976 9983 | <1,05- L,
1,152 1,018 1,073 =

Algoritmusok hatékonysdga
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Lathato, hogy a MIX algoritmus &ltalaban jobb mint a BL és az FFDH. A L% arany
minden esetben kisebb a M I X oszlopaban. Tobb feladatosztaly esetén nagy szazalékban a
legjobb heurisztikus megoldas biztosan optimélis volt. Emellett més esetekben is elérheto

a legjobb algoritmussal az optimum.
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3. Alakithat6 téglalapok online pakolasa

3.1. Bevezetd

A fejlett offline algoritmusok a téglalapokat csokkend sorrendbe rakjak (amennyiben
ez megengedett), és eldszor a nagyobbak helyzeteit probaljak optimalisan meghatarozni.
Online feladatoknal nincs lehetdség a sorbarendezésre, mert az els6 téglalapot megkapva
azt azonnal el kell helyezni, és csak azutdn kapjuk kézhez a kiovetkezét. A feladat a
kovetkezs. Adott téglalapok egy listaja: £ = {T1,T3,...}, melyben minden elemet 2
paraméter hataroz meg: T; = (w;, h;), i = 1,2, ..., ahol w; az i-edik téglalap maximaélis szé-
lessége, h; pedig a minimalis magassaga. Célunk, hogy £ elemeit sorrendben bepakoljuk
egy adott szélességii (m) alul zart, feliil nyitott téglalap alaka savba ugy, hogy minimali-
zaljuk a totalis magassagot, akarcsak korabban. Most azonban megengedett, hogy T;
szélességét csokkentsiik, magassagat pedig noveljiik tgy, hogy teriilete valtozatlan marad,
azaz a w; - h; szorzat allando minden i-re. Az esetleges atméretezés utan helyezhetjiik a
téglalapokat a savba. A tovabbiakban feltessziik, hogy a sav szélessége 1. Ezt minden

tovabbi nélkiil megtehetjiik, mivel ha az eredeti feladat m hosszisagu sédvra vonatkozik,
wi i)

m’m/°

akkor a kovetkezd transzformaciot kell csak elvégezni: (w;, h;) — (

A feladat offline valtozata az, ahol ismert az egész L lista. A kdvetkez6 megallapitas
mutatja, hogy ebben az esetben konnyd az optimalis magassiag meghatarozisa, amit
jeloljon OPT(L). Egy olyan algoritmussal, amely fiigg6legesen megnyujtja a téglalapokat
OPT (L) magassagig, és bepakolja Gket sorban egymas mellé a sav aljara, elérhetG hogy

a kihasznalt magassag éppen OPT (L) legyen.

6. Tétel. [5] Az alakithato téglalapok sdvpakoldsi feladdnak offline vdltozatiban az opti-

malis megoldds, azaz a totdlis magassdg
OPT(L) =max{S,H}
ahol S =3 ,c, w;-h; és H=mazcr h;.

Bizonyitas. El6szor vegyiik azt az esetet, amikor S > H. Ekkor mindegyik T; nydjthato
fiiggSlegesen gy, hogy a magassaguk S legyen. A megnytjtott téglalapokat helyezziik a

sav aljara egymas mellé. Igy egy olyan pakolast kapunk, ahol a totalis magassag S.
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Ty | [T |1y

Ty T,

Masfel6l a téglalapok teriiletei valtozatlanok, igy nem érhetd el olyan pakolas, ahol a
totalis magassag kisebb mint S. Az masik eset hasonl6 az el6z6hoz, azzal a kiilonbséggel,
hogy minden téglalapot H magassagira nyujtunk, és ekkor még szabad hely is maradhat

a sav aljan az 1 x H teriileten. 0O

Az érdekes kérdés tehat az, hogy mit mondhatunk a probléma online véltozatarol. Az
online esetben ugye egymas utan kapjuk a téglalapokat egy listarol, és donteniink kell,
hogyan valtoztassuk meg az oldalaik méretét, és hova pakoljuk Gket, anélkiil hogy barmit
is tudnank a kés6bb jovs elemekrdl.

Alkalmazas. Egy akkumulator-tolté allomésra egymés utdn érkeznek a feltoltésre
szant lemeriilt akkumulatorok. A toltéstarold képességiik a téglalap teriiletének felel meg,
amely amperéraban (Ah) van megadva. Nem lehet barmekkora erdsségti arammal (A)
tolteni Gket. Az i-edik akkumulator esetén ennek a fels§ korlatnak a w; paraméter felel
meg, h; pedig a toltési idst (h) szimbolizalja. A w; - h; szorzat igy valoban az akkumulator
energia tarolasi kapacitasa (Ah). Az dramerGsség termeészetesen csokkenthets, de ekkor
vele forditott aranyossdgban né a toltési id6. A t6lt6 berendezés rendelkezik egy maximélis
toltési képességgel (a sav szélessége (m)). A feladat az, hogy eldontsiik, mikor kell egy
beérkezd akkumulatort belehelyezni a t61t6 berendezésbe ahhoz, hogy a teljes atfutasi id6t
minimalizaljuk, és hogy tolthet6-e a megengedett maximélis aramerdsséggel, azaz hogy a

matematikai modellben hogyan sziikséges atméretezni a neki megfelels téglalapot.
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4. Definicié. Fgy A online algoritmus c-kompetitiv valamely ¢ > 0-ra, ha minden véges

L listdra
A(L) <c-OPT(L)

Két alapvets eljaras van egy online algoritmus hatékonysaganak meghatarozasara.

5. Definicié. Fqy A algoritmus abszolit versenyképességi hdanyadosa

Ca= s%p{O?,Ef()ﬁ)}?

ahol A(L) jeloli az A algoritmus dltal megualdsitott pakolds totdalis magassdgat a téglalapok

L listdjdra.

Altalaban, mint azt majd a késébbiekben lathatjuk, az aszimptotikus versenyképességi

hdanyados nagyobb szabadsagot nyujt egy algoritmusnak a hatékonysagét tekintve.

6. Definicié. Egy A algoritmus aszimptotikus versenyképességi hdnyadosa

_ A(L)
O3 = Jim sup {OPT(E) | OPT(L) 2 k}

3.2. A polcpakolasi algoritmusok csaladja

Az hogy az aszimptotikus vagy az abszolit versenyképességi hanyadost hasznaljak a
pakolasi feladatoknal, alkalmazasfiigg6. A probléma vizsgéalatakor kideriil, hogy elérheté
a felhasznélt sGvmagassigra vonatkoz6 magas optimalis érték, ha tudjuk, hogy az L lista
csak néhany nagyon magas téglalapbol all. Az aszimptotikus versenyképességi hanyados
hasznélataval pontosabb képet kapunk az algoritmusrol az olyan feladatoknal, ahol tudjuk,
hogy csupan néhany téglalap érkezik majd, de csak akkor, ha magassagukra van egy fels6
korlatunk. Ha a C'°° mutatot szeretnénk hasznalni a vizsgalat soran, akkor altalaban fel
szokas tenni (ha ez megengedett), hogy h; < 1 minden i-re. Igy jobban kezelhetsek a fe-
ladatok, mint a feltétel nélkiili esetekben. Megmutatjuk, hogy ezen feltétel mellett minden
e > 0-ra létezik olyan algoritmus, amelynek aszimptotikus versenyképességi hanyadosa
1 + . Azonban miel6tt ismertetnénk ezt az algoritmust, definidljuk az algoritmusok egy

altalanos csaladjat, a polc algoritmusokat. Ez a definicio egy atfogalmazasa a [6]-belinek.
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Egy alap eljaras az, hogy képzeletbeli polcokat hozunk létre a savban, és ezekre vagy
ezekbe pakoljuk a téglalapokat. Gondolhatunk erre tigy, mint egyforma, vagy akar kolon-
b6z6 magassagu polcokbol allé polcrendszerre egy szobdban, vagy konyvtarban. Ezen
polcokkal tulajdonképpen létrehozunk egy zart, 1 szélességl téglalapot a sdvban. Az
algoritmus miutan eldontdtte, melyik polcra fogja helyezni az éppen soron koévetkezs
téglalapot, atméretezi azt oly moédon, hogy a magassaga a polc magassigéval egyenld
legyen. Az esetlegesen atméretezett elemet a polcon balra igazitja, természetesen gy,
hogy a mar korabban az adott polcra elhelyezett téglalapokat ne fedje. Fontos tovabba,

hogy a polcrol nem nytulhat bele a téglalap sem az alatta sem a felette 16v6 polcba.

Polc pakolds

Egy polc pakolasra vonatkozo algoritmusnak a kdvetkezd két dologhan kell déntenie

egy téglalap érkezésekor. Az elsé az, hogy létrehozzon-e 1j polcot a savban vagy sem. Ha
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sziikség van egy tjra, akkor meg kell hatdroznia annak magassédgat. Az 1j polc mindig
kozvetleniil az el6z6 folé keriil. Az als6 oldala megegyezik az el6z6 fels§ oldaléval, azaz
nincsenek hézagok a polcok kozott. Az els6 pole a sav aljan foglal helyet. Az algorit-
musnak ki kell vilasztania, hogy melyik polcra tegye az aktuéalis téglalapot. Ha az i-edik
téglalap minimalis magassaga (h;) nagyobb, mint a polc magassaga, akkor természetesen
semmilyen modon nem pakolhato az adott polcra. Mindenképp kell Gj polcot létrehozni.

Nézziink egy ilyen polc algoritmust, amely csak egyetlen x paramétertdl fiigg.

xS algoritmus

1. (Inicializalas) Hozzunk létre egy = magassagi polcot, ahol x > 1. Legyen ez az

ugynevezett aktiv polc, azaz amelyikkel az algoritmus épp dolgozik.

2. (Pakolési fazis) Az érkezd téglalapot, amennyiben lehetséges, pakoljuk az aktiv polc-
ra. Persze miutan x magassagura nyujtottuk. Egyébként pedig hozzunk létre egy
1j x magassigi polcot kozvetleniil az el6z6 felett. Legyen ez az aktiv polc, és
pakoljuk be ide a téglalapot. (Az eddig targyalt feltételek mellett ez természetesen
megtehets.)

7. Tétel. [5] Az xS algoritmus aszimptotikus versenyképességi hdnyadosdra vonatkozo
egyenldtlenség:

1
<1+ —— 1

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy megkaptuk a téglalpok L listdjat, és az algoritmus k
darab polcot hozott létre. A sav szélessége tovabbra is 1. Vizsgaljuk meg az elhelyezett
téglalapok oOsszteriiletét. Valahdnyszor 4j polcot hoz létre az algoritmus, az azt jelenti,
hogy olyan téglalap érkezett, ami teriiletét tekintve tul nagy volt ahhoz, hogy beférjen
az aktiv polc még szabad teriiletére. Maésfel6l nincs olyan téglalap £-ben, amelynek a
teriilete 1-nél nagyobb, azaz egy mar dtméretezett téglalap szélessége nem lehet nagyobb
mint % Ezért ha 1j polcot kell 1étrehozni, akkor az el6z6 polcnak legalabb az (1 — i)—ed
része fel van toltve. Igy a téglalapok teriiletosszege az utolsé polcot kivéve mindegyiken
egyenként legalabb x — 1. Ez azt jelenti, hogy a savban elhelyezett téglalapok dsszteriilete
nem lehet kevesbb mint (k — 1)(z — 1). Ezért ng:ﬁa) < (k_llgfm_l), amely k — oo esetén
tart a tételbeli 1 4 ﬁ értékhez. 0O
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Ha (1)-ben x értékét (1 + é)—nak valasztjuk, akkor az xS algoritmus aszimptotikus

versenyképességi hanyadosa tetszélegesen megkozelitheti az 1 értket.

Kovetkezmény. Minden € > 0 valos szamhoz létezik olyan polc algoritmus, melynek

aszimptotikus versenyképességi hanyadosa legfeljebb 1 + €.

Ebbdl az eredménybdl adodik, hogy a vizsgalatoknal az aszimptotikus versenyképességi
hanyadost hasznalva kénnyen kapunk kozel optimalis megoldast szolgaltato algoritmu-
sokat. De mi a helyzet az abszolut versenyképességi hdnyadossal? A problémak mélyebb
vizsgalatdhoz alkalmasabb mérce lehet az abszolat versenyképességi hanyados, azaz hogy

konkrétan egy adott probléméanal mennyire j6 az algoritmus.

3.3. Algoritmusok és versenyképességiik

3.3.1. Az NF'S, algoritmus

Ebben a fejezetben versenyképességen az abszolit versenyképességet értjiik, és az L
lista téglalapjainak magassagara ezuttal semmilyen fels6 korlatot nem tesziink fel. Az
elsé algoritmus, amit vizsgalni fogunk, egy igen elterjedt valtozata a |7]-ben ismertetett
NFS, (Next Fit Shelf r) algoritmusnak. Az eredeti versenyképességi hanyadosa 7,46. Az
imént emlitett elterjedt valtozatot jeloljiik most mi is NF'S,-rel. Ez az algoritmus csak
az r > 1 paramétertdl fiigg, és hasonlé modon xS-hez aktiv polcokat hasznal a pakolas
soran. A {6 kiilonbség az, hogy xS-sel ellentétben itt tobb polc is aktiv, és minden k-ra

k+1

létezik egyetlen aktiv " magassagui polc.

NFS, algoritmus

Ha érkezik egy t; = (w;, h;) téglalap, annak megfelelGen valasztunk k-nak egy értéket

ko< hy < rF*1 feltételt kielégitsiik. Modositsuk a téglalap méreteit a

k+1

ugy, hogy az r

kovetkezSképpen: (w;, h;) — (;"k—fﬁ, rk“). Ha van egy olyan aktiv r

magassagu polc,
ahova még befér a modositott téglalap, akkor tegyiik be oda, egyébként hozzunk létre egy
4j r*! magassagt polcot, és ide tegyiik be a téglalapot. Ezutin mér ez lesz az egyetlen

aktiv r*+1 magassagu polc.
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8. Tétel. [5] Az NF'S, algoritmus versenyképességi hdnyadosa

2 4 12
Cnrs, = — (2)

Az r = 2 valasztasnal, (2) alapjan igaz az NF'S, algoritmus leggyakrabban hasznalt

valtozatara az alabbi.

Ko6vetkezmény. Az NF'S; algoritmus versenyképességi hanyadosa 6.

3.3.2. A DS algoritmus

T6bb a [6]-ban kozolt N F'S,. algoritmushoz hasonlo eljarast modositottak gy, hogy az
a rugalmas téglalapok online pakolasi feladatat oldja meg. A kovetkez$ eljaras is egy
ilyen iitemezési algoritmuson alapszik. Jelenleg ez a legkisebb fels korlattal rendelkezé

algoritmus erre a problémara.

DS algoritmus

Az els§ téglalap érkeztével létrehozunk egy hy magassagi polcot. Ez lesz az aktiv polc.

Ezek utan ha érkezik egy téglalap, akkor a kdvetkezGk szerint jarunk el:

1. Ha a téglalap minimélis magassdga nem nagyobb, mint az aktiv polc magassaga,
és az esetleges atméretezés utan, azaz a polc magassigaig nyajtva bepakolhato az

aktiv polcra, akkor tegyiik oda. Egyébként menjiink a 2. 1épésre.

2. Hozzunk létre egy 1j polcot, melynek magassaga pontosan kétszerese az aktiv polc

magassaganak. Ezek utan ez lesz az aktiv polc, és menjiink az 1. 1épésre.
9. Tétel. [5] A DS algoritmus versenyképességi hdnyadosa 4.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy az algoritmus 4-kompetitiv. Legyen L egy korlatlan

hosszi lista, azaz nem tudjuk, hogy éppen melyik elem lesz az utolsé a sorban érkezsk
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koziil. Jelolje H az utoljara aktiv polc magassagat. Ha az algoritmus ezt a polcot 1étre-
hozta, az azt jelenti, hogy egy téglalapot nem tudott bepakolni a korabbi aktiv polc-
ra, ezért bizonyos, hogy az el6z6 aktiv polc alacsonyabb mint OPT(L). Ennélfogva
H < 2-OPT(L). Masfell a korabbi polcok magassdgai 5,7, %,...,5. A pakolas
totalis magassaga tehat kisebb mint 2H, és 2H < 4 - OPT(L). A fels6 korlat éles a

téglalapok alabbi £; listdjara. Az elsé ¢ darab téglalap legyen (%, 2j) , J=1,...,1és az

utols6 pedig (§,2° + 1). Egyszert szamolas utan lathato, hogy a OIBDST((LLZ'% hanyados tart
4-hez, amint ¢ — oo, ami jelzi a fels6 korlat élességét. 0

1. Megjegyzés. A DS algoritmusnak jobb a versenyképességi hanyadosa mint N F'S,.-
nek. Viszont az NF'S,-nek van néhany elénye. Nem hoz létre joval magasabb polcokat
mint a téglalapok magassaganak a maximuma. Ezért jobban hasznélhaté az olyan mo-
delleknél, ahol erésen korlatolt a sivmagassag. Hiszen a D.S mindenképpen létrehoz egy
2% magassagi polcot a 2¥~! magassagu felett, ha oda mar nem fér be a soron kévetkezd
téglalap, abban az esetben is, ha oda nem rakhato be. Ekkor pedig egy tjabb polcot kell
létrehozni r*+1 magassaggal. Az el6z6 polc pedig mar sosem lesz aktiv, igy ez esetben van
egy 2F magassagu felesleges polc, amely beleszamit a felhasznalt sdivmagassagba.

2. Megjegyzés. Gyakran kaphatunk jobb eredményt, ha a probléma nem teljesen
online. Ez azt jelenti, hogy van valamilyen informaciénk a téglalapokrol. Ha tekintjiik azt
az esetet, amikor tudjuk, hogy az L lista elemei magassag szerinti nem novekvd sorrendben
vannak, akkor létezik egyszert algoritmus, amely 2-kompetitiv. Kénnyen beldthato, hogy

a kovetkezd (FFS1) algoritmus ilyen.

FFS1 algoritmus

Legyen h, az els6 téglalap magassaga. El&szor hozzunk létre egy hy magassigi polcot.
Ezutan ha érkezik egy elem, vizsgaljuk meg, vajon létezik-e olyan polc, ahova berakhato.
Ha van ilyen polc, akkor pakoljuk be ezek koziil a legalsdéba. Persze miutan a polc magas-
sagaval megegyezd nagysagura nydjtottuk. Ha pedig nincs ilyen polc, akkor hozzunk létre
egy Gjabb h; magassagl polcot kozvetleniil a legfelsé felett, és ide helyezziik a téglalapot,
az atméretezés utan.

Az alakithato téglalapok online feladatdnak megoldasara van azonban als6 korlat is.

Mig a nem online problémanél elméletileg lehetne olyan algoritmust konstrualni, amely

23



meghatarozza az optimalis megoldéast, addig az online feladatra nem lehet elméletben
sem olyan algoritmust alkotni, amely megtalalja a legjobb megoldast. Igaz az offline eset-
ben egy ilyen algoritmus futasideje az input névekedésének megfelelGen exponencilisan

novekszik.

10. Tétel. [5] Nem létezik olyan algoritmus az alakithatd téglalapok online pakoldsdra,

amelynek versenyképességi hanyadosa kisebb mint K, ahol K ~ 1,73, az

e (w2 = K —1
eqyenlet megolddsa.

Ez azonban csak egy koriilbeliili érték. Azt tudjuk, hogy valojaban 1,73 koriil van.
Viszont az 1,73 - OPT(L) és a DS algoritmus altal garantalt 4 - OPT (L) kozott oriasi
a rés. Az also korlat vizsgilata ezért nem tul érdekes. Ha tudnank olyan algoritmusrol,
amely jobban megkozelitené, akkor érdemes lenne foglalkozni azzal, hogy tulajdonképpen

mennyi is az als6 korlat.
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4. Osszefoglalas

A téglalappakolas a kezdetektdl jelen volt a torténelemben. A féréhellyel valé gazdalko-
das, a raktarozés, az iitemezés, az idGvel valo sporolas, és az ilyen fajta optimalizalasi
feladatok hétkoznapi jelenségek voltak. Az 1980-as években kezdtek behatobban, nagy
erGkkel foglalkozni a matematikusok a probléméval. Persze azel6tt is sziilettek kimagaslo
eredmények ezen a teriileten. A vizsgalatok a bin packing (ladapakolasi) feladatokkal
kezdédtek. Napjainkra a matematikdban a geometriai optimalizalas igen szép, érdekes és
sokat kutatott teriiletévé nétte ki magat. Az ebben a dolgozatban emlitett hivatkozasok
és feladatok csupéan toredékei a szakirodalomnak.

A dolgozatban olyan téglalappakolasokkal foglalkoztunk, ahol egy adott szélességi
alul zart feliil nyitott téglalap alaka savban kell elhelyezniink téglalapokat dgy, hogy
a felhasznalt sdvmagassidg minimalis legyen, ahol adott a T; (i = 1,...,n) téglalapok egy
{T1, T, ..., T,,} halmaza T vagy listaja £. Kikotottiik, hogy nem forgathatok a téglalapok,
és egymast nem fedhetik.
hettiink meg. Definidltuk a relaxalt feladatot. Ez olyan téglalappakolasi feladat, ahol
megengedjiik, hogy a savba pakolt elemeknek azon részei, ahol nem nem érintkeznek alat-
tuk 1év6 téglalap tetejével, fiiggGlegesen leessenek. A jeldlések bevezetése utan bevezettiik
az algoritmikus als6 becsléseket, majd egyre hatékonyabb algoritmusokat adtunk a prob-
lémara. Ezek az algoritmusok elGszor valamilyen médon sorba rendezik 7 elemeit, és a
soron kovetkez6t mindig a lehets legalacsonyabb szintre helyezik el balra igazitva. Végiil
kisérletek alapjan késziilt tdblazatok segitségével vizsgaltuk meg az als6 becslések pon-
tossagat, illetve a kiilonb6z6 algoritmusok hatékonysigéat. Lathattuk, hogy némely eset-
ben az als6 becsléseket elérhetik az algoritmusok, azaz optimélis megoldast adnak. Sok
esetben pedig az optimum 0,9-szeresénél jobb megoldast eredményeznek. Az algoritmusok
Osszehasonlitasa soran pedig a M IX-nek nevezett eljaras bizonyult a legjobbnak.

A 3. fejezetben megvizsgaltunk egy online téglalappakolasi feladatot, ahol lehet&ség
van az elhelyezés el6tt az elemek méretbeni modositasara. L elemeit két paraméter
segitségével adtuk meg, ahol w; a téglalap maximalis szélessége, h; pedig a minimalis
magassiga. Egy téglalap magassagat novelhetjiik, szélességét csokkenthetjiik oly mo-
don, hogy kozben a teriilete véltozatlan marad. Az online algoritmusokat koriilbeliil 30

éve vizsgaljak. Hatékonysaguk mérésének egyik f6 modszere egyfajta ,legrosszabb eset
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elemzés”, az dgynevezett kompetitiv analizis. Egy online probléméban az input rész-
letenként érkezik. Az inputsorozaton adott egy rendezés, a sorozat tagjai eszerint a ren-
dezés szerint egyesével jonnek, és az online algoritmusnak olyan déntések sorozatat kell
hoznia veliik kapcsolatban, amelyeknek hatasa lesz a teljes hatékonysag végsG minGségére.
Mindezen dontéseket a mar megérkezett inputrész alapjan kell hozni anélkiil, hogy barmi-
lyen informéacioja lenne a jovére vonatkozoéan. Az online feladatok harom legelterjettebb
modellje a téglalap vagy ladapakolasi feladat, az online hipergrafok szinezése és az igyne-
vezett k-szerver probléma. Bevezettiik azt a fogalmat, hogy egy algoritmus c-kompetitiv,
amely azt jelenti, hogy az adott L listara az algoritmus altal adott érték az optimumnak
legfeljebb a c-szerese. Kiilonb6z6 algoritmusokat ismertettiink, melyeknek megvizsgaltuk
a kompetitiv tulajdonsigit, azaz a versenyképességét. Mutattunk egy olyan eljarast az
altalanos feladatra, amely 4-kompetitiv. Jelenleg az altalanos probléméara nincsen ismert
algoritmus, amely ennél jobbat tudna garantilni. Kozoltiik tovabba, hogy nem lehet olyan
algoritmust adni a dolgozatban targyalt online probléméra, amelynek versenyképességi
hanyadosa jobb lenne, mint 1,73. Ugy mint magasabb dimenzios feladatoknal, itt is nagy
rés van az eddig ismert legalacsonyabb felsé korlat és az als6 hatar kézott. Hatalmas
elérelépés lenne, ha tudnank olyan algoritmust adni, amely ezt a rést akarcsak egy kicsit
is csOkkenti.

Sok érdekes nyitott kérdés van még a témaban. Vizsgalhatdo méas modellje is az
alakithato téglalapok pakolasdnak. Egy a 3. részben targyalthoz hasonlé az, amikor nem
engedjiik meg, hogy tetszGleges magassagira nytjtsuk a téglalapot. Ez is egy igen érdekes
feladatosztaly. Altalaban két modellel szoktak foglalkozni ebben az esetben. Az elsében
adott egy k konstans, melyre h; < k, VT;(w;, h;) € L, és h; < k a téglalap modositasa utan
is. A masik lehetGség az, hogy egy adott k konstansra a h; érték maximum a k-szorosara
novelhets. Egy masik feladattipus az, amikor nem kotjiik ki, hogy h; meddig névelhetd, de
a nyujtasért bizonyos biintetés jar. A biintetésre definidlaséra két alapvets lehetGség van.
Az egyik az, hogy ugynevezett kiils6 biintetéseket rendeliink hozzéa valamilyen modon a
valtoztatasokhoz, és a teljes koltség a biintetések és a felhasznalt sdvmagassag Osszege
lesz. A masik lehetéség a belsG biintetés, amikor is az atméretezés hatasara egy el6re
meghatarozott médon né a téglalap teriilete.

Jelenleg is folynak kutatasok az irdnyban, hogy miként lehetne ezt a 4-es értéket lej-
jebb szoritani. A DS algoritmus lefutédsa utan gyakran marad egy keskenyebb rész a

sav jobb szélén. A legijabb eredmények olyan algoritmusokrol szolnak, amelyek ezt a
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kihasznalatlan teriiletet hasznositjak valamilyen moédon. Kérdés, hogy ez milyen hatassal
van az algoritmus futasidejére. Egy ilyen DS-hez hasonl6 eljaras az, amikor nem csak a
legfels6, hanem a fels6 két vagy tobb pole is aktiv, és megengedjiik, hogy ha egy adott
polcra nem férne be a soron kovetkezd téglalap, akkor atnytlhasson az alatta 1évé szin-
tekre, amennyiben igy mar elférne. Viszont a legrosszabb esetben ezek az algoritmusok
sem tudnak jobbat garantalni, mint a DS.

Ha beszéliink egy 2 dimenzi6s probléméarol, akkor mindig az els6 kérdések kozott foglal
helyet az, hogy mi a helyzet 3 dimenziéban. Szintén nagy irodalma van ennek a prob-
lémanak is. A legtobb 2 dimenziés modell kiterjesztheté eggyel magasabb dimenziéra.
[lyen feladat meriil fel akkor, ha példdul kamionokat szeretnénk megpakolni szallitasra
var6 dobozolt aruval, és az a kérdés, hogy hany jarmtvel kell szallitani.

A targyalt problémék nagyon aktualisak, mivel ebben a rohamosan fejl6dé vildgban
mindeniitt sziikség van optimalizalasra. Az energia és a nyersanyagok gazdasagos fel-
hasznalasa, illetve az id6 hatékony kihasznaldsa mindennapos probléma. Egyre gyakorib-
bak az olyan feladatok, ahol nem teljes az informéci6. Nem ismerjiik az Osszes optimal-
izalando elemet, vagy még az elemek szamarol sincs informécionk. Ezek miatt az online
problémék miatt fontosak a dolgozatban targyaltak, és az, hogy folynak a kutatasok az

egyre hatékonyabb, jobb algoritmusok megtalalasidnak irdnyaba.
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